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VORREDE. 

Seit  dem  Erscheinen  der  drei  ersten  Bände  von  Leopold  Kronecker's 
Werken  ist  eine  lange  Pause  in  der  Herausgabe  eingetreten,  welche  zum  großen 
Teile  durch  den  Weltkrieg  und  seine  verhängnisvollen  Folgen  bedingt  war. 

Als  ich  im  Jahre  1916  auf  Grund  der  vollständigen  Durcharbeitung  aller 
für  den  vierten  und  fünften  Band  bestimmten  Arbeiten  Kronecker's  die  Ver- 
öffentlichung dieser  beiden  Bände  in  Angriff  nehmen  wollte,  mußte  mir  der  Verlag 
erklären,  daß  er  in  den  schweren  Kriegszeiten  nicht  imstande  sei,  den  Druck 
durchzuführen,  und  daß  er  mich  daher  bitten  müsse,  die  Veröffentlichung  zu 
verschieben. 

Erst  im  Jahre  1927  wurde  es  durch  die  tatkräftige  Unterstützung  der 
Notgemeinschaft  der  deutschen  Wissenschaft,  für  welche  ich  auch  an  dieser  Stelle 
den  wärmsten  Dank  aussprechen  möchte,  ermöglicht,  an  die  vollständige  Durch- 
fühiiing  dieses  schönen  und  großen  Werkes  heranzutreten.  Leider  mußte  nun 
aber  die  genaue  Durchsicht  der  Werke  Kronecker's  vollständig  von  neuem  vor- 
genommen werden,  da  die  Ergebnisse  der  elf  Jahre  vorher  durchgeführten  Durch- 
arbeitung nicht  schriftlich  fixiert  worden  waren;  nur  der  tatkräftigen  und  sach- 
kundigen Unterstützung  des  Herrn  Dr.  A.  Plessner  habe  ich  es  zu  verdanken, 
daß  in  verhältnismäßig  kurzer  Zeit  das  Manuskript  der  drei  letzten  Bände  dieses 
Werkes  druckfertig  vorliegt  und  nun  in  rascher  Folge  veröffentlicht  werden  wird. 

Nach  dem  im  ersten  Bande  veröffentHchten  Plane  enthält  der  jetzt  vor- 
liegende Band  IV  alle  Arbeiten  Kronecker's  zur  reinen  Algebra  und  die  erste 
Hälfte  seiner  Abhandlungen  zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Der  fünfte 
Band  ist  bereits  vollständig  gedruckt  und  wird  in  ganz  kurzer  Zeit  ebenfalls  ver- 
öffentlicht werden,  und  ihm  soll  der  Band  III,,  für  welchen  das  Druckmanuskript 
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fertig  vorliegt,    bald   nachfolgen.   Damit  wird   dann  die   Herausgabe  aller  von 
Kronecker  selbst  veröffentlichten  Werke  vollständig  abgeschlossen  sein. 

Die  Drucklegung  und  die  Ausstattung  dieser  letzten  Bände  ist  mit  der- 
selben Sorgfalt  und  in  gleicher  Schönheit  vom  Verlage  B.  G.  Teubner  durchge- 
führt wie  bei  den  drei  ersten  Bänden,  was  ich  mit  besonderem  Danke  hervor- 
heben möchte. 

Marburg  a.  L.,  im  August  1929. 

K.  Hensel. 
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ÜBER  DIE  ALGEBRAISCH  AUFLÖSBAREN  GLEICHUNGEN.^) 

[Mitgeteilt  in  der  Akademie  der  Wissenscliaften  am  20.  Juni  1853  durch  G.  L.-Dirichlet.] 

Die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Auflösbarkeit  von  Gleichungen, 
deren  Grad  eine  Primzahl  ist  —  namentlich  die  Abelschen  und  Gahü sehen,  welche 
die  Grundlage  aller  weiteren  Forschungen  in  diesem  Gebiete  bilden  —  haben  im 
Wesentlichen  als  Resultat  zwei  Kriterien  ergeben,  vermittelst  deren  man  beurtheilen 
könnte,  ob  eine  gegebene  Gleichung  auflösbar  sei  oder  nicht.  Indessen  gaben  diese 
Kriterien  über  die  Natur  der  auflösbaren  Gleichungen  selbst  eigenthch  nicht  das 
geringste  Licht.  Ja,  man  kormte  eigenthch  gar  nicht  wissen,  ob  (außer  den  von 
Abel  im  IV.  Bande  des  CreUe sehen  Journals")  behandelten  imd  den  einfachsten  mit 
den  binomischen  Gleichungen  zusammenhängenden)  überhaupt  noch  irgend  welche 
Gleichungen  existiren,  welche  die  gegebenen  Auflösbarkeits-Bedingungen  erfüllen. 
Noch  weniger  konnte  man  solche  Gleichungen  bilden,  und  man  ist  auch  durch  son- 
stige mathematische  Untersuchungen  nirgends  auf  solche  Gleichungen  geführt 
worden.  Dazu  kommt  noch,  daß  jene  beiden  erwähnten  und  wohl  allgemein  be- 
kannten, von  Abel  und  Gahis  gegebenen  Eigenschaften  der  auflösbaren  Gleichungen 
ziifälhger  Weise  solche  waren,  die  die  wahi'e  Natur  dieser  Gleichungen  eher  zu  ver- 
decken als  aufzuklären  geeignet  sein  dürften,  wie  ich  das  namentüch  von  dem  einen 
jener  beiden  Kriterien  späterhin  zeigen  werde.  Und  so  bheben  die  auflösbaren  Glei- 
chungen selbst  bisher  in  einem  gewissen  Dunkel,  welches  nur  durch  die  übrigens,  wie 
es  scheint,  wenig  beachtete  und  ganz  spezielle  Notiz  Abeh^)  über  die  Wurzeln  ganz- 
zahhger  Gleichungen  fünften  Grades  ein  wenig  erhellt  wurde  und  welches  nur  durch 
Auflösung  des  Problems  ,,alle  auflösbaren  Gleichungen  zu  finden"  vollständig  auf- 
gekläi-t  werden  koimte.  Denn  alsdann  hat  man  nicht  bloß  unendhch  viele  neue  auf- 
lösbare Gleichungen,  sondern  eben  alle  möglichen  gewissermaßen  vor  Augen  und 


')  Vgl.  Zusatz  1  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Abel,  Oeuvres  (Nouvelle  edition)  T.  I,  S.  478.  H 

ä)  Abel,  OeuNTes,  T.  II,  S.  266.  H 
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kann  an  der  entwickelten  Form  ihrer  Wurzeln  alle  ihre  Eigenschaften  auffinden  und 
erweisen. 

Diesen  wenigen  Bemerkungen  über  den  Zielpunkt  meiner  Untersuchungen 
imd  den  wesentlichen  Inhalt  der  vorliegenden  Notizen  habe  ich  nur  hinzuzufügen, 
daß  das  eben  erwähnte  Problem,  welches  ich  mir  von  vorn  herein  gestellt  hatte,  frei- 
lich noch  gänzlich  umzuformen  war,  um  es  für  eine  Untersuchung  geeignet  zu  machen. 
Die  genaue  Formulirung  des  Problems  seihst  ist  aber  hier  von  so  gi-oßer  Wichtigkeit, 
daß  ich  in  den  folgenden  Mittheilungen  grade  in  dieser  Hinsicht  etwas  weitläufiger 
sein  muß,  um  nicht  durch  die  Kürze  der  Klarheit  Abbruch  zu  thun. 

Abel  hat  in  seiner  fragmentarischen  Abhandlung  über  die  algebraische  Ax\i- 
lösung  der  Gleichungen  (No.  XV.  des  zweiten  Bandes  der  gesammelten  Werke')) 
unter  andern  Problemen  wörtlich  folgendes  aufgestellt:  ,,Den  allgemeinsten  alge- 
braischen Ausdruck  zu  finden,  welcher  einer  Gleichung  von  einem  gegebenen  Grade 
genügen  könne."  Fügt  man  diesem  Probleme  dasjenige  hinzu,  was  erforderlich  ist, 
um  es  zu  einem  bestimmten  zu  machen,  so  enthält  es  in  der  That  alle  Probleme  in 
sich,  die  man  in  Bezug  auf  die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  stellen  kann,  und  ist 
namentlich  die  wichtigste  Verallgemeinerung  des  (als  in  gewissem  Sinne  zu  speziell) 
unlösbaren  Problems  „die  Wurzel  einer  Gleichung  irgend  eines  Grades  als  algebra- 
ische Function")  ihrer  Coefficienten  auszudrücken."  Es  ist  nun  aber,  wie  gesagt,  bei 
obigem  Probleme  noch  erforderlich,  den  Zusammenhang  zwischen  dem  gesuchten 
algebraischen  Ausdruck  und  den  Coefficienten  der  Gleichung  zu  bestimmen;  des- 
halb ist  die  Aufgabe  vielmehr  dahin  zu  stellen : 

„Die  allgemeinste  algebraische  Function")  irgend  welcher  Größen  A,  B, 
C,  .  .  .  zu  finden,  welche  einer  Gleichung  von  einem  gegebenen  Grade 
genügt,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  jener  Größen  sind." 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  daß  man  die  Irreductibilität  der  Gleichung  in 
Bezug  auf  A,  B,  C,  etc.  vorauszusetzen  hat;  d.  h.  die  Gleichung  soll  (so  lange  man 
für  A,  B,  C,  etc.  nicht  irgend  welche  spezielle  Werthe  substituirt)  nicht  in  Factoren 
niederen  Grades  zerlegt  werden  können,  deren  Coefficienten  wiederum  rationale 
Functionen  von  A,  B,C,  etc.  sind.  Das  obige  Problem  kann  darnach  auch  folgender- 
maßen ausgedrückt  werden : 

')  Abel,  Oeuvres  T.  II,  No.  XVIII,  S.  217.  H 

')  Vgl.  Zusatz  2  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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„Für  eine  gegebene  Zahl  n  die  allgemeinste  algebraische  Function')  von 
A,  B,  C,  etc.  zu  finden,  welche  durch  die  Varürung  der  darin  enthaltenen 
Wurzelzeichen  verschiedene  Ausdrücke  ergiebt,  unter  denen  n  so  be- 
schaffen sind,  daß  ilu-e  symmetrischen  Functionen  sämmtlich  rationale 
Functionen  jener  Größen  A,  B,  C,  etc.  sind." 

Für  den  FaU  nun,  daß  der  gegebene  Grad  der  Gleichung  resp.,  nach  der  zweiten  Aus- 
drucksweise, die  Anzahl  der  Werthe  eine  Primzahl  ist,  hat  Abel  die  Untersuchung 
in  der  angeführten  Abhandlung  im  Wesentlichen  so  weit  geführt,  daß  er  die  folgenden 
beiden  Formen  angab,  welche  die  gesuchten  algebraischen  Functionen  haben 
müssen:  i  1  /i^ 

(I)  Po -^  ^^  + /J^)  •  «"  +  •••-f/,-:(^)-s  " 

(pag.  204  des  II.  Bandes  der  gesammelten  Werke")),  wo  unter  der  Primzahl ,«  der 
gegebene  Grad  der  Gleichung,  unter  fo  eine  rationale  Function,  unter  s  eine  alge- 
braische Function  von  A,  B,  C,  etc.  und  unter  //,  (s)  eine  rationale  Function  von  s 
uiid  von  A ,  B,  C,  etc.  zu  verstehen  ist.  —  Die  zweite  Form  findet  sich  pag.  190^)  des- 
selben Bandes  imd  Werkes,  und  ist: 

1  ^  1^ 

(II)  v.  +  Bl-rB^^---  +R:_\, 

wo  Pq  eine  rationale  Function  von  A,  B,  C,  etc.  ist,  und  R^,  R^,  .  .  .  Wurzeln  einer 
Gleichung ,«  —  1  sten  Grades  bedeuten,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 
A,  B,  C,  etc.  sind.  —  Für  diese  beiden  Formen  hat  Malmsten  einen  ausführUchen  Be- 
weis im  34.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  gegeben,  der  jedoch,  wie  ich  glaube, 
einige  Vervollständigungen  noch  wünschenswerth  erscheinen  läßt. 

Jene  beiden  Formen  muß  nun  zwar  noth wendig  jede  algebraische  Function 
haben,  wenn  sie  dem  Probleme  Genüge  leisten  soll;  aber  die  Formen  sind  noch  zu 
allgemein,  d.  h.  sie  schließen  auch  solche  algebraische  Functionen  in  sich,  die  dem 
Probleme  nk,lit  Genüge  leisten.  Ich  habe  deshalb  jene  beiden  Formen  näher  unter- 
sucht und  zuvörderst  gefimden,  daß  diejenigen  in  der  Form  (II)  enthaltenen  alge- 
braischen Functionen,  welche  dem  Probleme  genügen,  die  Eigenschaft  haben  müssen. 


')  VgL  Zusatz  2  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

«)  Abel,  Oeuvres  T.  II,  S.  236—237.  H 

=)  Abel,  Oeuvres  T.  II,  S.  222.  H 
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daß  nicht  nur  (wie  Abel  bemerkt  hat)  die  symmetrischen  Functionen  der  Größen 
i?i ,  i?2  >  •  •  ■ ,  sondern  auch  —  wenn  man  diese  in  einer  gewissen  Ordnung  nimmt  — 
die  cychschen  Functionen  derselben  rationale  Functionen  der  A,  B,  C,  etc.  sein 
müssen;    d.h. 

„daß  die  Gleichung  ,//  —  Isten  Grades,  deren  Wurzehi  die  Größen  i?i, 
i?2j  •  •  •  sind,  eine  yiteZsche  ist." 

Ich  verstehe  hier  unter  ,,^feeZschen  Gleichungen"  immer  jene  besondere  Classe  auf- 
lösbarer Gleichungen,  welche  Abel  in  dem  memoire  XI.  des  ersten  Bandes  der  ge- 
sammelten Werke ')  behandelt  hat  und  welche  (wenn  man  annimmt,  daß  ihre  Coeffi- 
cienten  rationale  Functionen  von  A,  B,C,  etc.  und  ihre  Wurzeln  nach  einer  bestimm- 
ten Ordnung  genommen  Xt_,X2  .  .  .  x„  sind)  ebensowohl  dadurch  definirt  werden 
können,  ,,daß  die  cyclischen  Functionen  der  Wurzeln  rationale  Funktionen  von 
A,B,C,  etc.  sind"  als  dadurch,  „daß  die  Gleichungen  x^  =  0{xi),  x^  =  ö(a;o),  .  .  . 
x„  =  6{Xn^i),  Xi  =  0{Xn)  statthaben",  wo  6{x)  eine  ganze  rationale  Fimction  von  x 
bedeutet,  deren  Coefi'icienten  rationale  Functionen  von  A,  B,C,  etc.  sind.")  —  Auf 
diese  besondere  Classe  von  Gleichungen,  die  übrigens  von  dem  größten  Interesse  für 
die  Analysis  und  Zahlentheorie  und,  wie  man  hier  sieht,  auch  für  die  Algebra  selbst 
ist,  werde  ich  unten  noch  zurückkommen. 

Eine  weitere  Untersuchung  der  obigen  Formen  (I)  und  (II)  ergiebt  aber  noch 
folgende  nähere  Bestimmung  für  diejenigen,  Größen  R,  welche  die  Form  (II)  zu  einer 
dem  Probleme  genügenden  machen.   Es  muß  nämlich^) 


(III)  B    =  F(r  )"■  r^-' -r'-^-r  :•;...  ?■ 


Y  - 


sein,  wo  r^,i\^i  .  . .  die  /t  —  1  Wurzeln  irgend  einer  ^5e^ sehen  Gleichung  (,w  —  l)sten 
Grades  sind,  d.  h.  wo  sowohl  die  symmetrischen  als  die  cychschen  Functionen 
der  Größen  r  (die  Anordnung  derselben  nach  den  Indices  genommen)  rationale  Func- 
tionen von  A,  jB,  C,  etc.  sind;  wo  ferner  F{r)  irgend  eine  rationale  Function  von  r 
und  von  A,  B,  C,  etc.,  und  wo  endhch  /„  den  kleinsten  positiven  Rest  von  g'"  mod.  /* 
bedeutet,  wenn  g  eine  primitive  Wurzel  von  /<  ist.  Substituirt  man  diesen  Ausdruck 
von  Ry  in  (II),  so  erhält  man  eine  Form,  welche  nicht  nur  jeder  dem  Problem  genü- 

')  Abel,  Oeuvres  T.  I,  No.  XXV,  S.  478.  H 

')  VgL  Zusatz  3  am  Ende  dieses  Bandes.  ,  H 

')  VgL  Zusatz  4  nm  Ende  dieses  Bandes.  H 
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gende  Ausdruck  haben  muß,  sondern  welche  auch  (und  das  ist  die  Hauptsache)  nur 
solche  Ausdrücke  enthält,  die  dem  Probleme  genügen;  d.h.  die  so  entstandene 
Form  erfüllt  als  Wurzel  identisch  eine  Gleichung  ti  ten  Grades,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  von  A,B,C,  etc.  sind,  die  übrigen  Wurzeha  werden  durch 
Änderung  des /<  ten  Wurzelzeichens  in  (II)  erhalten  und  zwar  in  der  Weise,  daß  die 
»ite  Wurzel  z„  durch  folgende  Gleichung  bestimmt  wird:') 

i  1  !_  _2  1 

(IV)      ^„  =  Po  +  «"*•  K  +  <"'"'■  K  +  <o^^'"-K  +  ---^y~  '"■  b;_., 

wo  für  die  Größen  R  die  Ausdrücke  aus  (III)  zu  nehmen  sind  und  «j  eine  imaginäre 
fi  te  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.  Hieraus  geht  zuvörderst  hervor,  daß,  während  die 
symmetrischen  Functionen  der  Größen  z  eben  rationale  Functionen  von  A,  B,C,  etc. 
sind,  die  cychschen  Functionen  derselben  (wenn  man  die  Ordnung  nach  den  In- 
dices  nimmt)  rationale  Functionen  von  A,  B,C,  etc.  und  von  ri,r2,  .  .  .  sind.  Da 
aber  diese  Größen  r  selbst  Wurzehi  einer  .-l&eZschen  Gleichung  und  also  r2,r3 .  .  . 
rationale  Functionen  von  i\  und  A,  B,  C,  etc.  sind,  so  heißt  dies  nichts  Anderes  als: 
„jede  auflösbare  Gleichung  von  einem  Primzahlgrade  ist  eine  ^fee^sche,  wenn  man 
eine  Größe  n  als  bekannt  annimmt,  welche  selbst  Wurzel  einer  Abelschen  Gleichung 
ist;"  oder  auch:  ,,die  /x  Wurzeln  einer  auflösbaren  Gleichung  sind  immer  dergestalt 
imter  einander  verbunden,  daß: 

wo  /(z,  r-i)  eine  rationale  Fimction  von  z,ri  mid  von  A,  5, C, etc.  bedeutet  und  Ti 
die  AVurzel  einer  .46eZschen  Gleichung  ist,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 
von  A,  B,  C,  etc.  sind.-)  Diese  Eelation  der  Wurzeln  einer  jeden  auflösbaren  Glei- 
chimg  ist  übrigens  die  wahre  Quelle  jener  von  Abel  und  Gahis  als  charakteristisches 
Merkmal  der  Wurzeln  auflösbarer  Gleichungen  von  Primzahlgraden  angegebenen 
Eigenschaft,  ,,daß  eine  Wurzel  rationale  Function  zweier  andern  sein  müsse.''  Im 
Übrigen  hebe  ich  unter  den  vielen  interessanten  Folgerungen,  die  man  aus  den  ge- 
gebenen Resultaten  ziehen  kaim,  nur  noch  die  eine  hervor,  daß,  da  r-^  als  Wurzel 
einer  Ahehchen  Gleichung  {fi  —  l)sten  Grades  nur  solche  Wurzelzeichen  als  noth- 
wendige  enthält,  deren  Exponenten  Theiler  von  (/<  —  1)  sind,  auch  nur  eben  solche 
Wurzelzeichen  und  fi  te  Wurzelzeichen  selbst  in  der  Wurzel  jeder  auflösbaren  Glei- 
chung als  nothwendige  vorkommen.   Abel  hat  die  betreffende  Bemerkung  (so  weit 

•)  Vgl.  Zusatz  4  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

*)  VgL  Zusatz  5  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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mir  bekannt  ist)  nur  für  fi  =  5  gemacht,  und  für  diesen  Fall  aucli  die  allgemeinste 
Wurzelform  einer  auflösbaren  Gleichung  gegeben  (Band  IL,  pag.  253'))  der  gesam- 
melten Werke).  Er  hat  aber  dabei  —  was  wohl  zu  bemerken  ist  —  die  Beschränkung 
hinzugefügt,  daß  die  Coefficienten  der  Gleichung  rationale  Zahlen  sein  sollen. 

Das  Hauptproblem  ist  nun  durch  die  Gleichung  (111)  darauf  zurückgeführt, 
daß  man  die  allgemeinste  Form  einer  Größe,  oder,  besser  gesagt,  eines  Ausdrucks  Vi 
zu  suchen  hat.  Dieses  zweite  Problem  stellt  sich  daher  nach  den  oben  über  )\ ,  ra ,  .  .  . 
gemachten  Bestimmungen  also : 

„Für  eine  bestimmte  Zahl  n  die  allgemeinste  Form  einer  algebraischen 
Function  von  A,  B,  C,  etc.  zu  finden,  welche  durch  die  Variirung  der  darin 
enthaltenen  Wurzelzeichen  verschiedene  Ausdrücke  ergiebt,  unter  denen 
n  so  beschaffen  sind,  daß  deren  spnmetrische  imd  cychsche  Functionen 
(wenn  man  eine  bestimmte  Ordnung  fixirt)  rationale  Functionen  von 
^  5,  C,  etc.  sind." 

Und  so  bedeutet  dieses  zweite  Problem,  so  zu  sagen,  roh  ausgedrückt,  nichts  Anderes 
als  ,,alle  ^6e/schen  Gleichungen  zu  finden",  ebenso  wie  das  Hauptproblem  gewisser- 
maßen ,,alle  auflösbaren  Gleichungen  finden"  hieß.  —  In  Beziehung  auf  dieses  zweite 
Problem  wird  man  nun  ebenfalls  wieder  auf  eine  Unterscheidung  geführt,  je  nach- 
dem «  Primzahl,  Primzahlpotenz  oder  allgemeine  zusammengesetzte  Zahl  ist;  und 
zwar  wird  das  Problem  für  ein  allgemeines  n  dadurch  erledigt,  daß  man  dasselbe 
nur  für  alle  diejenigen  Fälle  zu  lösen  hat,  wo  der  Grad  der,4fee?schen  Gleichung  eine 
der  in  n  enthaltenen  Primzahlpotenzen  ist.  In  diesen  Fällen  aber  bietet  das  Problem, 
mit  Ausnahme  einiger  bloßen  Complicationen,  auch  keine  größere  Schwierigkeit  dar, 
als  wenn  n  eine  Primzahl  selbst  ist.  Nur  in  dem  anscheinend  einfachsten  Falle,  wo  n 
die  dritte  oder  eine  höhere  Potenz  von  2  ist,  reicht  die  Methode,  die  ich  in  allen  andern 
Fällen  mit  Erfolg  angewendet  habe,  zur  vollständigen  Lösung  des  Problems  nicht 
ganz  aus,  und  ich  habe  die  alsdann  erforderliche  Älodification  derselben  noch  nicht 
ergründet.  Da  nun  die  vollständige  Lösung  des  Hauptproblems  für  eine  Primzahl  /* 
die  Lösung  des  zweiten  Problems  für  n  =  [x  —  1  erfordert,  so  würde  ich  immerliin  für 
jetzt  nur  das  vollständige  Resultat  für  diejenigen  Primzahlen  /*,  welche  nicht  von 
der  Form  gÄ  +  1  sind,  angeben  können  Es  dürfte  aber  ohnehin  für  den  Zweck 
dieser  vorläufigen  Mittheilung  genügen,  wenn  ich  zur  leichteren  Übersicht  der  Sache 

')  Abel,  Oeuvres  T.  II,  S.  266.  H 
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hier  nur  denjenigen  Fall  des  zweiten  Problems  erörtere,  wo  n  eine  ungrade  Primzahl 
ist.  Und  zwar  will  ich  für  diesen  Fall  nicht  bloß  das  Resultat  selbst,  sondern  auch 
die  bei  Erlangung  desselben  angewendete  Methode  kurz  angeben,  zumal  dieselbe 
ungemein  einfach  ist  und  das  wesentliche  Mittel  zur  Auflösung  dieses  zweiten  Pro- 
blems in  allen  andern  Fällen  und  auch  des  Hauptproblems  selbst  bildet. 

Wenn  man  sich  der  von  Abel  (in  der  oben  angeführten  Abhandlung  No.  XI. 
des  I.  Bandes  der  gesammelten  Werke'))  angewendeten  Ausdrucksweise  bedient,  so 
kann  man  mit  Rücksicht  auf  die  oben  gegebenen  Definitionen  der  ^6eZschen  Glei- 
chungen das  in  Rede  stehende  Problem  folgendermaßen  ausdrücken: 

„die  allgemeinste  algebraische  Function')  von  A,  B,  C,  etc.  zu  finden, 
welche  einer  Gleichung  nten  Grades  genügt,  deren  Coefficienten  rationale 
Functionen  von  .4,5,  C,  etc.  sind  und  deren  übrige  Wurzeln  (wenn  man 
dieselben  mit  Zi,22,  .  .  .z„_i  und  die  gesuchte  Function  selbst  mit  Zq  be- 
zeichnet) die  Gleichungen  erfüllen : 

z,  =  e{z^),    2,  =  ö(2,),  ...  ^„  =  ö(2„_^), 

wo  0(2)  eine  rationale  Function  von  z  und  von  A,  B,  Cetc.  bedeutet." 

Setzt  man  nun,  imter  der  Annahme,  daß  n  Primzahl,  nach  der  von  Jacobi  bei  der 
Kreistheilung  eingeführten  Bezeichnung  den  Ausdruck  Zo  +  Zi«  +  22«*  -r  •  ■  • 
+  2„_i«"~^  =  (a,  2)  wo  a  eine  wte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  so  ist 

(V)  n.z^  =  {\,  z)  +  «-'(«,  z)  +  a-''{a\  ^)  +  •  ■  ■  -f  «-^""''^  .  {a'-\  z). 

Man  kann  ferner  nach  der  von  Abel  angegebenen  Weise  zeigen^  daß  für  jede 
behebige  ganze  Zahl  x  die  Gleichungen  statthaben: 

(VI)  («,  zy-  =  (a^  z)  .  <p{a),     (a^  zf  =  (a=^  z)  ■  <p{ar),     (a^  z)'  =  («'^  z)  ■  <p{a%  .  .  . 

wo  fp{a)  eine  rationale  Function  von  «  und  von  A,  B,C,  etc.  bedeutet.  Wenn  man 
nun  für  y.  eine  primitive  Wurzel  g  der  Primzahl  n  und  zwar  eine  solche  setzt,  für  die 
gr"  ~  1  —  1  durch  keine  höhere  Potenz  von  n  als  durch  n  selbst  theilbar  ist,  so  wird  man 
Gleichungen  von  folgender  Form  erhalten: 

(«,  zf  =  (a^  z)f{a),     {a',  zf  =  ((/^  z)f{a%   .  .  .    («='''"',  z)'  =  (a,  z)j{a'"~'). 


')  Abel.  Oeuvres  T.  I,  No.  XXV,  S.  478.  H 

^)  Vgl.  Zusatz  2  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

L.  Kronecker'B  Werke  IT  2 
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Erhebt  man  von  diesen  Gleicliungen  die  erste  zur  Potenz  gr"~-',  die  zweite  zur  Potenz 
gr"-'  und  so  fort,  und  raultiplicirt  sie  alsdann  sämmtlich  mit  einander,  so  erhält  man 

(VII)  («,  ./'-'-'  =  f{af-'  .  fiay"-'  .  .  .  fia""-'). 

Setzt  man  nun  g"'^  —  1  =  m-  n,  wo  m  nach  der  in  Bezug  auf  g  gemachten  Voraus- 
setzung nicht  durch  n  theilbar  ist,  so  liat  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (VI) 

{a,zY  =  {a,z)        =  («  ,z)    ■  (p{a) 

und  dies  in  (VII)  eingesetzt 

ein  Resultat,  welches,  wie  man  genau  zeigen  kann,  für  jedes  «  richtig  bleibt,  und  wel- 
ches leicht  in  folgende  Form  umgewandelt  wird  : 


>    1  1 


(VIII)  («"',  z)  =  F{a")  |/(a"')  ./(«='")'•/(«"")'  •  •  •  /(a  "-•"")""')  " 

WO  unter  den  gebrochenen  Exponenten  innerlmlh  der  Parenthese  nicht  diese  seihst, 
sondern  die  kleinsten  positiven  Reste  dieser  Brüche  mod.  n  zu  verstehen  sind  und 
wo  /(«)  sowohl  als  F{a)  rationale  Funktionen  von  a  und  von  A,  B,  C,  etc.  bedeuten. 
Setzt  man  diesen  Ausdruck  für  («'",  z)  in  der  Gleichung  (V)  ein,  so  erhält  man  eine 
Form  die  z^  haben  muß,  die  aber  auch  in  allen  Fällen  (d.  h.  wenn  man  für  /(«)  und 
F{a)  irgend  loelche  rationale  Functionen  von  «  und  A,  B,  C,  etc.  setzt)  in  der  That 
dem  Probleme  genügt. 

Auch  aus  diesem  Resultate  lassen  sich  namentlich  im  Vergleich  mit  der  oben 
gegebenen  allgemeinsten  Form  der  Wurzel  einer  auflösbaren  Gleichung  ^«  ten  Grades 
interessante  Folgerungen  herleiten;  das  bei  Weitem  größte  Interesse  aber  gewährt 
die  Vergleiclumg  des  Ausdruckes  (VIII)  (unter  der  Annahme,  daß  A,  B,  C,  etc.  ganze 
Zahlen  seien)  mit  seinem  entsjireehenden  Ausdrucke  für  gewisse  spezielle  in  der  Theo- 
rie der  Kreistheilung  vorkommende  Abelschc  Gleichungen;  nämlich  mit  der  über- 
aus wichtigen,  von  Kummer  (in  Grelles  Journal,  Bd.  35,  p.  363)  angegebenen  Form  für 
(a,  x).  Diese  Vergleichung  ergiebt  nämlich  das  bemerkenswerthe  und  nicht  bloß 
für  den  Fall  eines  Primzahlgrades  sondern  ganz  allgemein  geltende  Resultat:') 

,,daß  die  Wurzel  jeder  Abeluchen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten 
als  rationale  Function  von  Wurzeln  der  Einheit  dargestellt  werden 
kann;" 


^)  Vgl.  Zusatz  G  um  Ende  dieses  Bandes.  H 
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SO  daß  diese  allgemeinen  .46e?sclien  Gleichungen  im  Wesentlichen  nichts  Anderes 
sind,  als  Kreistheilungs-CTleichungeu. 

Auch  zwischen  den  Wurzeln  derjenigen  ^6e?schen  Gleichungen,  deren  Coeffi- 
cienten  nur  ganze  complexe  Zahlen  von  der  Form  a  +  hV—  1  enthalten  und  den 
Wurzeln  derjenigen  Gleichungen,  welche  bei  der  Theilung  der  Lemniscate  auftreten, 
existirt  eine  ähnliche  Relation;  und  man  kann  das  obige  Resultat  endlich  noch  weiter 
für  alle  Ahelsc}i%\\  Gleichungen  verallgemeinern,  deren  Coefficienten  bestimmte 
algebraische  ZaMenirrationalitäten  enthalten.  —  Ich  will  noch  bemerken,  daß  die 
Anwendung  des  obigen  Satzes  über  die  Wurzeln  ganzzahliger  .-IfeeZ scher  Gleichungen 
auf  die  oben  unter  No.  (III)  gegebene  Form  ergiebt,  daß  die  W\irzel  einer  jeden  auf- 
lösbaren Gleichung  vom  //  ten  Grade  mit  ganzzahligen  Coefficienten  als  eine  Summe 
von  /« ten  Wurzeln  aus  rationalen  (aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten)  complexen 
Zahlen  dargestellt  werden  kann ;  und  es  läßt  sich  sogar  mit  Hülfe  solcher  complexen 
Zahlen  die  allgemeinste  nothwendige  und  hinreichende  Form  jeder  Wurzel  einer  ganz- 
zahligen auflösbaren  Gleichung  /n  ten  Grades  recht  einfach  darstellen,  doch  würden 
die  zur  genauen  Angabe  dieser  Form  erforderlichen  zahlentheoretischen  Vorbe- 
merkungen die  Grenzen  dieser  Älittheilung  überschreiten/) 

')  Vgl.  Zusatz  7  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  SEMBLABLES  DES  RACINES 

D'ÜNE  EQUATION. 

Soient  a,  ß ,  y,  .  .  .,  6  les  racines  d'une  equation  et  ¥{a,  ß ,  y,  .  .  .,  6), 
f{a,ß,y,...,6)  deux  fonctions  ratiormelles  de  ces  racines.  Supposons  que  ces 
fonctions  soient  telles  que  toute  Substitution  qui  change  la  valeur  algebrique  de 
f{a,  ß,  .  .  .,  6)  change  aussi  celle  de  F{a,  ß,  .  .  .,  6),  ou,  ce  qui  re^äent  au  meine,  que 
les  substitutions  qui  laissent  la  fonction  F{a,ß,  .  .  .,  ö)  invariable  ne  produisent 
non  plus  aucun  changement  sur  la  fonction  f{a,ß,...,d).  Puis  designons  par 
Fl,  Fo,  .  .  .,  F„  toutes  les  valeurs  distinctes  que  prend  la  fonction  F{a,ß,  .  .  .,  ö) 
quand  on  y  permute  les  lettres  qu'elle  renferme,  et  par  /i,  /a,  ■  .  .,  fn  les  valeurs 
correspondantes  de  la  fonction  /(a,  ß,  .  .  .,  6).  Supposons,  enfin,  les  indices  tellement 
arranges  que  les  m  premieres  expressions,  savoir,  fi,  fo,  •  •  ■•  fm  soient  toutes  les 
valeurs  distinctes  que  prend  la  fonction  /(«,  ß,  .  .  .,  0)  quand  on  y  permute  les  lettres 
a,  ß,  .  .  .,  6.  Cela  pose,  le  produit 

(1)  {x-i-F,.y-  U){x  ^  F,.  ^  -  /,)  .  .  .  (X  +  F„.  y  -  /„) 

sera  une  fonction  entiere  des  variables  xety  dont  les  coefficients  pourront  s'exprimer 
rationellement  par  les  coefficients  de  l'equation  donnee.  Pareillement,  le  produit 

(2)  {x  +  F^.!j-f^){x  +  F^.y-  /,)  .  .  .  (x'  ^  F,  •  y  -  /J 

sera  une  fonction  entiere  de  la  quantite  {x  +  Fi  ■  y)  dont  les  coefficients  pourront 
s'exprimer  rationnellement  par  les  coefficients  de  l'equation  donnee.  Designons 
donc  par  (p{x,  y)  le  produit  (1)  et  par  ^{>{x  +  Fi-  y)  le  produit  (2),  et  clierchons  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  fonctions  (p{x,  y)  et  ip{x  -\-Fi-  y),  en  les 
considerant  comme  fonctions  de  la  variable  x  seule.  On  trouvera  ainsi  une  fonction 
entiere  de  x  et  y  dont  les  coefficients  s'exprimeront  rationnellement  par  Fi  et  par 
les  coefficients  de  l'equation  donnee.  Soit  donc  X(Fi,  x,  y)  cette  fonction  oü  nous 
pourrons  supposer  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  egal  ä  1.  Cela  pose, 
la  fonction  X(Fi,  x,  y)  sera  evidemment  egale  au  produit  de  tous  les  facteurs 
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lineaires  communs  aux  deux  fonctions  (p{x,  y)  et  ip{x  +  Fi  •  y).  On  aura,  par  suite, 

^^^  1  X(.r  +  F,..y-/,)...(x  +  F,.2/-/J, 

a,b,  .  .  .,  k  designant  tous  les  indices  pour  lesquels  les  valeurs  numeriques  de 
F^,  F^,  .  .  .,  Ffc  sont  egales  ä  Celles  de  Fi,  quoique  /,,  /^,  /,,  ...,/*  soient  distinctes 
quant  ä  la  forme  algebrique.  Cette  equation  fait  voir,  en  y  faisant  y  =  o,  que  /i 
depend  d'une  equation  dont  les  coefficients  s'expriment  rationnellement  en  fonction 
de  Fl  et  des  coefficients  de  l'equation  donnee,  et  dont  le  degre  est  egal  au  nombre 
des  valeurs  numeriquement  egales  Fj,  F^,  F^,  .  .  .,  F^,. 

II  est  visible  que  tout  cela  s'applique  au  cas  special  oü  les  fonctions 
F(a,  ß,  .  .  .,  0)  et  /(a,  ß,  .  .  .,  6)  sont  des  fonctions  semblables. 

Ensuite,  en  designant  par  r  le  nombre  des  racines  a,  ß,  .  .  .,  6,  faisons 
fi(a,ß,  .  .  .,  0)  =  a  et  supposons  que  la  fonction  F(a,  ß,  .  .  .,  0)  soit  teile  que  les 
1  •  2  •  3  .  .  .  r  valeurs  qu'elle  prend  quand  on  y  permute  les  racines,  soient  toutes 
differentes.  Cela  pose,  l'equation  (3)  se  reduira  a  celle-ci: 

d'oü  l'on  voit  qu'on  peut  exprimer  une  quelconque  des  racines  a,  ß,  .  .  .,  6  en  fonction 
rationnelle  de  Fi  et  des  coefficients  de  l'equation  donnee. 
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SUR  QUELQUES  FONCTIONS  SYMETRIQUES  ET  SUR  LES  NOMBRES 

DE  BERNOULLI. 

En  exprimant  les  fonctions  symetriques  d'un  nombre  quelconque  de  quan- 
tites  en  fonction  des  sommes  de  pviissances  semblables  des  memes  quantites,  on 
obtient  en  general  des  formules  assez  compliquees.  Par  cette  raison,  je  ne  crois  pas 
inutile  d'indiquer  quelques  fonctions  symetriques  pour  lesquelles  ces  formules 
de\'iennent  tres-simples. 

Si  l'on  designe  n  quantites  quelconques  par  a,b,  c,  .  .  .,  la  somme  des  ex- 
pressions  de  la  forme 

{±a±b±c±---)\ 

qu'on  obtient  en  faisant  toutes  les  combinaisons  des  signes  +,  sera  evidemment  vme 
fonction  symetrique  des  quantites  a,  b,  c,  .  .  .  De  meme,  si  l'on  prend  la  somme  de 
toutes  les  expressions  de  la  forme 

±{±a±b±c±'-  .)*, 

le  signe  place  en  deliors  des  parentheses  etant  le  produit  des  signes  places  au  dedans, 
cette  somme  sera  une  fonction  symetrique  des  quantites  a,  h,c,  . .  .  Ces  deux 
sommes  etant  designees  respectivement  par  Pt  et  Rj..,  je  vais  etabUr  les  formules  qui 
fönt  connaitre  les  expressions  P^  et  R^  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  quantites  a,  h,c,  .  . .,  memes. 

§1. 

Soit 

(I)  F{x)  =  ie"  +  e-n  ie'^  +  e'' 1  ie'^  +  e'^  •  .  . 

En  developpant  ce  produit,  on  aura 

3* 
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oü  le  signe  de  sommation  s'etend  ä  toutes  les  combinaisons  des  signes  +  dans 
l'exposant.  Le  secoud  membre  developpe  en  serie  domie 

.  F(^)  =  2"  +  P^a.  +  P,- 1^'^  +  P3-  rrSs  +  •  ■  •• 

oü  les   lettres  n,  Pj,  Pa,  P3,  .  .  .,  ont  le  sens  indique  plus  haut.    Or  il  est  evident 
que  l'expression  P^  s'annule  pour  les  valeurs  impaires  du  nombre  Je :  ainsi  l'ou  a 

*  =  °°  r> 

(H)  F(x)  =  2"  +  2'i.2.3"    o,^" 

*  =  1 


D'un  autre  cote,  en  differentiant  le  logarithme  du  produit  (I),  on  obtient 

F'(x)  etant  la  derivee  de  F{x).  Developpons  les  divers  termes  du  second  membre 
en  series,  et  designons  par  S,..  la  somme  des  puissances  semblables  k'"""  des  quantites 
a,b,c,...  II  vient  alors 

F(x)  _  2^(2^-1)  T>     o    .  ^  _  2'(2*-l)  B    .  g   .  ^3  +      2«(2«-l)       ^  5 

ou,  en  employant  le  signe  de  sommation, 

(III)  F{x)  =  P(:r) .  ^  (-  1)'-' .  ?^^\b^.  S^„.  x^*'', 

i  =  1 

oü  les  lettres  Bi,  B2,  B3,  .  .  .,  designent  les  nombres  de  Bernoulli  conformement  a 
l'usage.  En  portant  dans  cette  formule  les  expressionss  de  F(x)  et  F'  [x)  tirees  de  la 
formule  fID.  on  aura 


X 


formule  (II),  on  aura 

.^1  .2.3...2A; 

oü  toutes  les  sommations  s'etendent  aux  valeurs  de  7i  =^  1,  2,  3,  .  . .  00. 

Si  l'on  fait  -,/— r 

et  2»(2^*-i)    T,    o     _, 

l-2.3...2fc        *       ä*        *2*' 

(-If  Pä. 

2»      'l-2.3,..2fc        Pät' 
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la  formule  (IV)  se  change  en  celle-ci : 

En  egalant  ä  zerole  coefficient  de  y^"'-^,  m  etant  un  nombre  quelconque,  on  obtient 
la  relation  suivante : 

qui  a  precisement  la  forme  des  formules  de  Newi;on.  On  en  conclut  le  theoreme  que 
voici: 

£■»1  desigtiant  par  Pt  la  somme  des  expressians  de  la  forme 

( ±  «  ±  t  +  c  ±  •  •  -f, 
et  par  a,  ß,y,  .  .  .,  les  2m  racines  de  l'equation 

2" .  1  .  2  .  .  .  2m  .  /'"  —  P,  ■  3  .  4  .  .  .  2m  ■  /"'"' 

+  P,  •  5  •  6  .  .  .  2wi  •  /'"-  ' 1-  P.,    =0, 

on  a  l'egalite 

1  .  2  .  3  .  .  .  2/*  •  («'"  +  ß'"  +  y-"  +  •••)  =  2''''(2-"  -  D  •  B,^-  (a'"  +  b'"  +  c'"  +•••), 
la  lettre  fi  designant  un  nombre  entier  positif  quelconque  ^  m. 

Par  suite,  on  peut  faire  usage  des  formules  connues,  qui  determinent  les 
coefficients  d'une  equation  en  fonctions  des  sommes  de  puissances  semblables  des 
racines,  pour  en  deduire  immediatement  les  formules  cherchees. 

§n. 

Soit 

(V)  0{x)  =  (e"^-  e-"^  (e^^-  e"*^)  (e"  -  e'")  •  •  • 

En  developpant  ce  produit,  on  aura 

le  signe  place  devant  la  lettre  e  etant  le  produit  des  signes  contenus  dans  l'exposant. 
En  developpant  en  serie  et  en  conservant  la  definition  que  nous  avons  donnee  de 
la  lettre  Rj..  plus  haut,  ü  vient 


(VI)  0(x)=^y.    "' 
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Or  il  est  visible  que  les  series  qii'on  peut  substituer  anx  divers  facteurs  du  produit 
(V)  commencent  respectivement  par 

2ax,     2bx,     2cx,     .  .  ., 

et  que  ces  series  ne  contiennent  que  les  puissances  impaires  de  x.    Par  suite,  le 
developpement  de  0  (x)  doit  commencer  par  le  terme 

•a-b-c-...x, 

et  il  ne  contiendra  que  les  puissances  paires  ou  impaires  de  x,  suivant  que  le  nombre 
n  est  pair  ou  impair.   L'equation  (VI)  pourra  donc  s'ecrire  de  la  maniere  suivante: 


(VII)  0{x)  =  x".^- 


•"n  +  3*  2/t 


_    2-3...(n+2fc) 


X 


et,  d'apres  ce  que  nous  venons  d'observer,  on  aura  d'ailleurs  l'egalite 
(VIII)  E,_  =:  2"  •  1  •  2  .  3  .  .  .  n  •  «  •  /) .  0  .  .  . 

D'un  autre  cote,  en  differentiant  le  logarithme  du  produit  (V),  on  obtient 
^"(^)  =  a.  «""  +  «""    I    »,     e^"  +  e-^-  Z^  +  e-'^ 

0'  (x)  etant  la  derivee  de  €>  (x).  En  developpant  en  series  les  divers  termes  du  second 
membre  et  en  conservant  la  notation  employee  plus  haut, 

S^=a'  +  b''+c'+---, 
on  aura  i^»  2i 

^  '  *  =  i 

En  portant  dans  cette  formule  les  expressions  de  <?  {x)  et  <?'  (x)  tirees  de  l'equation 
(VII),  on  obtient 

^        •-<iJl.2.3...(n  +  2fe)"^     -n-X        ^i.2.3...(«  +  2/c)"^ 


(IX) 


,=-0 (n  +  2fe)    "-  -^        ^1.2.3...(«  +  2/c) 

+  a;" /  y ^'■+"-        -  .  a;-A  Y  ^  (-  1)*^ '  •  — ^-'^^  -  •  S     •  x''-"] 

+  ^     \^^1.2.3...(n  +  2fc)    ^    y    \^  j^  ^       ^''  1.2-3.. .2&     °2*    "^  i' 

Si  l'on  fait  i   o  q  r 

«2i  —  l72  .  3  . . .  (n  +  2k)  '     R„    ' 
2=*.B, 
2*  — ^       ^     1-2.3...2/C       "' 
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l'equation  (IX)  se  change  en  celle-ci: 

oü  toutes  les  sommations  commencent  par  la  valeur  Je  =  0. 

Supposons  maintenant  qu'aucune  des  quantites  a,b,c,...,  ne  soit  egale  ä 
zero.   Alois  requation  (VIII)  fait  voir  que  la  valeur  de  R„  est  differente  de  zero. 

On  peut  donc  degager  l'equation  (X)  du  factem-  commun  j-^ — "  •    Cela  fait,  cette 
equation  peut  s'ecrire  comme  ü  suit: 

En  egalant  ä  zero  le  coefficient  de  x''",  m  etant  un  nombre  quelconque,  on  obtient 
la  relation 

ff,    +  ff„      , •  w„  +  ff„      ,•  w .  +  •  ■  •  -J   ff„ •  5>„      „  +  2m  •  öl.,    =  0. 

2m'         2  «1  —  3  2     '         2  f/i  —  -l  4     '  '  2  2  j/i  —  2     '  2  m 

En  comparant  cette  relation  avec  les  formules  de  Newton,  on  en  deduit  le  theoreme 
suivant : 

En  desigtiant  par  Rfc  la  somme  den  expressions  de  la  forme 

±{±a±h±c...f, 
et  par  a,  ß,y,  .  .  .,les  2ni  racines  de  V equation 

(n  +  1)  («  +  2) .  .  .  (n  +  2m)  ■  E„  •  z""  +  (w  +  3) (n  +  4) .  .  .  (n  +  2m)E„^,  •  2"""' 

+  („  +  5)(„  +  6) .  .  .  (n  +  2m)  •  E„,,-  /'-'  +  •  •  •  +  B„^s.  =  ». 
0»  a  Vegalite 

1  .  2  .  3  .  .  .  2/.  .  (a^"  +  ß'"  +  /"  +  ...)  =  (-  1)"  •  2-"  •  B„  •  (a""  +  h'"  +  c'"  +  •  •  •) 

pour  toutes  les  valeur s  de  ix  —  \,2,  .  .  .,m. 

On  peut  donc  se  ser\ir  des  formules  connues,  par  lesqueUes  les  coefficients 
d'iine  equation  s'expriment  en  fonctions  des  sonunes  de  puissances  semblables  des 
racines,  pour  en  deduire  immediatement  les  expressions  des  quantites 

^n+\        ^n +  2 

R.  '      R„  '     ■  •  •' 
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en  fonction  des  sommes  de  puissances  semblables  des  quantites  a,h,c,  .  .  ..  Donc 
les  expressions  Ri,  Rj»  •  •  •>  R^-i  etant  nulles,  et  la  valeur  de  R„  se  trouvant  deter- 
minee  par  l'equation  (VIII),  le  probleme  propose  est  resolu. 

§111. 
En  attribuant  des  valeurs  speciales  aux  quantites  a,h,c,  .  .  .,  les  deux 
theoremes  que  je  viens  d'enoncer  fournissent  des  formules  pour  les  nombres  de 
Bernoulü.  Par  esemple,  en  supposant  que  a,  b,  c,  . .  .,  soient  les  diverses  racines  de 
l'equation  £C"'"=  1,  on  sait  que  les  sommes  «'"  +  b'^  +  c"''  +  •••  s'annulent,  /^ 
etant  <  m,  et  que  la  somme  a'"'  +  b'"'  +  c^ '"  +  •••  est  egale  ä  2  m.  Par  suite,  les 
quantites  P2,P4, . . .,  Po m-2)ainsi  que  les  quantites  R2m  + 2»  R2m  + 4» . . .,  R4m_2se  redui- 
ront  ä  zero.  Puis  en  observant  que  le  produit  a-  b  •  c  .  .  .,  c'est-ä-dire  le  produit  de 
toutes  les  racines  de  l'equation  x'"'  =  1,  est  egal  ä  —  1,  la  formule  (VIII)  donne 

Donc,  en  vertu  des  deux  theoremes  enonces  ci-dessus,  les  quantites  Pam  et  B,i„  se 
trouveront  determinees  comme  il  suit: 

(_1)"'.P,    =  _2*'".(2="'-l).B   , 

(1  •  2  •  3  • .  .  2w()^-  R.    =  (—  l)""''  •  2""  •  1  •  2  •  3  •  •  •  4m  •  E,    •  B   . 

D'oü  l'on  deduit  pour  les  nombres  de  Bernoulli  les  formules  curieuses  que  voici : 

les  lettres  a,  b,  c,  .  .  .,  designant  toutes  les  diverses  racines  de  l'equation  x^'"  =  1. 
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ÜBER  DIE  ALGEBRAISCH  AUFLÖSBAREN  GLEICHUNGEN. 

[Der  Akademie  der  Wissenschaften  am  14.  April  1856  vorgelegt  durch  E.  E.  Kummer.] 

In  einem  in  dem  Monatsberichte  der  hiesigen  Akademie  vom  Jimi  1853') 
abgedruckten  Aufsatze  habe  ich  die  allgemeine  Form  der  Wurzeln  von  irreductibehi 
auflösbaren  Gleichungen  angegeben,  für  den  Fall,  daß  der  Grad  derselben  eine  Prim- 
zahl ist.  An  diesen  Aufsatz  und  die  darin  enthaltenen  Resultate  anknüpfend,  will 
ich  hier  einige  Bemerkungen  mittheilen,  zu  denen  ich  durch  weitere  Beschcäftigung 
mit  dem  dort  behandelten  Gegenstande  geführt  worden  bin.  Ich  werde  hierbei  der 
Kürze  halber  auch  die  an  jenem  Orte  gewählten  Bezeichnungen  beibehalten,  ohne 
dieselben  erst  nochmals  zu  definiren. 

Wemi  man  die  in  dem  erwähnten  Aufsatze  eingeführten  ganz  beliebigen 

O  Ö  o 

Größen  A,  B,  C,  .  .  .  reell  annimmt,  so  ergiebt  die  entwickelte  Form  der  Wurzeln 
ein  sehr  bemerkenswerthes,  die  Reahtät  derselben  betreffendes  Resultat,  welches 
sich  für  den  speziellen  Fall,  wo  es  sich  nur  um  ganzzahhge  Gleichungen  handelt, 
einfach  so  aussprechen  läßt: 

,,Wenn  eine  irreductible  Gleichung  mit  ganzzahhgen  Coefficienten  auf- 
lösbar und  der  Grad  derselben  eine  ungrade  Primzahl  ist,  so  sind  entweder 
alle  ihre  Wiu'zeln  oder  nur  eine  reell." 

Für  den  allgemeinen  Fall  aber,  wo  die  Coefficienten  der  Gleichung  irgend 
welche  reelle  Größen  sind,  muß  man,  um  die  Genauigkeit  zu  bewahren,  das  bezüg- 
Hche  Resultat  in  der  folgenden  etwas  imiständhcheren  Weise  ausdrücken : 

,,Wenn  eine  Gleichung  —  deren  Grad  eine  ungi'ade  Primzahl ,«  ist,  deren 
Coefficienten  rationale  Functionen  irgend  welcher  reeller  Größen^,  B,C,..., 
also  selbst  reell  sind  und  welche  endhch  nicht  in  Factoren  niederen  Grades 
zerlegt  werden  kann,   so  daß  deren  Coefficienten  wiederum  rationale 


')  Band  IV,  S.  1  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

4* 


28  ÜBER  DIE  ALGEBRAISCH  AUFLÖSBAREN  GLEICHUNGEN 

Functionen  von  A,  B,C,  .  .  .  wären  —  durch  eine  explicite  algebraische 
Function  jener  Größen  A,  B,  C,  .  .  .  erfüllt  wird,  so  sind  entweder  alle 
ihre  Wurzeln,  oder  nur  eine  derselben  reell." 

Um  Mißverständnissen  vorzubeugen,  füge  ich  hinzu,  daß  ich  unter  ,, ratio- 
nalen Functionen  von  A,  B,  C,  .  .  ."  hier  wie  in  meinem  fx-üheren  Aufsatze  immer 
nur  solche  verstehe,  in  denen  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  jener 
Größen  rationale  oder,  wenn  man  will,  ganze  Zahlen  sind.  Ich  bemerke  ferner, 
daß  die  angegebene  Eigenschaft  der  irreductibeln  auflösbaren  Gleichungen  fiten 
Grades  nicht  bloß  aus  der  allgemeinen  Form  ihrer  Wurzeln  hervorgeht,  sondern 
auch  aus  dem  schon  von  Galois  herrührenden  Satze  ,,daß  jede  Wurzel  einer  solchen 
Gleichung  sich  als  rationale  Function  von  irgend  zwei  andern  darstellen  läßt". 
Wenn  nämhch  diese  Function  nur  reelle  Coefficienten  enthält,  so  folgt  hieraus  un- 
mittelbar, daß  alle  Wurzeln  reell  sein  müssen,  sobald  nur  zwei  derselben  reell  sind. 
Doch  sind  in  den  leider  unvollendet  gebhebenen  Abhandlungen  des  genannten 
genialen  Mathematikers  die  als  rational  betrachteten  Größen  und  die  bekannten 
Irrationahtäten  (wie  ,, Wurzeln  der  Einheit")  noch  nicht  streng  genug  von  einander 
gesondert  und  es  felüt  deshalb  auch  jenem  Satze  bei  Galois  die  genauere  Fassung, 
welche  nothwendig  ist,  um  die  für  die  obige  Schlußfolgerung  erforderlichen  Be- 
dingungen daraus  zu  ersehen.  Die  neuen  und  einfacheren  Methoden  aber,  welche 
ich  zur  Herleitung  der  Eigenschaften  auflösbarer  Gleichungen  anwende  und  näch- 
stens vollständig  veröffentlichen  werde,  ^)  ergeben  das  Galoissche  Resultat  in  der  be- 
stimmten Form,  daß  die  rationale  Function,  vermittelst  deren  eine  Wurzel  durch 
zwei  andere  ausgedrückt  wird,  als  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  der 
beiden  Wurzeln  nur  rationale  Functionen  der  Größen  A,  B,  C,  .  .  .  mit  ganzzahhgen 
Coefficienten,  also  —  wenn  A,  B,  C,  .  .  .  reell  sind  —  nur  reelle  Größen  enthält. 

Wenn  man  von  jetzt  ab  nur  (lleichungen  betrachtet,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  irgend  welcher  bekannter  reeller  Größen  A,  B,  C,  .  .  .  sind, 
und  wemi  nian  diejenigen  irreductibel  nennt,  welche  nicht  in  Factoren  niederen 
Grades  mit  eben  solchen  Coefficienten  zerfällt  werden  kömien,  wenn  man  endhch 
unter  auflösbaren  Gleichungen  solche  versteht,  deren  Wurzeln  sich  als  explicite 
algebraische  Functionen  von  A,  B,  C,  .  .  .  darstellen  lassen  —  so  kann  man  nach 
dem  oben  Gesagten  die  irreductibeln  auflösbaren  Gleichungen /«ten  Grades  in  Bezug 
auf  die  Realität  ihrer  Wurzeln  in  zwei  Classen  eintheilen,  von  welchen  ich  diejenige 

')  Vgl.  Zusatü  8  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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immer  als  die  erste  bezeichnen  werde,  welche  die  Gleichungen  mit  einer  einzigen 
reellen  Wurzel  enthält,  und  diejenige  als  die  zweite,  welche  die  Gleichungen  mit 
lauter  reellen  Wurzeln  mnfaßt.  Von  den  charakteristischen  Eigenschaften  dieser 
beiden  Classen  hebe  ich  zuvörderst  die  hervor,  daß,  wenn  //  die  Form  4w  +  3  hat, 
die  Determinante  der  Gleichung,  d.  h.  das  Quadrat  des  Produkts  der  ^  •  /<(«  —  1) 
Wurzeldifferenzen  für  die  erste  Classe  negativ,  für  die  zweite  aber  positiv  ist.  Es 
geht  dieß  einfach  daraus  hervor,  daß  die  Determinante  einer  Gleichung  mit  reellen 
Coefficienten  überhaupt  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Paare 
von  imaginären  Wurzehi  grade  oder  ungrade  ist.  Hieraus  folgt  auch,  daß,  wenn  /j. 
die  Form  4h  +  1  hat,  nur  solche  irreductible  Gleichungen  /tten  Grades  auflösbar 
sein  können,  deren  Determinante  positiv  ist. 

Die  beiden  Classen  irreductibler  auflösbarer  Gleichimgen,  deren  Grad 
irgend  eine  ungrade  Primzahl  fi  ist,  unterscheiden  sich  ferner  dadurch,  daß  die 
Wurzeln  der  Hilfsgleichung  (ji  —  l)sten  Grades,  welche  ich  in  der  Formel  HI  meines 
mehrerwähnten  Aufsatzes  mit  Vi,  r^,  .  .  .  bezeichnet  habe,  für  die  erste  Classe  sämmt- 
lich  reell,  für  die  zweite  sämmtlich  imaginär  sind*).  Es  ist  nach  dieser  Bemerkung 
leicht  zu  sehen,  daß  die  Auflösung  der  zur  ersten  Classe  gehörigen  Gleichungen 
nichts  erfordert  als  1)  eine  Ahel&cke.  Gleichung  (,«  —  l)sten  Grades  aufzidösen  und 
2)  aus  einer  einzigen  alsdann  bekannten  reellen  Größe  die  ,«te  Wurzel  zu  ziehen. 
Für  die  zweite  Classe  dagegen  hat  man  1)  ebenfalls  eine  ^6e?sche  Gleichung 
{ji  —  l)sten  Grades  aufzulösen,  2)  einen  alsdann  gegebenen  Kreisbogen  in  /<  gleiche 
Theile  zu  theilen.  Es  ist  dieß,  wie  man  sieht,  die  Verallgemeinerung  des  sogenannten 
irreductibeln  Falles  bei  den  Gleichungen  dritten  Grades.  Ferner  liegt  darin  eine 
gewisse  Analogie  mit  der  von  Gauß  (disqu.  arithm.  pag.  651^))  angegebenen  Eigen- 
schaft der  Kreistheilungsgleichungen,  welche  Abel  in  dem  memoire  XI  des  ersten 


*)  In  dem  oben  angeführten  Aufsatze  ist  diejenige  Wurzel  einer  gewissen  ^&eZ sehen 
Gleichung,  mit  Hilfe  deren  die  auflösbare  Gleichung /^ten  Grades  selbst  eine  Abelsche  wkd, 
ebenfalls  mit  r^  bezeiclinet,  obgleich  dieselbe  durchaus  nicht  mit  einer  der  in  der  Fonnel  III 
vorkommenden  Größen  r^,  rj .  .  .  identisch  ist.  Man  hat  deshalb  für  jene  zu  Um-echt  mit  r^ 
bezeichnete  Wurzel  ein  neues  Zeichen  Wi  einzuführen  und  erhält  darnach  die  an  jener  Stelle 
gegebenen  Gleichungen  in  folgender  Form: 

Die  Größe  u^  hängt  übrigens  sehr  einfach  von  r^  ab,  ist  aber  stets  imaginär,  sobald  r^  reell  ist 
und  umgekehrt. 

•)  Gauß,  Werke,  Bd.  I,  S.  454.  H 
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Bandes  der  gesammelten  Werke  pag.  128*)  auf  die  dort  behandelten  Gleichungen 
ausgedehnt  hat.  Man  kann  aber  auch  andrerseits  diese  Bemerkung  Abels  auf  das 
obige  Resultat  anwenden  und  dasselbe  hiernach  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

„Die  Auflösung  einer  irreductibeln  auflösbaren  Gleichung  ^ten  Grades 
erfordert  nichts  als  1)  die  Peripherie  des  Kreises  in  (^  —  1)  gleiche  Theile 
zu  theilen,  2)  aus  einer  alsdann  gegebenen  reellen  Größe  die  Quadrat- 
wurzel zu  ziehen,  3)  einen  alsdaim  gegebenen  Kreisbogen  in  (jj,  —  l) 
gleiche  Theile  zu  theilen  und  4)  wenn  die  Gleichung  der  ersten  Classe 
angehört  —  aus  einer  nunmehr  bekannten  reellen  Größe  die  /<te  Wurzel 
zu  ziehen,  oder  —  wenn  die  Gleichung  zur  zweiten  Classe  gehört  —  einen 
Kreisbogen  in  /<  gleiche  Theile  zu  theilen,  welcher  in  Folge  der  vorher- 
gegangenen Operationen  construirt  werden  kann." 

Die  interessanteste  Anwendung  der  vorstehenden  Bemerkungen  erhält  man 
für  den  speziellen  Fall,  wo  die  Größen  A,  B,C,  .  .  .  sämmthch  gleich  Null  sind, 
d.  h.  wo  es  sich  nur  um  Gleichungen  mit  ganzzahhgen  Coefficienten  handelt  und  wo 
auch  die  oben  entwickelte  aUgemeinere  Bedeutung  der  Worte  ,,Irreductibihtät  und 
Auflösbarkeit"  sich  auf  den  gewöhnHchen  Sinn  dieser  Ausdrücke  für  ganzzahlige 
Gleichungen  reducu't.  Da  nämhch  in  diesem  Falle  —  wie  ich  bereits  in  meinem 
früheren  Aufsatze  erwähnt  habe  —  jede  Abelsche  Gleichung  eine  Kreistheilungs- 
gleichung  ist,  so  folgt  für  die  ganzzahligen  irreductibeln  auflösbaren  Gleichungen 
fiten  Grades,  daß  die  Auflösung  derselben  nichts  erfordert  als:  1)  die  ganze  Peripherie 
des  Kreises  in  eine  gewisse  Anzahl  gleicher  Theile  zu  theilen  und  2)  aus  einer  alsdann 
gegebenen  reellen  Größe  die  /<te  Wurzel  zu  ziehen  oder  einen  alsdann  gegebenen 
Kreisbogen  in  fi  gleiche  Theile  zu  theilen,  je  nachdem  die  Gleichung  der  ersten  oder 
zweiten  Classe  angehört.  Wenn  man  ferner  unter  einer  ganzen  complexen  Zahl  /(g) 
wie  gewöhnlich  eine  aus  Wurzeln  der  Gleichung  q'"  =  1  zusammengesetzte  ganze 
complexe  Zahl  versteht,  so  ergiebt  sich  schon  aus  meinem  früheren  Aufsatze,  daß 
jede  Wurzel  einer  ganzzahhgen  irreductibeln  auflösbaren  Gleichung  ^ten  Grades 

sich  als  ganze  rationale  Function  einer  Größe  V  /(g)  mit  ganzen  oder  gebrochenen 
complexen  Coefficienten  darstellen  läßt.  Aber  auch  dieses  Ergebniß  wii-d  seiner 
eigentüchen  Natur  nach  klarer,  sobald  man  dabei  die  beiden  Classen  von  auflösbaren 
Gleichungen  unterscheidet  und  es  darnach  folgendermaaßen  ausdrückt: 

•)  Abel,  Oeuvres,  T.  I,  mein.  XXV,  P.  493.  H 
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,,Jede  ^Yu^zel  einer  ganzzahligeu  iiTeductibeln  auflösbaren  Gleichung 
fiten  Grades  ist,  wenn  diese  zur  ersten  Classe  gehört,  ganze  rationale 
Function  einer  Größe  w,  die  einer  reinen  Gleichung  w"  =  f{Q)  genügt  — 
weim  die  Gleichung,  aber  zur  zweiten  Classe  gehört,  so  ist  jede  Wurzel 
derselben  ganze  rationale  Function  einer  Größe  sin  v,  wo  i'  durch  eine 
Gleichung  sin  jxv  =  (^{q)  bestimmt  wird." 

Es  ist  aber  hierbei  zu  bemerken,  daß  in  den  erwähnten  ganzen  rationalen 
Functionen  wiederum  aus  mten  Wurzeln  der  Einheit  gebildete  ganze  oder  gebrochene 
complexe  Zahlen  als  Coefficienten  zuzulassen  sind;  ferner  müssen  die  complexen 
Zahlen  /(^)  und  (f{Q)  reell  sein  und  der  absolute  Werth  der  letzteren  darf  die  Einheit 
nicht  übersteigen;  endlich  dürfen  die  complexen  Zahlen  j{q)  und  q<{Q)  nicht  voll- 
ständige /ite  Potenzen  von  complexen  aus  mten  Wurzeln  der -Einheit  gebildeten 
Zahlen  sein.  —  Man  sieht  nunmehr,  daß  in  gewissem  Siime  —  nämUch,  weim  man 
das  Gebiet  der  complexen  Zahlen  zum  Gebiete  des  (im  gewöhnlichen  Süme  des 
Wortes)  Rationalen  hiuzunimmt  —  die  ganzzahligen  auflösbaren  Gleichungen  der 
ersten  Classe  im  Wesenthchen  nichts  Anderes  als  reine  Gleichungen,  die  der  zweiten 
Classe  im  Wesenthchen  nichts  Anderes  als  Kreisbogentheüungs- Gleichungen  sind. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  gewähren  allerdings  schon  eine  klare  Ein- 
sicht in  die  Natur  der  Wurzeln  ganzzahliger  auflösbarer  Gleichungen  ,«ten  Grades, 
aber  sie  haben  den  Mangel,  daß  sie  ebenso  wenig  wie  das  mehrerwähnte  Resultat 
über  die  ^46eZschen  Gleichungen  umgekehrt  gelten.  Um  dieß  deutlicher  auszu- 
drücken, muß  ich  an  die  obige  auf  beide  Classen  zugleich  sich  beziehende  Bemerkung 
anknüpfen,  wonach  die  Wurzel  jeder  ganzzahhgen  auflösbaren  Gleichimg  /*ten 

Grades  sich  als  ganze  rationale  Function  von  Vf{q)  mit  complexen  Coefficienten 
darstellen  läßt.  Es  ist  nämhch  klar,  daß  umgekehrt  nicht  jede  solche  Function  eine 
Gleichung  ,«ten  Grades  mit  ganzzahligen  Coefficienten  erfüllt.  Denn  die  symmetri- 
schen Verbindungen  der  /z  verschiedenen  Werthe,  welche  eine  solche  Function  durch 

Veränderung  des  Werthes  von  K/(ß)  annimmt,  werden  offenbar  im  Allgemeinen 
noch  die  Wurzel  der  Einheit  q  enthalten.  Ich  werde  aber  im  Folgenden  die  Be- 
dingimgen  aufzeigen,  imter  denen  dieß  nicht  der  Fall  ist,  d.  h.  ich  werde  einen  aus 
Wurzeln  der  Einheit  zusammengesetzten  Ausdruck  aufstellen,  welcher  alle  Wiu-zehi 
ganzzahhger  irreductibler  auflösbarer  Gleichungen  /<ten  Grades  und  nur  solche  in 
sich  enthält.  Da  zu  diesem  Zwecke  vorerst  die  allgemeinste  Darstellimg  der  Wurzebi 
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ganzzaMiger  Abel  scher  Gleichungen  in  der  Form  von  ganzen  oder  gebrochenen  com- 
plexen  Zahlen  gegeben  werden  muß,  so  wird  hiermit  zugleich  die  in  dem  früheren 
Aufsatze  offen  gebliebene  Frage  erledigt,  welche  Eigenschaften  eine  rationale  Func- 
tion von  Wurzeln  der  Einheit  haben  muß,  wenn  sie  Wurzel  einer  ganzzahligen  Abel- 
schen  Gleichung  sein  soll/) 

Es  seien  w  und  m  irgend  welche  ganze  Zahlen  und  es  gebe  die  Zerlegung  der 
letzteren  in  ihre  Primf actoren : 


ni 


T'. 


l\    •  V-2 


wo  ÜQ  entweder  gleich  Null  oder  größer  als  Eins  sein  soll;  ferner  sei  d^  der  größte 
gemeinsame  Factor  von  2  und  n,  wenn  «0  =  2  ist,  aber  der  größte  gemeinsame 
Factor  von  2"""'  und  n,  wenn  «o  größer  als  2  ist;  ferner  sei  d^  der  größte  gemein- 
same Factor  von  f['~^  ■  {]h  —  1)  und  n,  ebenso  ^2  der  von  p?^'  •  (^2  —  1)  und  n, 
u.  s.  w. ;  endlich  sei  für  jedes  ö  eine  zugehörige  Zahl  d  durch  die  Gleichung  definirt: 
d  •  d  =  n.  Wenn  nun  q  eine  primitive  mte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  so  ist 
Iq''  die  Wurzel  einer  ^6eZ sehen  Gleichung  nten  Grades,  sobald  man  die  Summation 
auf  alle  diejenigen  positiven  Zahlen  k  erstreckt,  welche  relative  Primzahlen  zu  m 
und  kleiner  als  m  sind  und  welche  der  Congruenzbedingung : 

(I)  6(1  •  d^ •  Ind  fc  +  &i  •  '^1  *  iiitlifc  +  h^-  d.,  •  indjc  +  •  •  •  ^  0,  mod  n 

genügen.  In  dieser  Congruenz  bedeuten  6o>  &i.  h.,,  .  .  .  ganz  beliebige  positive  Zahlen, 
die  kleiner  als  n  sind;  ferner  werden  die  Zeichen  indi  k,  inda  k,  .  .  .  wie  gewöhnlich 
durch  die  Congruenzen: 

f/j"  '*=:lc,  mod  p"',     g.,       —':-  k,  mod  p"%  ... 

bestimmt,  "wo  g^,  g..,  ...  resp.  primitive  Wurzeln  von  7);',  p'^',  .  .  .  sind;  endlich  soll 
das  Zeichen  Ind  k  durch  die  Congruenz : 


'o^ 


(— l)'""^*Ez;fc,  mod  4 

erklärt  werden,  wenn  üq  =  2  ist;  wenn  aber  «„  größer  als  2  ist,  so  soll  erstens  für 
diejenigen  Zahlen  k,  welche  von  der  Form  4w  +  1  sind,  das  Zeichen  Ind  k  die  durch 
die  Congi-uenz:  s^'**^  fc.  mod  2"" 

definirte  Bedeutung  haben  und  es  soll  zweitens  für  die  Zahlen  k  von  der  Form  4^)  +  3 
das  Zeichen  Ind  k  entweder  dadurch  bestimmt  werden,  daß  Ind  k=  Ind  (m  —  k) 


')  Vgl.  Zusatz  9  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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oder  dadurch  daß  wenn  Je  <  '"  ist,  Ind  k  =  Ind  f"'  —  Ä-)  und  wenn  ^'  >  ^  ist, 
Ind  Ä:  =  Ind  (  .^"  —  k)  angenommen  wird.  Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  daß  wemi 
«0  >  2  also  m  durch  8  theilbar  und  ^-  ^  3,  mod  4  ist,  die  Zahlen  m  —  k,  "'  —  k, 

'-."'  —k  sämmtHch  von  der  Form  4v  +  1  sind,  für  welche  Zahlen  das  Zeichen  IndÄ- 
bereits  definirt  ist. 

Setzt  mau  nun  2"^*  =  w(e)  und  bezeichnet  mit  F{{3{q))  irgend  eine  ganze 

rationale  Function  von  a{q),  deren  Coefficienten  gewöhnhche  rationale  Zahlen  sind, 

so  ist  auch  diese  stets  die  Wurzel  einer  ganzzahligen  ^fceZ sehen  Gleichung  nten 

Grades    und    zwar    ist    dieß    die    allgemeinste  Form   der  Wurzeln  einer  solchen 

Gleichung  d.  h.  wenn  man  den  Zeichen  ;«,  o,  b^,  &i,  &2>  •  •  •,  ^{q)  und  den  in  F{üj  (q)) 

enthaltenen  Coefficienten  alle  gestatteten  Werthe  mid  dem  Zeichen  Ind  k  für  den 

Fall,  daß  7n  durch  8  theilbar  ist,  die  beiden  zugelassenen  Bedeutmigen  nach  einander 

beilegt,  so  giebt  der  Ausdruck  F(cj  (q))  die  Wurzeln  aller  Gleichungen  «ten  Grades, 

deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind  und  deren  Wurzeln  z-i,  Za»  •  •  •,  2n   durch 

Gleichungen:        ,,  «,   x      >-  ,w   ^  at  «,   x 

^  A  •  z^  =  d{z^),    A  .  ^3  =  ö(g,     ...    N-z^=  6{zJ 

mit  einander  verbunden  sind,  in  welchen  N  eine  ganze  Zahl  imd  ö(z)  eine  ganze 
ganzzahlige  Function  von  z  bedeutet. 

Die  zahlentheoretischen  Bestimmungen,  welche  bei  Erklärung  der  in  diesem 
Eesultate  enthaltenen  Zeichen  nöthig  waren,  sind  offenbar  so  einfach,  als  es  die 
Natur  zusammengesetzter  Moduln,  die  hier  eine  Rolle  spielen,  überhaupt  zuläßt. 
Zudem  sind  diese  Bestimmungen  auch  in  andern  Beziehungen  von  Interesse,  wie  ich 
hier  mit  wenigen  Worten  andeuten  werde. 

Zuvörderst  bilden  nämhch  die  Zahlen  k,  wie  sie  durch  die  Congruenz  I. 
definirt  worden  sind,  eine  Gruppe  von  der  Beschaffenheit,  daß  das  Produkt  von  je 
zwei  in  derselben  enthalteneu  Zahlen  wiederum  einer  Zahl  k  nach  dem  Modul  m 
congruent  ist.  Es  giebt  ferner  unter  den  zu  m  relativen  Primzahlen  immer  Zahlen  Ji, 
die  so  beschaffen  sind,  daß,  wenn  die  rte  Potenz  die  niedrigste  ist  für  welche  h^ 
einem  k  congruent  wird,  die  Zahlen: 

oder  vielmehr  deren  kleinste  Reste  nach  dem  Modul  m  genommen  sämmtUche  Zahlen 
die  relative  Primzahlen  zu  m  und  kleiner  als  m  sind  und  zwar  jede  nur  einmal  dar- 

I.  Kiooecker  i  Werke  IV  5 
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stellen.  Diese  beiden  Eigenschaften  der  mit  k  bezeichneten  Zahlen  sind  zugleich  so 
charakteristisch  für  dieselben,  daß  sie  als  deren  Definition  gelten  könnten ;  sie  zeigen 
ferner,  daß  jene  Zahlen  wesentliche  und  wichtige  Eigenschaften  mit  den  Potenz- 
resten einer  Primzahl  gemein  haben;  und  wenn  für  m  eine  ungrade  Primzahl  pi, 
für  n  ein  Theiler  von  (pi  —  1)  angenommen  und  endhch  &i  =  1  gesetzt  wird,  ergeben 
auch  alle  durch  die  Congruenzbedinguug  I.  definirten  Zahlen  k  grade  sämmtHche 
nie  Potenzreste  der  Zahl  m.  Wie  die  durch  k  bezeichneten  Zahlen  eine  Verallgemei- 
nerung der  Eigenschaften  der  Potenzreste  enthalten,  welche  analog  ist  der  Verall- 
gemeinerung des  Legendreschen  Zeichens  für  quadratische  Reste,  geht  ferner  aus 
folgendem  speziellen  Falle  hervor.  Wenn  nämlich  Pi  •  pa  ■  •  •  =  P  und  n  =  2  ge- 
setzt wird  und  wenn  man  nach  einander  der  Zahl  m  die  drei  Werthe  P,  4  P,  8  P  und 
im  letzteren  Falle  dem  Zeichen  Ind  k  in  der  Congruenz  I.  die  beiden  zuläßigen  Be- 
deutungen beilegt,  so  ergeben  die  Zahlen  k  für  diese  vier  Fälle  diejenigen  vier 
Gruppen  von  Zahlen,  welche  in  der  berühmten  Abhandlung  des  Hrn.  Dirichlet  bei 
der  Anzahl  der  quadratischen  Formen  vorkommen  und  in  den  vier  dort  unter- 
schiedenen Fällen  ICrelles  Journal,  Band  21.  pag.  151'))  immer  mit  a  bezeich- 
net sind. 

Nach  diesen  Bemerkungen  dürfte  es  auch  klar  sein,  in  welcher  Weise  die  aus 
mten  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  Ausdrücke  üj(q)  eine  Verallgemeinerung  der 
Gauß sehen  Perioden  enthalten;  und  es  ist  hierbei  namentHch  interessant,  daß  diese 
Verallgemeinerung  durchaus  verschieden  ist  von  derjenigen,  welche  Hr.  Kummer  in 
seinen  noch  ungedruckten  Untersuchungen  über  die  aus  zusammengesetzten  Wur- 
zeln der  Einheit  gebildeten  complexen  Zahlen  gebraucht  hat. 

Bevor  ich  nun  zur  Darstellung  der  Wurzeln  aller  ganzzahligen  auflösbaren 
Gleichungen  (iten  Grades  übergehe,  muß  ich  noch  die  Bedingungen  entwickeln,  unter 
denen  der  oben  definirte  Ausdruck  53  (p)  die  Wurzel  einer  irredudibeln  Abelschen 
Gleichung  nten  Grades  wird.  Man  hat  hierzu  erstens  die  Zahl  m  so  zu  wählen,  daß 
darin  jede  in  derselben  enthaltene  ungrade  Primzahl  höchstens  zu  einer  um  eins 
höheren  Potenz  und  die  Primzahl  2  höchstens  zu  einer  um  zwei  höheren  Potenz 
erhoben  vorkommt  als  in  der  Zahl  n.  Sobald  nämlich  diese  Bedingung  nicht  erfüllt 
ist,  wird  cj((?)  gleich  Null.  Man  hat  zweitens  m  so  zu  wählen,  daß  n  in  derjenigen 
kleinsten  Zahl  (  aufgeht,  für  welche  jede  Zahl  h  die  mit  m  keinen  gemeinsamen 

')  L.-Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  492.  H 
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Theiler  hat  die  Congruenz  h'  =  1,  raod  m  erfüllt.  Alsdann  haben  nämlich  die  in  der 
Congrueuz  I.  vorkommenden  Zahlen  d  keinen  allen  gemeinsanien  Factor  und  es  sind 
nun  drittens  auch  die  Zahlen  b  so  zu  bestimmen,  daß  die  Produkte  60  •  do,  61  ■  di, 
h-i  ■  do,  .  .  .  nicht  sämmthch  durch  einen  und  denselben  Divisor  von  n  theilbar 
werden.  Wenn  diesen  drei  Bedingungen  genügt  ist,  so  existiren  stets  Zahlen  h,  welche 
relative  Primzahlen  zu  m  sind  und  der  Congruenz : 

(II)  b^  ■  Jy  •  Ind  •  /i  +  [*j  ■  Jj  •  iudj  ■  It  -\-  b.,-  d-,  ■  incU  •  /(  +  •  •  ■  ^  1,  mod  n 

genügen,  und  der  Ausdruck  s  (q)  ist  alsdarm  Wurzel  einer  irreductibeln  ganzzahligen 
Abelschen  Gleichung  nten  Grades,  welche  außerdem  die  (n  —  1)  conjugirten  unter 
einander  verschiedenen  Ausdrücke: 

als  Wurzeln  enthält. 

Um  nunmehr  die  allgemeinste  Form  der  Wurzeln  von  ganzzahligen  irre- 
ductibeln auflösbaren  Gleichungen  /uten  Grades  aufzustellen,  hat  man  für  n  irgend 
einen  Theiler  von  (//  —  1)  und  alsdann  die  Zahlen  m  und  h  so  wie  den  Ausdruck 
i3{q)  nach  den  so  eben  gemachten  Bestimmungen  anzunehmen.  Es  ist  ferner  irgend 
eine  ganze  ganzzahhge  Function  von  w(o),  welche  ich  mit  /(w(o) )  oder  einfacher 
mit  /(o)  bezeichnen  will,  so  zu  wählen,  daß  das  Produkt: 

(iii)  fie)-K9r-fi9''r...fi/'~T' 

für  irgend  eine  bestimmte  zum  Exponenten  n  für  den  Modul  m  gehörende  Zahl  c 
nicht  zu  einer  vollständigen  «ten  Potenz  einer  aus  wten  Wurzeln  der  Einheit  ge- 
bildeten complexen  Zahl  wird.  Endhch  hat  man  einen  Ausdruck: 

(IV)         ^--{^  ie)  +  <f,  [Q)  ■  w  iQ)  +  ^,  ie) .  w  [er  +  •  •  •  +  <?^,.  _ .  (e)  •  tf  (e)" " ' } 

zu  bilden,  in  welchem  N  eine  ganze  Zahl  und  fig),  (piis),  ^2(9),  ■  ■  ■  irgend  welche 
ganze  ganzzahhge  Functionen  von  äJ(o)  bedeuten  und  in  welchem  durch  \V{q)  der 
Kürze  halber  eine  /xte  Wurzel  aus  dem  Produkte  (III)  bezeichnet  ist.  —  Wenn  man 
sich  jetzt  in  dem  Ausdruck  (IV)  für  q  nach  und  nach  die  Größen  q\  q""',  .  .  .  y* 
gesetzt  denkt,  so  stellt  die  Summe  der  dadurch  entstehenden  ti  Ausdrücke  die  .all- 
gemeinste Form  der  Wurzeln  ganzzahhger  irreductibler  auflösbarer  Gleichungen 
/iten  Grades  dar.  Doch  hat  man  hierbei  den  Werth  der  in  dieser  Summe  vorkommen- 

5* 
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den  ^ten  Wurzeln  aus  den  Ausdrücken,  welche  dem  mit  (III)  bezeichneten  conjugirt 
sind,  durch  folgende  Gleichung  zu  bestimmen : 

w  (q'')'  =  w  ie)  ■  I  /  (e)  ■  fieJ-  ■  ■  /  (/">'''*  1 ' 

wo  die  ganze  Zahl  e  durch  die  Gleichung  c"  —  1  =  e  •  /<  erklärt  ist. 

Das  hier  aufgestellte  Endresultat  läßt  sich  auch  in  folgender  übersichtUchen 
Weise  ausdrücken: 

,,Wenn  man  durch  F{x,  y)  irgend  eine  ganze  ganzzahhge  Function  von 
X  und  y,  durch  iV  irgend  eine  ganze  Zahl  und  durch  n  irgend  einen  Theiler 
von  {fi  —  1)  bezeichnet,  wenn  ferner  die  Zeichen  h,  w(tj),  W  {q)  die  oben 
angegebene  Bedeutung  haben,  so  ist  der  Ausdruck: 

■    (V)  i-  2V(e.(ATF(/)) 

1  =  0 

stets  die  Wurzel  einer  ganzzahligen  irreductibeln  Gleichung  /<teu  Grades 
und  andrerseits  läßt  sich  auch  die  Wurzel  einer  jeden  ganzzahligen  irre- 
ductibeln auflösbaren  Gleichung  /^ten  Grades  auf  diese  Form  (V)  bringen." 

Die  nur  durch  die  verschiedenen  Werthe  der  Wurzelgröße  W  {q)  sich  unterscheiden- 
den /<  Ausdrücke  gehören  einer  und  derselben  Gleichung  /<ten  Grades  als  Wurzeln 
an;  und  diese  Gleichung  gehört  zur  ersten  oder  zweiten  Classe,  je  nachdem  die  in 
l'l'^(^)  vorkommende  complexe  Zahl  /(?)  reell  oder  imaginär  ist. 

Von   speziellen  Fällen  will  ich  zuvörderst  den  einfachsten  anführen,  für 
welchen  n  =  1,  w(e)  gleich  Null  oder  gleich  —  1  wird,  /(^)  deshalb  nur  eine  ganze 

Zahl  q  ist,  der  Ausdruck  (V)  sich  demnach  auf  ^  F  yq" )  reducirt  und  also  die  Wurzehi 
der  einfachsten  Art  von  auflösbaren  Gleichungen  ^«ten  Grades  ergiebt.  Außerdem 
dürfte  es  noch  der  Erwähnung  werth  sein,  unter  welchen  Bedingungen  der  Ausdruck 
(V)  die  Wurzeln  ylteZ scher  Gleichungen  ^ten  Grades  darstellt.  Zu  diesem  Behufe  ist 
nämMch  n  —  /j,  —  \,m  =  f^  —  t^>^i  =  1;  uo<i  ^  ^^  /  mod./<  zu  setzen,  wodurch  als- 
dann C7(ß)  =  e  wird. 

Es  ist  in  mehrfacher  Hinsicht  bemerkenswerth,  daß  es  in  der  angegebenen 
Weise  gelungen  ist,  die  Wurzeln  aller  ganzzahligen  irreductibeln  auflösbaren  Glei- 
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chimgen  —  deren  Grad  eine  Primzahl  ist  —  auf  eine  so  überaus  einfache  Form  zu 
bringen;  eine  Form,  die  grade  insofern  sehr  übersichtlich  ist,  als  sie  die  Natur  der 
aus  allen  jenen  Gleichungen  hervorgehenden  Irrationalitäten  zur  deutlichen  Er- 
scheinung bringt.  Diese  DeutUchkeit  und  Einfachheit  ist,  wie  man  sieht,  dadurch 
erlangt  worden,  daß  bekannte  irrationale  Größen  —  nämUch  die  Wurzeln  der  Ein- 
heit —  zur  Darstellung  benutzt  und  die  vorkommenden  Wurzelausdrücke  so  weit 
als  möglich  durch  dieselben  ersetzt  worden  sind.  Schon  das  hierbei  angewendete  in 
meinem  früheren  Aufsatze  mitgetheilte  Resultat  über  die  ganzzahligen  Abelschen 
Gleichungen  war  ein  Beispiel  dafür,  daß  man  nicht  immer  darauf  zu  sehen  hat,  die 
höheren  IrrationaHtäten  in  irgend  welcher  Weise  auf  niedere  zurückzuführen,  wie 
es  bei  Auflösung  von  Gleichungen  geschieht,  sondern  daß  es  für  die  Einsicht  in 
die  Natur  der  Gleichungen  ebenso  von  erheblichem  Nutzen  sein  karm,  die  Wurzeln 
derselben  durch  solche  auszudrücken,  die  Gleichungen  von  höheren  Graden  ange- 
hören. Übrigens  wird  man  bei  andern  algebraischen  Untersuchungen  ebenfalls 
darauf  gefühlt,  die  zuerst  vorwaltende  Rücksicht  auf  die  Höhe  des  Grades  aufzu- 
geben und  wesentlichere  Eigenschaften  der  Gleichungen  als  Merkmale  für  größere 
oder  geringere  Einfachheit  gelten  zu  lassen.  —  Wichtiger  noch  ist  die  Einfachheit 
des  obigen  Resultats  insofern,  als  sich  die  Zusammenfassung  der  ganzzahügen  irre- 
ductibeln  auflösbaren  Gleichungen  von  Primzahlgraden  dadurch  wirklich  als  natur- 
gemäß erweist.  Denn  alle  aus  diesen  Gleichungen  hervorgehenden  IrrationaHtäten 
werden  in  jenem  Resultate  mittelst  gewisser  einfacher  Bestimmungen  in  eine  Kate- 
gorie vereinigt.  Doch  darf  dabei  nicht  unerwähnt  bleiben,  daß  diese  Zusammenfas- 
sung nicht  von  so  allgemeinem  xmd  weitgehendem  Interesse  ist,  als  jene  Gruppirung 
von  irrationalen  Größen,  welche  ich  in  meinem  früheren  Aufsatze  angedeutet  habe 
und  welche  sich  aus  den  verschiedenen  Arten  ^6e^scher  Gleichungen  ergiebt. 
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[Vorgetragen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  22.  April  1858  durch  E.  E.  Kummer.] 

Bekanntlich  ist  man  durch  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  darauf 
geführt  worden  die  ganzen  rationalen  Functionen  von  n  Größen  in  verschiedene 
Classen  dergestalt  einzutheilen,  daß  jedeClasse  alle  einander  „ähnHchen" Functionen, 
und  mir  diese,  enthält.  Die  vollständige  Aufstellung  dieser  Classen  oder  der  die- 
selben repräsentirenden  Functionen  ist  aber  bisher  nur  in  den  Fällen  n  g  6  gegeben 
worden.  Der  nächste  Fall  n  =  7  bietet  nun  grade  dadurch  ein  besonderes  Interesse 
dar,  daß  hier  eine  Function  existirt,  welche  keiner  der  bisher  bekannten  Functionen 
analog  ist.  —  Bezeichnet  man  nämlich  mit  to  eine  primitive  7te  Wurzel  der  Einheit, 
mid  erstreckt  das  Summenzeichen  auf  die  drei  Werthe  r  =  1,  2,  4,  so  ist: 

2^[a  +  00)  -\-  C(o  -f-  da)  -j-  ecj  -\-  fco  -j-  rjo)  ) 
-\-  2(a  +  bci)"^   -j-  CO)  ''  -f-  du)  ''  +  eo)''^  ~  fio  ''  -{-  gco  ') 

iV/        iL''       I  Sr.jSr.  6r,,Sr,  4r\7 

+  ^[a  +  bco    -{-  CO)     +  do)     -\-  eco     +  fco     -}-  gco   ) 

iV/         iL""!  6r,i3r,  5rj4r,  är\7 

+  2j(a -\- 0  0)    -i- CO)     -\- dco     +  cw     —fco     -j- go)   ) 

2u[a  +  00)  -\-  CO)  -f  da)  -{-  eo)  +  fo)  -\-  go)  ) 
+  2j[a  -\-  0  0)  +  CO)  +  dco  +  ew  +  fco  —  go)  ) 
-r  Za\a  +  00)     +  CO)     +  dco     +  eo)     +  fco     +  ga)   ) 

iV/         i!.3''r  Sr     ,       j      r        ,  ir     ,      ,      ir     ,  2r\7 

+  2j[a  +  00)     +  CO)     +  do)     +  eo)     +  fo)     +  gm   ) 

eine  Function  der  sieben  Größen  a,  b,  c,  d,  e,  /,  g,  welche  bei  allen  möghchen  Per- 
mutationen derselben  nur  dreißig  verschiedene  Werthe  annimmt.  Diese  Fimction 
ist  achtfach  cykhsch,  d.  h.  sie  bleibt  ungeändert,  wenn  man  eine  der  durch  die  acht 
Anordnungen  {abcdejg,  abedcgf,  abfdgce,  abgdfec,  adcbfeg,  adjbcge,  adebgcf, 
adgbefc)  bezeichneten  cykUschen  Permutationen  anwendet;  und  es  ist  dieß  das 
erste  Beispiel  von  Functionen,  die  mekrfach  cykhsch  und  doch  weder  symmetrisch 
noch  zweiwerthig  sind.^) 

1)  Vgl.  Zusatz  10  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

L.  Kronecker*B  Werke  IV  6 
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Wenn  jene  achtfacla  cyklische  Function  der  sieben  Wurzeln  einer  Gleichung 
siebenten  Grades  rational  ist,  d.  h.  wenn  sowohl  jene  Function  als  auch  alle  sym- 
metrischen Functionen  der  7  Größen  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  rationale  Functionen  irgend 
welcher  als  bekannt  angenommener  Größen  A,  B,C,  .  .  .  sind,  so  hat  die  Gleichung 
(x  —  a)  {x  —  b)  .  .  .  (x  —  g)  =  0  einen  besonderen  Charakter,  welcher  allgemeiner 
als  der  der  Auflösbarkeit  ist.  Dergleichen  Charaktere,  welche  die  wesentlichen 
Eigenschaften  der  Gleichungen  ausdrücken,  pflege  ich  nach  einer  von  Jacohi  ent- 
lehnten Ausdrucksweise  als  „Affecte"  derselben  zu  bezeichnen.  —  Unter  andern 
Eigenschaften  jener  besonderen  Gleichungen  siebenten  Grades  erwähne  ich  nur  die, 
daß  jede  ihrer  Wurzeln  eine  rationale  Function  von  je  drei  anderen  ist.  Es  ist  ferner 
von  Interesse,  daß  alle  diejenigen  Gleichungen  siebenten  Grades,  auf  welche  die 
Modulargleichung  achten  Grades  zu  reduciren  ist,  jenen  erwähnten  Aifect  haben,  und 
ich  glaube,  daß  auch  umgekehrt  alh  mit  diesem  Affect  begabten  Gleichungen  sie- 
benten Grades  durch  diese  von  der  Theorie  der  elhptischen  Functionen  geheferten 
Gleichungen  aufzulösen  sind.^)  Dieß  letztere  zu  beweisen,  scheint  indessen  schwierig 
zu  sein;  wenigstens  haben  mich  die  Untersuchungen,  welche  ich  zu  diesem  Zwecke 
vor  zwei  Jahren  angestellt  habe,  als  ich  mich  mit  dem  Gegenstande  der  vorhegenden 
Notiz  beschäftigte,  nicht  zum  Ziele  geführt.  Ich  habe  damals  noch  die  analoge 
Frage  für  die  Gleichungen  fünften  Grades  behandelt  und  hier  auch  den  Weg  einer 
directen  Identification  der  aufzulösenden  Gleichung  mit  der  aus  der  Modular- 
gleichung entstehenden  eingeschlagen,  eine  Methode,  welche  Hr.  Hermite  neulich 
der  Pariser  Akademie  mitgetheilt  hat^),  aber  ich  habe  diesen  directen  Weg  alsdann 
wieder  verlassen,  weil  derselbe  mir  keinerlei  Aussicht  für  eine  Anwendung  auf  die 
Gleichungen  siebenten  Grades  bot. 

Ich  bemerke  schheßlich  noch,  daß  die  einfachen  Principien,  durch  welche 
ich  die  oben  raitgetheilten  achtfach  cyklischen  Functionen  von  sieben  Größen  ge- 
funden habe,  mit  derselben  Leichtigkeit  auf  mehrfach  cyklische  Functionen  von 
n  Größen,  und  demgemäß  auf  Affecte  von  Gleichungen  «ten  Grades  führen,  wenn  n 
eine  Primzahl  von  der  Form  2 "  —  1  ist. 

')  Vgl.  Zusatz  11  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Hermite,  Oeuvres,  T.  II,  P.  5.  '  H 
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SUR  LA  RESOLUTION  DE  L'EQUATION  DU  CINQUIEME  DEGRE.') 

[Extrait  d'une  Lettre  adress6e  i  M.  Hermile.  Berlin,  le  6  juin  1858.] 

C'est  avec  le  plus  vif  interet  que  j'ai  lu  votre  excellent  Memoire")  sur  la 
resolution  des  equations  du  cinquieme  degre  par  les  fonctions  elliptiques,  interet 
qui  s'est  encore  accru,  s'il  est  possible,  lorsque  j'ai  yu  que  dans  les  recheiclies  que 
j'avais  entreprises  autrefois  sur  le  meme  sujet,  je  me  suis  rencontre  avec  vous  sur 
plusieurs  points.  Eu  faisant  ce  travail  il  y  a  deux  ans,  j'avais  communique  ä  mon 
ami  M.  Kummer  les  principes  desquels  j'etais  parti  et  les  resultats  qui  en  decoulaient; 
mais  je  ne  voulais  rien  publier  sur  cette  matiere  avant  que  j'eusse  obtenu  des 
resultats  plus  generaux.  Bien  que  je  ne  sois  pas  encore  parvenu  ä  tout  ce  que  je 
desirais,  je  crois  pourtant  que  la  nouvelle  metliode  de  resoudre  le  probleme  du  cin- 
quieme degie  presente  en  elle-meme  assez  d'interet  pour  que  j'ose  vous  en  entretenir, 

C'est  le  sujet  du  petit  Memoire  ci-joint*)  qui  m'a  conduit  ä  presumer  que 
les  equations  dont  depend  la  division  de  certaines  fonctions  transcendantes,  suifisent 
ä  resoudi'e  des  equations  generales  douees  de  certaines  proprietes  correspondantes  du 
nombre  de  celles  que  j'ai  designees  par  le  nom  d'affections.  En  abordant  cette 
question,  beaucoup  trop  difficile  pour  etre  traitee  dans  toute  sa  generalite,  j'ai 
commence  par  recliercher  le  cas  le  plus  simple,  savoir  celui  qui  se  rattacbe  ä  la 
division  des  fonctions  elliptiques  en  cinq  parties  egales.  Pour  verifier  dans  ce  cas 
particulier  le  resultat  dont  j'avais  trouve  par  induction  la  forme  a  priori,  il  se 
presente  une  methode  süre  fondee  sur  la  reduction  de  M.  Jerrard,  dont  je  me  suis 
servi  d'abord.  Mais  si  l'on  envisage  la  question  au  point  de  vue  general  oü  je  me 
suis  place,  on  reconnait  que  cette  metliode  est  indirecte.   Persuade  d'ailleurs  qu'il 


*)  Voyez  les  Comytes   Eendus  de   VAcademie   des  Sciences  de   Berlin,   seance   du 
22  avril  1858.^) 

')  Vgl.  Zusatz  12  am  Ende  des  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  13  am  Ende  des  Bandes.  H 

')  Bd.  ly,  S.  39  dieser  .Ausgabe  von  L.  Kronecker's  \\'erken.  H 
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faut  abandonner  entierement  la  methode  de  M.  Jerrard  si  l'on  veut  passer  aux  cas 
superieurs,  je  me  suis  occupe  encore  ä  chercher  une  maniere  plus  directe  de  resoudre 
les  equations  du  cinquieme  degre,  sans  faire  aucune  reduction  prealable  des  coeffi- 
cients.  Et  en  effet  j'ai  reussi  a  trouver  la  resolution  que  je  desirais,  a  l'aide  de 
principes  qui  s'appliquent  egalement  ä  des  problemes  ulterieurs,  qui  cependant  ne 
m'ont  pas  encore  fourni  jusqu'a  present  la  Solution  comfUte  de  ces  derniers.  Occupe 
depuis  longtemps  de  questions  relatives  ä  la  theorie  des  nombres,  je  n'ai  pu  pour- 
sui\Te  les  reclierches  algebriques  dont  je  viens  de  vous  parier;  mais  j'espere  revenir 
dans  quelque  temps  ä  ces  problemes  interessants  et  en  completer  la  Solution,  ä 
moins  que  cela  ne  soit  au-dessus  de  mes  forces, 

Maintenaut  pour  revenir  au  probleme  que  vous  avez  resolu  avec  tant 
d'elegance,  designons  par  a;^,,  «j,  x^,  x^,  x^,  les  racines  d'une  equation  quelconque  du 
cinquieme  degre:  X  =  0.  Puis  faisons 

j  X  ^1  '^z         -         -  _i_  .3  \      •    2n7i 

J  (  ^'j  ^Q  y  ^1  j   ^2  '   *^3  '   *^4 )  — '   y^i     y^i  \  *^"*  '^"*  +  "  '^'"  +  2  n   ~r   '^  '  ^m  *^m  +  n  *^m  +  2nJ  '  SIH      ^      , 

in  —  0    ?i  ~  l 

V  etant  une  quantite  variable.  Enfin  soit 

/   =  fiV,  X  ,  X   ,^,x^,,x^,,x^„) 

pour  les  cinq  valeurs  de  l'indice  r  =  0, 1,  2,  3,  4.  Cela  pose,  toutes  les  six  fonetions  / 
sont  cycliques  par  rapport  aux  quantites  x,  c'est-a-dire  la  f onction /  {v,  x^ ,  Xj ,  iCg ,  «3 ,  x^ ), 

par  exemple,  n'est  pas  alteree  en  effectuant  une  des  permutations  circulaires  (  '     ) , 

mais  eile  est  changee  par  toute  autre  permutation  des  lettres  x.  Or  on  sait  que  la 
valeur  d'une  fonction  cyclique  quelconque  de  Xj,,  Xj,  .  .  .,  etant  connue,  chacune 
de  ces  racines  s'exprime  en  fonction  algebrique  explicite  des  quantites  donnees, 
et  l'on  connait  d'ailleurs  la  forme  precise  de  cette  expression.  Je  rappeile  en  outre 
que,  toutes  les  valeurs  distinctes  d'une  fonction  cyclique  etant  donnees,  les  cinq 
racines  x  s'en  deduisent  rationntllement.  On  obtiendra  donc  deux  methodes  diffe- 
rentes  pour  representer  les  racines  x  comme  fonetions  expücites  des  coefficients 
de  l'equation  X  =  0,  si  l'on  parvient  ä  exprimer  les  fonetions  cycliques  /  d'une 
maniere  explicite  par  les  fonetions  symetriques  des  quantites  x.  Pour  faire  cela, 
determinons  la  valeur  v  teile,  que  la  condition 

f  +  fl  +  fl  +  fl-\-fl  +  fl  =  o 
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soit  rempKe.  Les  trois  coefficients  de  cette  equation  quadratique,  par  rapport  a  v, 
contiennent  les  quantites  x  de  teile  maniere  qu'ils  ue  prennent  pas  plus  de  deux 
valeurs  en  subissant  toutes  les  permutations  possibles.  D'oü  il  resulte  que  v  s'ex- 
prime  par  les  coefficients  de  l'equation  X  =  0,  ä  l'aide  de  radicaux  carres.  Apres 
avoir  dispose  ainsi  de  la  valeur  de  v,  les  six  fonctions  /, /o,/i,  .  .  .,/4,  satisfont 
identiquement  ä  une  equation  de  la  forme  suivante 

oü  95  et  y>  designent  des  fonctions  rationnelles  de  v,  x^,  Xi,  x^,  x-j,  x^,  invariables 
pour  taute  permutation  circulaire  des'lettres  x.  Les  fonctions  f  et  y  peuvent  donc 
s'exprimer  par  les  fonctions  symetriques  des  quantites  x  k  l'aide  de  radicaux  carres. 
Ür  l'equation  remarquable  du  douzienie  degi-e  que  je  viens  d'etablir  peut  se  re- 
soudre  par  les  fonctions  elliptiques,  ou,  ce  qui  revient  äu  meme,  les  six  fonctions 
algebriques  imflicites  de  (p  et  x)>,  savoir:  /,  /o,  A,  /j,  /a,  A,  s'expriment  d'une  maniere 
exflicite  a  l'aide  des  fonctions  elliptiques.  En  effet,  apres  avoir  tire  de  l'equation 

la  valeur  du  module  k,  les  douze  fonctions  +  /  seront  representees  par  l'expression 

smvante  1  t/^  127.-2     /cQaam2to C03  am  4to\ 

—   2  '  \co3am4to       C03am2a>/ 

en  y  remplagant  w  par  les  six  quantites 

K       iK       K  +  iK'       2K  +  iK' 
5  '        5   '  5        '  5 
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L.  Kronecker'8  Werke  IV 


SUE  LA  THEORIE  DES  SUBSTITUTIONS. 

[Extrait  d'une  Lettre  ä  M.  Brioschi.] 

.  .  .  Sans  doute  Tun  et  l'autre  des  systemes  de  substitutions  (A;  A)  dont 
M.  Hermite  fait  mention*)  est  propre  ä  definir  le  type  d'une  fonction  de  sept  lettres 
possedant  trente  valeurs  distinctes.  Mais  c'est  un  seul  type  auquel  les  deux  systemes 
convieunent,  savoir  celui  que  j'ai  publie  dans  mon  memoire  du  22  A\Til  1858**). 
En  effet,  la  fonction  de  a,  b,  c,  d,  e,  f,  gqne  j'y  ai  donnee  reste  invariable  par  les  sub- 
stitutions du  Systeme  A  ou  par  Celles  du  Systeme  A  ,  suivant  que  les  lettres  a,  b,  c,  d, 
e,  f,  g  sont  remplacees  respectivement  par:  Xq,  Xs,  Xs,  x^,  x^,  x^,  x^  ou  par:  Xq,  x^,  x^, 
X3,  Xi,  Xs,  Xg.  Donc  les  deux  systemes  A  et  A'  ne  sont  pas  essentiellement  distincts, 
bien  qu'ils  se  presentent  sous  des  formes  differentes. 

Pour  donner  quelques  eclaircissements  sur  ce  point;  considerons  une  Sub- 
stitution quelconque  de  n  lettres:  a,h,c,  .  .  .,  k.  En  faisant: 

a  =  x^,  b  =  X,,  c  =  x^,  ...  k  =  x^ 

la  Substitution  dont  il  s'agit  pourra  s'exprimer  par  un  changement:  (^l-J  opere  sur 

les  indices  Or  la  raeme  Substitution  sera  representee  par:  (  Qd-)^  si  l'on  pose: 

a  =  X  „,,  b  =  X  ,„,  c  =  a;  ,.,,,  .  .  .k  =  x  ,  . 
<(j(i)'  (jj(;)'  <j>(3)'  ((■('<) 

x^,„,  a;,^.oj,  .  .  .,  x^(,j  etant  une  quelconque  des  1  •  2  •  3  •  •  •  w  permutations,  dont  les 
quantites:  x,,  X2,  .  .  .,  a;„  sont  susceptibles.  Enfin  il  est  clair  que,  y>{i)  designant  la 
fonction  inverse  de  (p{i),  le  changement  (  g,.,)  est  identique  avec  celui-ci:  (  q  ,(i))- 

*)  Vedi  pag.  6O.1) 
**)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie.  Aprile  1858.^) 

')  Hen7iite,  Oeuvres  11,  S.  84—85.  H 

-)  Bd.  IV,  S.  41  dieser  Avisgabe  von  L.  Kronecker'ü  Werken.  H 
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La  meme  Substitution  des  w  letties :  a,b,c, . . .,  k  peut  donc  etre  representee 
sous  1  •  2  •  3  •  •  •  w  formes  diff erentes : 

U(t))'    \(p@y{i)}'   Uov.W/'   \<p,@y,{i)l'  '  " 

C'est  par  ce  rapprochement  qu'on  parvient  ä  reunir  les  deux  systemes  de  substitutions 
{A ;  A')  de  Mr.  Hermite.  En  effet,  si  Ton  designe  une  Substitution  quelconque  du  Sy- 
steme A  par:  \q,^\  celles  du  Systeme  Ä  sont  exprimees  par:  {q,_-X  ce  qui  est 
le  cas  particulier  de:  (  ^  ,.),  oü  l'on  a  fait:  (p{i)  =  —  i. 


MITTEILUNG  ITBER  ALGEBRAISrHE  ARBEITEN 

(ÜBER  GLEICHUNGEN  FÜNFTEN  GRADES) 


VON 


L.  KRONECKER. 


Monatsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  BerUn 

vom  Jahre  1861.  S.  609-617. 


MITTEILUNG  ÜBER  ALGEBRAISCHE  ARBEITEN.') 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  27.  Juni  1861.] 

Ich  habe  in  jüngster  Zeit  eine  Frage  zum  Abschluß  gebracht,  mit  der  ich 
mich  seit  fünf  Jahren  ab  und  zu  beschäftigt  und  welche  ich  immer  wieder  aufge- 
nommen hatte,  weil  deren  Erledigung  für  die  weitere  Richtung  meiner  algebraischen 
Untersuchungen  bestimmend  sein  mußte.  ^)  —  Ich  kam  nämlich  bei  meinen  Studien 
über  die  algebraische  Auflösimg  der  Gleichungen  sehr  bald  zur  Pjinsicht,  daß  das 
Problem  nach  zwei  Seiten  hin  einer  allgemeineren  Auffassung  fälüg  ist,  und  zwar  in 
folgender  Weise :  einerseits  sind  statt  der  Gleichungscoefficienten  d.  h.  also  statt 
der  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  allgemeinere  rationale  Functionen  der- 
selben, welche  ich  Affectfunctionen  nenne,  als  gegeben  vorauszusetzen;  andrerseits 
sind  statt  der  gewöhnhchen  Wurzelzeichen  d.  h.  also  statt  derjenigen  Functions- 
zeichen,  welche  durch  die  reinen  Gleichungen  definirt  werden,  allgemeinere  alge- 
braische Functionen  einzuführen,  welche  bei  der  Auflösung  als  HiKsfunctionen 
dienen  sollen.  Die  erstere  Seite  dieser  erweitei-ten  Auffassung  war,  wenn  auch  nicht  in 
deuthch  ausgesprochener  Weise,  schon  in  älteren  algebraischen  Arbeiten  enthalten ; 
in  der  zweiten  Art  der  Verallgemeinerung  ist  das  Problem  aber  erst  in  neuerer  Zeit 
von  Hrn.  Hermite^)  und  gleichzeitig  von  mir*)  selbst  aufgenommen  worden.  In- 
dessen war  der  Weg,  welchen  ich  dabei  einschlug,  von  demjenigen  des  Hrn.  Hermite 
durchaus  verschieden,  imd  namenthch  hat  eine  Fordenmg,  welche  ich  an  die 
Methode  der  Lösimg  stellte,  mir  den  Abschluß  der  Frage  für  die  Gleichungen 
fünften  Grades  erschwert,  aber  andrerseits,  weil  sie  in  der  Natur  der  Sache  begründet 
ist,  auch  auf  weitere  interessante  Untersuchungen  geführt. 

„Wenn  eine  Gleichung  algebraisch  auflösbar  ist,  so  kann  man  der  Wurzel 
allezeit  eine  solche  Form  geben,  daß  sich  aUe  algebraischen  Functionen,  aus  welchen 

')  Vgl.  Zusatz  14  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  15  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

ä)  Hermite,  Oeuvres,  T.  II,  P.  5.  '  H 

•)  Bd.  IV,  S.  ;i9  u.  S.  43  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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sie  zusammengesetzt  ist,  durch  rationale  Functionen  der  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  ausdrücken  lassen"  —  so  lautet  ein  Satz  von  Abel,  der  eine  überaus 
wichtige  Eigenschaft  der  gewöhnlichen  Wurzelausdrücke  enthält.  Diese  Eigenschaft 
ist  es,  welche  auch  den  allgemeineren  Ausdrücken  für  die  Wurzeln  der  im  gewöhnhchen 
Sinne  nicht  auflösbaren  Gleichungen  erhalten  bleiben  muß,  und  dieser  Forderung 
gemäß  sind  die  neuen  algebraischen  Functionszeichen  zu  wählen,  mit  Hilfe  deren  die 
Auflösung  von  Gleichungen  im  weiteren  Sinne  zulässig  wird.^) 

Die  erwähnte  Forderung,  welche  ich  in  einer  ausführlicheren  Mittheilung 
näher  begründen  werde,  leitete  bei  der  Beschäftigung  mit  den  Gleichungen  fünften 
Grades  mich  darauf  hin,  rationale  Functionen  der  fünf  Wurzeln  zu  suchen,  deren 
verschiedene  durch  Permutation  der  Wurzeln  entstehende  distincte  Werthe  mög- 
hchst  viele  identische  Relationen  unter  einander  haben.  Indem  ich  aus  leicht  er- 
sichtHchen  Gründen  nur  solche  Permutationen  zuließ,  welche  einen  Werth  der 
Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  der  Gleichung  fünften  Grades  ungeändert 
lassen,  fand  ich  in  der  That  zwölfwerthige  rationale  Functionen  der  fünf  Wurzeln, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  je  zwei  von  den  zwölf  Werthen  derselben  sich 
nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden  und  die  sechs  verschiedenen  absoluten 
Werthe  durch  drei  lineare  Relationen  mit  einander  verbunden  sind.  Das  Quadrat 
einer  solchen  Function  ist  deshalb  Wurzel  einer  Gleichung  sechsten  Grades,  deren 
Coefficienten  aus  denen  der  Gleichung  fünften  Grades  und  aus  der  Quadratwurzel 
der  Discriminante  in  rationaler  Weise  zusammengesetzt  und  nur  von  drei  solchen 
rationalen  Ausdrücken  abhängig  sind.  Durch  die  Auffindung  dieser  Art  von  Func- 
tionen gelang  es  mir  erstens  fast  ohne  alle  Rechniing  die  Modulargleichung  fünfter 
Ordnung  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  zu  benutzen  und  ich 
habe  deshalb  zwei  jener  bemerkenswerthen  Functionen  Hrn.  Hermite  in  einem 
Briefe  mitgetheilt,  welcher  in  den  comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  vom  Jahre 
1858^)  abgedruckt  ist;  zweitens  aber  war  dadurch  die  Möghchkeit  gegeben,  die  all- 
gemeinen Gleichungen  fünften  Grades  in  einer  der  oben  erwähnten  Forderung  ent- 
sprechenden Weise  aufzulösen,  aber  freihch  nur  mit  Hilfe  algebraischer  Functionen 
von  zwei  Variabein.')  Um  diesen  wichtigen  Punkt  näher  zu  erörtern,  setze  ich: 


')  VgL  Zusatz  16  am  Ende  des  Bandes.  H 

')  Bd.  IV,  S.  43  dieser  Ausgabe  von  L.  lironecker's  Werken.  H 


MITTEILUNG  ÜBER  ALGEBRAISCHE  ARBRITEN  Ö7 

WO  Xq.  3-1,  Xj,  X3,  X4  c^ie^^^u■zeln  einer  Gleichung  fünften  Grades:  X  =  0  bedeuten, 
die  Summationen  sich  auf  die  Werthe  m  =  0,  1,2,  3,  4  und  n  =  1,  2,  3,  4  erstrecken, 
und  die  größeren  Indices  auf  die  kleinsten  Reste  modulo :  5  zu  reduciren  sind.  Als- 
dann genügt  f  {xo,  Xi,  x-i,  X3,  Xi)  einer  Gleichung  zwölften  Grades: 

(I)  (f  +  a)'  +  4 a{f  +  cf  +  10 b{f  +  af  +  4 c(f  +  a)  -  4ac -\- 5  b' =  0 

in  welcher  a,  b,  c  zweiwerthige  ganze  rationale  Functionen  der  fünf  Wurzeln  x  sind. 
Aber  es  giebt  außer  der  Function  /  noch  unzähhge  rationale  Functionen  der  Wurzeln 
X,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben,  Gleichungen  zwölften  Grades  von  der  ange- 
gebenen Form  zu  ei'füllen*),  und  unter  den  rationalen  gebrochenen  Functionen 
dieser  Art  giebt  es  wiederum  solche,  für  welche  die  den  Größen  a,  b,  c  entsprechenden 
Ausdrücke  nur  von  zwei  rationalen  zweiwerthigen  Functionen:  q>{Xf,,  Xj,  x^,  Xs,  Xj), 
y'(xo,  Xi,  X2,  X3,  X4)  abhängen.  Eine  derartige  speziellere  Function  /  ist  daher  eine 
imphcite  gegebene  algebraische  Function  von  97  und  ip  und  möge  als  solche  mit: 
W{q!,  ip)  bezeichnet  werden.  Da  nun  die  Functionen:  /  cyklisch  sind,  also  mit  Hilfe 
derselben  die  Gleichung:  X  =  0  auflösbar  wird,  so  lassen  sich  die  Wurzeln  der  all- 
meinen Gleichung  fünften  Grades  mit  Hilfe  von  Quadratwurzeln,  fünften  Wurzeln 
und  mit  Hilfe  des  Functionszeichens :  W  explicite  darstellen,  und  zwar  in  einer 
Weise,  welche  die  oben  angedeutete  Forderung  vollständig  erfüllt.  —  Alles  dieß 
ergab  sich  mir  im  Wesentlichen  bei  Auffindung  jener  Functionen:  /  als  immittel- 
bare Consequenz.  Aber  es  galt  nun  zu  ermittehi,  ob  hiermit  die  Frage  abgeschlossen, 
d.  h.  ob  es  unmöghch  sei,  die  algebraische  Function  zweier  Variabein:  W  auf  solche 
von  einer  Variabein  zurückzuführen.  Daß,  wenn  man  jene  niehrerwähnte  Forderung 
dabei  fallen  läßt,  eine  solche  Reduction  in  der  That  möglich  ist,  war  seit  lange  be- 
kannt und  ist  von  mir  in  jenem  Briefe  an  Hrn.  Hermite  neuerdings  dax'gelegt  worden. 
Ich  hatte  auch  bei  weiterer  Beschäftigung  mit  diesem  Gegenstande  noch  speziellere 
darauf  bezüghche  Resultate  erlangt.  Aber  erst  vor  Kurzem  ist  es  mir  gelungen,  die 
Hauptfrage  zu  erledigen  und  festzustellen,  daß  die  Reduction  der  algebraischen 
Function:  W  auf  Functionen  einer  Variabein  und  deshalb  überhaupt  die  Auflösung 
der  allgemeinen  Gleichungen  flmften  Grades  mit  Hilfe  von  algebraischen  Functionen 


*)  Man  sehe  hierüber  auch  die  Ausführungen  des  Hrn.  Brioschi  in  seiner  Note:  „Sul 
metodo  di  Kronecker  per  Ja  risolnzione  delle  equazioni  di  quinto  grado"  (am  2.5.  November  1858 
im  Lombardischen  Institut  gelesen),  wo  auch  für  eine  besondere  Function  /  der  vollständige 
Ausdruck  der  Coefficienten  a,  b,  c  durch  die  Invarianten  der  Gleichung  fünften  Grades 
zuerst  gegeben  ist. 

i..  Kronecker'6  Werke  IV  S 
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eitler  Variabeln  unmöglicli  ist,  wenn  dabei  jener  oben  angeführte  und  für  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  durch  Wurzelzeichen  geltende  Satz  AbeVs  bestehen  bleiben 
soll.*)  Dieses  Ergebniß  bildet  somit  eine,  wie  mir  scheint,  bemerkenswerthe  Er- 
weiterung des  Abel  sehen  Beweises  für  die  Unmöglichkeit  der  algebraischen  Auf- 
lösung von  Gleichungen  höherer  Grade;  und  es  enthält  zugleich  für  den  Fall  des 
fünften  Grades  den  Abschluß  des  Auflösungsproblems  in  seiner  allgemeineren 
Fassung,  einen  Abschluß,  vor  dessen  Erreichung  ich  meine  Resultate  nicht  als  fertig 
und  für  eine  Veröffentlichung  reif  betrachten  konnte. 

Daß  sich  hier  in  der  Algebra  das  Bedürfniß  geltend  macht,  Functionen  zweier 
Variabein  einzuführen,  wiewohl  dieselben  in  gewisser  Weise  auf  Functionen  einer 
Variabehi  zurückführbar  sind,  kami  durchaus  nicht  befremden,  wenn  man  sich 
dessen  erinnert,  daß  auch  in  der  Analysis  die  vierfach  periodischen  Functionen 
zweier  Variabein  durch  Jacobi  eingeführt*)  und  als  durchaus  naturgemäß  beibe- 
halten worden  sind,  obgleich  dieselben,  wie  er  selbst  im  30sten  Bande  des  Grelle  sehen 
Journals')  gezeigt  hat,  sich  aus  Functionen  einer  Variabein  algebraisch  zusammen- 
setzen lassen.  Ohne  indessen  auf  diese  Analogie  näher  einzugehen,  will  ich  mich  zu 
den  Gleichungen  fünften  Grades  zurückwenden  und  an  die  oben  angedeutete  Form 
der  Auflösung  derselben  noch  einige  Bemerkungen  knüpfen. 

Wenn  man,  wie  im  Vorhergehenden,  mit  f{xo,  Xi,  x^,  X3,  Xi)  eine  der  Func- 
tionen bezeichnet,  die  einer  Gleichung  von  der  Form  (I)  genügen,  und  wenn 

gesetzt  wird,  so  sind:  ±  /,  ±/o,  ±  A,  ±  fi,  ±  fz,  ±  ft  die  zwölf  verschiedenen 
Wurzeln  jener  Gleichung.  Es  giebt  nun  wiederum  rationale  Functionen  der  sechs 
verschiedenen  Größen:  /,  welche  Wurzeln  von  Gleichungen  fünften  Grades  sind, 
deren  Coefficienten  sich  aus  a,  b,  c  rational  zusam.mensetzen.  Weim  <p  eine  dieser 
Functionen  der  Größen :  /  bedeutet,  so  ist  demnach  93  zugleich  eine  rationale  Func- 
tion der  Wurzeln:  x  selbst,  imd  zwar  eine  solche,  die,  als  ganze  rationale  Function 
einer  der  Wurzeln:  a;  dargestellt,  in  ihren  Coefficienten  nur  diejenigen  der  Gleichung 
X  =^  0  und  die  Quadratwurzel  der  Discriminante  derselben  rational  enthält.  Auch 
läßt  sich  ohne  alle  Rechnung  zeigen,  daß  das  Product:  (/  —  /o)  (A  —  /«)  (/a  —  fa), 


')  Vgl.  Zusatz  17  am  Ende  des  Bandes.  H 

«)  Jacobi's  Werke,  Bd.  II,  S.  25.  H 

')  Jacobi'e  Werke,  Bd.  II,  S.  86.  H 
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welches  unter  den  mit:  9'  bezeichneten  Functionen  inbegriffen  ist,  einer  Gleiclumg 
fünften  Grades  genügt,  in  welcher  sowohl  der  zweite  als  der  vierte  Coefficient  gleich 
Null  ist.  Dieses  Resultat,  welches  ein  gewisses  formales  Interesse  hat,  läßt  sich 
übrigens  auch  aus  einer  der  schönen  Notizen  entnehmen,  mit  welchen  Hr.  Brioschi^) 
die  Anzeige  von  dev Hermiteschen  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades")  be- 
gleitet hat.  Ferner  hat  neuerdings  auch  Hr.  Hermite^)  in  einer  brieflichen  Mittheilung 
an  Hrn.  Borchardt,  welche  in  dessen  Journal  abgedruckt  werden  wird,  eine  spezielle 
Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  fünften  Grades  angegeben,  welche  zu  jenen 
Functionen :  f  gehört  und  sowohl  durch  ihre  Einfachheit  als  namentüch  durch  ihre 
Beziehung  zu  den  Invarianten  der  Gleichung  ein  besonderes  Interesse  darbietet. 
Das  Wesen  der  Sache  aber,  welches  schon  aus  den  einfachsten  Betrachtungen  über 
die  Functionen:  /  hervorgeht,  läßt  sich  folgendermaaßen  zusammenfassen: 

Unter  den  zehnw-erthigen  rationalen  Functionen  von  fünf  Größen: 
Xo,  Xi,  x-i,  X3,  Xi,  welche  bei  allen  cykhschen  Permutationen  von  je  drei 
dieser  Größen  nur  fünf  Werthe  amiehmen,  giebt  es  solche,  für  welche  die 
symmetrischen  Fmictionen  dieser  fünf  Werthe  nur  von  zwei  Functionen 
der  Größen :  x  abhängen ;  es  giebt  ferner  unter  ihnen  speziell  solche,  für 
welche  die  Summe  der  fünf  Werthe  selbst  ebenso  wie  die  Suimne  der 
dritten  Potenzen  derselben  identisch  verschwindet. 

Durch  die  hiernach  auftretenden  speziellen  Gleichungen  fünften  Grades,  wie 
z.  B.  durch  die  Gleichungen  von  der  Form :  z^  +  f  z'^  +  q  z  -\-  r  =  0,  werden  alge- 
braische Fimctionen,  die  im  Wesenthchen  von  zwei  Variabein  abhängen,  definirt; 
es  werden  also  algebraische  Functionen  dadurch  eingeführt,  die  ebenso  wie  die  obige 
Fimction  II'  für  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  benutzt 
werden  könnten.  Aber  in  Hinsicht  auf  gewisse  allgemeinere  Auflösungsprobleme 
verdient  die  Einführung  der  obigen  Gleichung  zwölften  Grades  als  Hilfsgleichung 
den  Vorzug,  und  eine  genauere  Discussion  derselben  läßt  ihre  vielen  bemerkens- 
werthen  Eigenschaften  und  damit  zugleich  die  verschiedeneu  Formen  erkemien, 
welche  man  bei  Anwendung  des  Zeichens  W  den  Wurzeln  der  Gleichungen  fünften 
Grades  geben  kann. 


*)  Vgl.  die  zusammenfassende  Daretellung:  Brioschi,  Mathematische  Annalen  Bd.  13.  H 

-)  Hermite,  Oeuvres  T.  II,  P.  5.  H 

ä)  Hermitc,  Oeuvres  T.  II,  P.  107.  H 

8* 
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Wenn  o  eine  primitive  fünfte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  so  finden  für  die 
oben  definirte  Function  /  und  deren  conjugirte  Wertlie  folgende  lineare  Bezie- 
hungen  statt:  j^^  ^  j^  _,_  f^^^  f^^  f^^  f.y^ 

Eben  dieselben  Relationen  kommen  überhaupt  den  sechs  verschiedenen  Werthen 
von  /  zu,  welche  aus  einer  Gleichung  der  Form  (I)  hervorgehen,  wenn  nur  Reihen- 
folge und  Vorzeichen  derselben  so  wie  die  fünfte  Wurzel  der  Einheit  augemessen 
gewählt  wird.   Setzt  man  ferner : 

c  =  a'iß  Ir  —  4  ac),     b  =  b'{5  h"  —  4  ac),     a  =  c'{5  b^  —  4  ac) 
und  ^ 

f    +a 

so  genügt  /'  ebenfalls  der  Gleichung  (I),  sobald  die  darin  vorkommenden  Größen: 
a,  b,  c  mit:  a,  b',  c  vertauscht  werden,  und  die  verschiedenen  Wurzeln  /',  /',/,/',,  /',/', 
erfüllen  (bei  richtiger  Bestimmung  ihres  Vorzeichens)  die  linearen  Gleichungen,  welche 
zwischen  den  Größen:  /  bestehen,  wenn  darin  überall  m  durch  <o^  ersetzt  wird. 
Aber  die  allgemeinste  rationale  Function  einer  Wurzel  /,  die  einer  Gleichung  von  der 
Form  (I)  genügt,  ist  durch  die  zwei  Hnearen  Ausdrücke: 

(!a         ^  db     '        de  ca         '^    db     '         de 

gegeben,  wenn  darin  für  X,  /.'...  i'ationale  Functionen  von  a,  h,  c  genommen 
werden.  Sämmtliche  durch  diese  zwei  Formen  dargestellten  ganzen  rationalen 
Functionen  von  /  enthalten  nur  ungrade  Potenzen  derselben,  und  jede  ganze  un- 
gi'ade  Function  von  /  läßt  sich  andrerseits  linear  durch  4^,  ^,,  .  .  .  ausdrücken. 

Ich  behalte  mir  für  eine  nächste  ausführliche  Mittheilung  vor,  die  weiteren 
Eigenschaften  jener  Gleichung  zwölften  Grades  zu  entwickeln.  Ich  werde  alsdann 
zeigen,  daß  die  wesentlichsten  dieser  Eigenschaften  einer  Klasse  von  allgemeinen 
Gleichungen  zukommen,  welche  den  eigentlichen  Ausgangspunkt  meiner  Unter- 
suchungen bildeten,  und  über  welche  ich  hier  noch  einige  Andeutungen  folgen  lasse.') 

>)  VgL  Zusatz  18  am  Ende  dva  Bandes.  H 
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Bedeutet  n  eine  ungrade  Primzahl,  M  den  Multiplicator  für  eine  der  Trans- 
formationen {)itex  Ordnung)  der  elliptischen  Functionen,  so  ist  Ym  bekannthch 
Wurzel  einer  Gleichung  des  (2n  +  2)ten  Grades,  deren  Coefficienten  rationale 
Functionen  des  Moduls  k  sind.  Diejenigen  allgemeinen  Gleichungen  desselben 
Grades,  welche  denselben  Affect  oder,  nach  der  Ga^is  sehen  Ausdrucksweise,  die- 
selbe Gruppe  der  Gleichung  haben,  bezeichne  ich  kurzweg  als  solche,  die  den  Affect 
der  ^lodulargleichungen  haben.  Auf  diese  Klasse  allgemeiner  Gleichungen  sind, 
wie  ich  schon  in  meinem  obenerwähnten  Briefe  an  Hrn.  Hermite  ausgesprochen  habe, 
die  Principien  anwendbar,  welche  für  den  besonderen  Fall:  h  =  5  die  vollständige 
Durchführung  des  Auflösungs-Problems  ergaben.  In  der  That  lassen  sich  mit  Hilfe 
derselben  jene  allgemeinen  Gleichungen  des  Grades  (2«  +  2)  auf  spezielle  solche 
zurückführen,  deren  Coefficienten  nur  von  |  (n  +  1 )  Größen  abhängen,  und  dieses 
Resultat  scheint  um  so  bemerkenswerther,  da  eine  derartige  Reduction  allgemeiner 
Gleichungen  auf  Grund  ihres  besonderen  Affects  bisher,  außer  im  Falle  der  alge- 
braisch auflösbaren  Gleichungen,  noch  nicht  bekannt,  in  diesem  Falle  selbst  aber 
wegen  der  Einfachheit  der  Sache  kaum  beachtet  war. 

Wenn  die  Gleichung  (2«  +  2)ten  Grades:  Z  =  0  den  Modulargleichungs- 
Affect  hat  und  deren  Wurzeln,  in  einer  gewissen  Ordnung  genommen,  mit:  z,  Sq, 
Zi,  .  .  .  Zin  bezeichnet  werden,  so  lassen  sich  stets  ganze  rationale  Functionen  von 
2  finden,  für  welche  die  folgenden  linearen  Gleichungen  bestehen: 


2/(g  =  /(.)y(-  1)'^"'""-  «:     ^a,-"./(.„)  =  0. 

Die  durch  das  Zeichen  ^  angedeutete  Summation  bezieht  sich  in  beiden  Gleichungen 
auf  die  Werthe  m  =  0,  1,  ...  bis  (n  —  1)  und  in  der  zweiten  Gleichung  bedeutet 
CO  eine  primitive  ?tte  Wurzel  der  Einheit  und  r  jeden  quadratischen  Rest  von  «,  so 
daß  dieselbe  genau  |-(»  —  1)  Gleichungen  repräsentiert.  Es  gibt  ferner  Functionen 
f'{z),  für  welche  dieselben  linearen  Relationen  bestehen,  wenn  darin  für  die  Ex- 
ponenten r  die  sämmthchen  Nichtreste  von  n  gesetzt  werden.  Endhch  ist  zu 
bemerken,  daß  genau  l{n  +  1)  Functionen  f{z)  und  ebensoviel  Functionen  f'(z) 
existiren,  welche  linear  unabhängig  von  einander  sind. 

Jede  der  Functionen  f{z)  ist  Wurzel  einer  Gleichung  (2«  +  2)ten  Grades, 
deren  Coefficienten  aus  denjenigen  der  Gleichung:  Z  =  0  rational  zusammengesetzt 
sind.   Enthalten  nun  für  ein  bestimmtes  f{z)  diese  Coefficienten  irgend  eine  variable 
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Größe:  a,  so  sind  auch  sämmtliche  Differentialquotienten:  |^,  ^„,  ...  offenbar 
rationale  Functionen  von  z,  und  zwar  solche  die  zu  den  allgemeinen  Functionen 
f{z)  gehören.  Auch  bildet  f{z)  selbst  zusammen  mit  deren  ersten  |(tt  —  1)  nach  a 
genommenen  Ableitungen  ein  System  von  hnear  unabhängigen  Functionen  und  es 
ist  deshalb  der  -|(«  +  l)ste  Differentialquotient  eme  lineare  Function  der  vorher- 
gehenden. Die  Function  f{z),  welche  zugleich  eine  implicite  gegebene  algebraische 
Function  von  «  ist,  genügt  demnach  als  solche  einer  linearen  Differentialgleichung 
der  ^{n  +  l)sten  Ordnung,  deren  vollständiges  Integral  durch 

dargestellt  werden  kann,  wenn  i  der  Reihe  nach  gleich  Null  und  gleich  den  verschie- 
denen Nichtresten  genommen  wii-d,  wenn  ferner  w  alle  Zahlen  von  0  bis  {n  —  1)  und 
C.  die  verschiedenen  lutegrationsconstanten  bedeutet. 

Für  die  Modulargleichungen  selbst  hat  Jacohi  bereits  im  dritten  Bande  des 
CreiZeschen  Journals^)  die  linearen  Relationen  angegeben,  welche  zwischen  den 
Quadrat\vurzeln  der  {n  -\-  1)  verschiedenen  Multiplicatoren  der  Transformation 
wter  Ordnung  bestehen.  Diese  Beziehungen  können  leicht  auf  dieselbe  Form  ge- 
bracht werden,  welche  ich  oben  den  linearen  Gleichungen  für  die  Functionen  f{z) 
gegeben  habe.  Bedeutet  nun  M  einen  der  Multiphcatoren  und  k  den  Modul  der 
elliptischen  Functionen,  so  entsprechen  für  den  speziellen  Fall  der  Modulargleichun- 
gen den  Functionen  /(z)  gewisse  rationale  Functionen  von  V  M  und  h,  und  diese 
sind  sämmtUch  in  der  Form :  /«-u 

ß  .  cp[k)  +  B'.cp^{k)  +  B"-  cF.^{k)  +  •  •  •  +  B^~^'  .  9^^^  _^  (fc) 

enthalten,  wenn  cp,  (pi,  (p^,  .  .  .  rationale  Functionen  und  B,  B ,  B  ,  .  .  .  wie  bei 
Jacohi  {Crelle's  Journal,  IV.  pag.  185^))  die  verschiedenen  Coefficienten  der  Trans- 
formationsformel bedeuten.  An  dem  angeführten  Orte  hat  nämlich  Jacohi  eine 
partielle  Differentialgleichung  gegeben ,  welcher  Zähler  und  Nenner  der  Trausforma- 
tionsformel  genügt.  Mit  Hilfe  derselben  lassen  sich  B' ,  B",  .  .  .  hnear  durch  B  und 
dessen  nach  «  =  /{•+  genommene  Differentialquotienten  ausdrücken,  und  hieraus 
geht,  in  Verbindung  mit  den  oben  erwähnten  Eigenschaften  der  allgemeinen  Func- 
tionen f{z),  jene  spezielle  Form  derselben  für  den  Fall  der  Modulargleichungen  un- 
mittelbar hervor. 


')  Jacobi,  Werke  Bd.  I,  S.  261 .  H 

-')  Jncobi,  Werke  TiA.  I,  S.  266.  H 
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[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  16.  April  1877.] 

I.*)  Eine  rationale  Function  von  «^  •  n^  ■  •  •  w,  Grössen 

a;  /Ä„  =  0,l,2,..    ,.,-lN 

*'■'"•■■*••  V    a  =  l,2,....  } 

soll  „cyklisch"  genannt  werden,  wenn  sie  bei  der  Substitution  der  Grössen 

\,A,,...A„+i, ...«,     an  Stelle  von     ^a,,;,„  ..^.„...a,  {«  =  i,s,...v) 

iinverändert  bleibt.  Jeder  der  Indices  A^  ist  hierbei  auf  den  kleinsten  nicht  negativen 
Rest  mod.  n  zu  reduciren. 

II.  Ist  5(«)  gleich  dem  Product  aller  n^  •  n.-,-  ■  •  n,  Factoren 
und 


Ä|    ,     Aj,      .     .     .     hy 


die  Summation  auf  alle  «j  •  w.,  •  •  •  ?j,  Werthe  der  Indices  h  erstreckt,  so  sind  die 
Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x  in  6^{x)  cykhsche  Functionen  der 
ri  •  w.,  •  •  •  »  Größen  x.   ,      ,   und 

ferner,  wenn  die  Amal  iterirte  Function  ö  mit  ö  '*  bezeichnet  wird: 

undfolgUch  «H  ,)=örö<''(x,     '      ,). 

Die  Gleichimg  5(2")  =  0  ist  hiernach  imter  Adjunction  der  cykhschen  Functionen 
ihrer  Wurzeln  eine  von  jenen  Gleichungen,  die  AbeP)  im  lY.  Bande  des  C?'e/Zeschen 


')  Vgl.  Zusatz  19  am  Ende  des  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  20  am  Ende  des  Bandes.  '                                                                             H 

ä)  Abel,  Oeuvres  T.  II,  P.  478.  H 

L.  Krouecker's  Werke  IV  9 
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Journals  behandelt  hat,  und  soll  deshalb,  wie  schon  von  Hrn.  C.  Jordan  geschehen, 
in  einem  weiteren  Sinne,  als  in  meiner  Notiz  im  Monatsbericht  von  1853,  S.  368^), 
„Abelsche  Gleichung"  genaimt  werden.  Die  Abelschen  Gleichungen  im  engeren 
Sinne,  die  a.  a.  0.  vorkommen,  werde  ich  hier  als  „einfache  Abelsche  Gleichungen" 
bezeichnen. 

III.  Demgemäss  kann  man  die  Abelschen  Gleichungen  in  zweifacher  Weise 
definiren : 

Erstens  nämhch  ist  eine  Gleichung  F{x)  -'  0  eine  Abelsche,  wenn  ihre 
Wurzeln  nach  v  Dimensionen  so  angeordnet  werden  können,  dass  die  hiernach  als 
cykHsch  zu  charakterisirenden  Functionen  derselben  (vgl.  No.  I)  rationale  Func- 
tionen gewisser  Größen  %  9{',  9?",  .  .  .  sind,  in  dem  Sinne,  wie  ich  es  im  Monats- 
bericht vom  Februar  1873  S.  122  u.  123^)  näher  ausgeführt  habe. 

Zweitens  ist  eine  Gleichung  F{x)  =  0,  deren  Coefficienten  rationale  Func- 
tionen von  JR,  9},  91  ,  .  .  .  sind,  eine  Abelsche,  wenn  ihre  sämmtHchen  Wurzeln  i 
rationale  Functionen  irgend  einer  derselben  und  der  Grössen  9i,  9?,  9t",  .  .  .  sind 
und  zwar  so,  dass  für  je  zwei  dieser  Functionen  6^,  B ^  die  Beziehung 

stattfindet.  ' 

Ebenso  wie  man  mittels  der  in  No.  II  gemachten  Bemerkung  von  der  ersten 

Definition  zur  zweiten  gelangt,  kaim  man  von  der  zweiten  Definition  ausgehend  die 

Wurzeln  f  nach  v  Dimensionen  dergestalt  ordnen,  dass  die  hiernach  als  cykhsch  zu 

charakterisirenden  Functionen  derselben  rationale  Functionen  der  Grössen  9?,  9V,  9?", . . . 

werden.    Bildet  man  nämhch  aus  den  verschiedenen  Functionen  ö  in  der  Weise, 

wie  ich  es  im  Monatsbericht  vom  1.  December  1870  S.  882  bis  885^)  angegeben  habe, 

ein  Fundamentalsystem  ,    ,    . 

Öj'Ö^'öj    .  .  .  0/  (/v  =  o,i,...™„-i), 

so  ist  unter  ö  *"  die  h  mal  iterirte  Function  Ö   zu  verstehen,  und  man  hat 

au  a  ' 

zu  setzen.  Hierbei  gelangt  man  auch  zu  der  kleinsten  Anzahl  der  einzuführenden  Indices. 

^)  Bd.  IV,  S.  6  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneclcers  Werken.  H 

")  Bd.  I,  S.  311  u.  312  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker  s  Werken.  H 

^)  Bd.  1,  S.  275 — 278  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecktr's  Werken.  H 
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IV.  Jede  rationale  Function  der  n^  n.,  ■  ■  ■  n^  Grössen 

\   a  =  l,  S,  ...V  J 

lässt  sich  als  lineare  homogene  Function  derselben  so  darstellen,  dass  die  Coefficienten 
cyklische  Functionen  werden;  denn  diese  Coefficienten  bestimmen  sich  als  solche 
aus  den  n^n.,---n^  Gleichungen,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  n^n^■■■n^ 
cyklischen  Substitutionen  anwendet.  Bei  dieser  Darstellungsweise  zeigen  sich  die 
rationalen  Functionen  der  Grössen  x,  welche  in  Bezug  auf  /j.  Indices  cyklisch  sind, 
als  diirch  (i'  —  /u)  Indices  zu  charakterisirende  Grössen  y,  deren  cykhsche  Functionen 
zugleich  cykhsche  Fimctionen  der  Grössen  x  sind.  Die  Wurzeln  von  so  zu  sagen 
„v-f altigen*'  Abehchen  Gleichungen  sind  daher  auch  Wurzeln  von  nur  //-faltigen 
Abehchen  Gleichungen,  wenn  den  Grössen  9i,  3?',  9i ",  .  .  .  eine  Wurzel  einer  {v  —  fx)- 
faltigeuJfteZ sehen  Gleichung  adjungirt  wird,  wie  schon  von  Abel  gezeigt  worden  ist. 

V.  Jede  rationale  Function  von  Wurzeln  AbehcheT  Gleichungen  und  den 
Grössen  $R,  9i',  Di",  ...  ist  Wui'zel  einer  Abehchen  Gleichung.  Dies  resultirt  un- 
mittelbar aus  der  ersten  Definition,  wenn  man  die  rationale  Function  der  Wurzeln 
Abelscher  Gleichungen  durch  die  Gesammtheit  der  verschiedenen  Indices  charak- 
terisirt,  welche  die  einzelnen  Wiu'zeln  kennzeichnen,  d.  h.  also,  man  hat 

ZU  setzen,  wenn  f ,  ??,  C,  .  .  .  Wurzeln  verschiedener  Abelschev  Gleichungen  bedeuten 
und  /  eine  rationale  Function  derselben  ist. 

VI.  Ist  w;"'  =  1,  ft>^'  =  1,  .  .  .  und 

'Ui     ,  =    2j     <y,       <y»        •  •  •  X  Cr    =0  l        n    -n 


also 
und 

so  ward  der  Quotient 


n,r,... 
a>,       co^      '  ■    ■  a.    .         =Zu(^,o)'----x,, 

r^ ,  Tj  . . . 

°(<ii  +  <,i<,(ti  +k,]i,... 


®A,/,/ij(,...'°i,(,J.,(,. 


eine  rationale  Function  der  Wurzeln  der  Einheit  a)[,  eo',,  .  .  .,  deren  Coefficienten 
cyklische  Functionen  der  Grössen  x  sind.    Dies  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  an 

9* 
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Stelle  der  Einheitswurzeln  coj,  o^,  ■  .  ■  irgendwelche  Variabein  Wi,  w^,  .  .  .  nimmt 
und  bei  der  Entwckelung  Congruenzen  mit  den  Moduln:  w'^'  —  1,  wi/  —  1,  .  .  . 
benutzt. 

Hieraus  folgt  nun  einerseits  die  Auflösbarkeit  der  Abel  sehen  Gleichungen 
und  andrerseits  das  Resultat,  dass  die  zu  irgend  welchen  ^6e^  sehen  Gleichungen 
gehörigen  Grössen  _ 

sich  von  dem  Product  der  zu  einfachen  ^6eZ sehen  Gleichungen  gehörigen  Grössen  w 

nämlich:  _/,,  _;,,  _*, 

''^1,0,0,...'  "o,i,o,...'  "o.o,«,... 

nui'  durch  einen  Factor  unterscheiden,  der  eine  rationale  Function  der  Einheits- 
wurzeln a)[,  ft)',,  .  .  .  und  der  Grössen  9?,  SJ,  3?",  .  .  .  ist. 

VII.  Aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  geht  hervor,  dass  die  Grössen 
sich  als  rationale  Functionen  der  Summen : 

^    X  ,  ^    X  )      •   •   •  Cr    =0   1    .    .«    -l^ 

r, ,  rj  . . .  r, ,  rj  . . . 

darstellen  lassen,  deren  Coefficienten  cyklische  Functionen  der  Grössen  x  sind.  Dies 
ergiebt  sich  aber  auch  direct,  wenn  man  diese  Summen  mit 

(1)  (2) 

bezeichnet  und  __,  ,,.  „, 

für  Ä"!  =  0,  1,  .  .  .  ^1  "-  1,  Ä;2  =^  0,  1,  .  .  .  «2  —  1,  .  .  .  setzt,  da  sich  hieraus  die  Func- 
tionen <?  offenbar  als  cyklische  Functionen  der  Grössen  x  bestimmen. 

VIII.  Aus  der  zweiten  m  No.  III  gegebenen  Definition  folgt  unmittelbar, 
dass  jeder  Theiler  einer  ^6eZ sehen  Gleichung  selbst  eine  ^6e?sche  Gleichung  ist  und 
andrerseits  ist  leicht  zu  sehen,  dass  auch  das  Product  von  y4?;eZ  sehen  Gleichungen, 
deren  Wurzehi  sämmthch  derselben  Gattung  angehören,  eine  Ahel&ohe  Gleichung 
sein  muß. 

Es  sind  hier  in  üblicher  Weise  die  Ausdrücke  ,, Product"  und  ,, Theiler"  von 
den  gleich  Null  gesetzten  ganzen  Functionen  von  x  auf  die  Gleichungen  selbst  über- 
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tragen  worden,  und  unter  dem  Begriffe  der  Gattung  algebraischer  Functionen  der 
Grössen  %  'tR',  9t ',  .  .  .  sind  wie  in  meinen  früheren  Aufsätzen  alle  diejenigen  zu- 
sammengefaßt, die  rationale  Functionen  irgend  einer  derselben  und  eben  jener 
Grössen  9t  sind. 

IX.  ^)  Das  in  No.  VII  angegebene  Eesultat  enthält  den  wichtigen  Satz,  dass 
jede  Wurzel  einer  beliebigen  Abelschen  Gleichung  eine  rationale  Function  von 
^Yurzekl  einfacher  .4 &e/ scher  Gleichungen  ist.  Slittels  dieses  Satzes,  welcher  dem 
in  No.  V  aufgestellten  correspondirt,  finden  sich  die  allgemeinen  Abelschen  Glei- 
chimgen  im  WesentUcheu  auf  die  „einfachen"  zurückgeführt  und  jener  Satz  im 
Monatsbericht  von  1853  S.  373-)  erweitert  sich  in  so  abschließender  Weise,  dass  er 
auch  in  umgekehrter  Folge  seine  Geltung  behält  und  demnach  so  formuhrt  werden 
kaim: 

Alle  Wurzeln  Abelscher  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  sind 
rationale  Functionen  von  Wurzeln  der  Einheit,  und  alle  rationalen  Func- 
tionen von  Wurzeln  der  Einheit  sind  Wurzeln  ganzzahhger  ^6eü  scher 
Gleichungen. 

Dieser  Satz  giebt,  väe  mir  scheint,  einen  werthvoUen  Einblick  in  die  Theorie 
der  algebraischen  Zahlen;  denn  er  enthält  einen  ersten  Fortschritt  in  Beziehung  auf 
die  natiirgemässe  Classification  derselben,  welcher  über  die  bisher  allein  beachtete 
Zusammenfassung  in  Gattungen  hinausfährt. 

X.^)  Betreffs  der  Methode,  mittels  deren  ich  jenen  im  Monatsbericht  von 
1853^)  aufgestellten  Satz  hergeleitet  habe,  ist  hier  noch  anzuführen,  dass  sich  für 
jede  einfache  Abelsche  Gleichung  ungraden  (nten)  Grades  die  in  No.  VI  mit  et  be- 
zeichnete Grösse  folgendermassen  darstellen  lässt:*) 

r 

wo  das  Product  auf  alle  Zahlen  r  zu  erstrecken  ist,  welche  relativ  prim  zu  n  sind, 
wo  ferner  die  Zahlen  s  durch  die  Bedingung 

rs  rzi  1  mod  n 

•)  Vgl.  Zusatz  21  am  Ende  des  Bandes.  H 

-)  Bd.  IV,  S.  10  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker^s  AVerken.  H 

')  Bd.  rv,  S.  10  dieser  Ausgabe  von  L.  KroTiecker^B  Werken.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  22  am  Ende  des  Bandes.  H 
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mit  den  Zahlen  r  verbunden  sind  und      ,  , , 

(?) 

den  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  welcher  nach  Subtraction  der  grössten  Ganzen 
von  —  übrig  bleibt.  Mit  F  und  /  sind  dabei  ganze  Functionen  von  w  bezeichnet, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  Grössen  9{  sind.  Aus  diesem  Ausdrucke 
für  öjfc  geht  für  den  Fall,  dass  die  Grössen  5R  ganz  fehlen,  d.  h.  für  Ahel?,c\i%  Glei- 
chungen, deren  Coefficienten  rationale  Zahlen  sind,  jener  Satz  vom  Jahre  1853  in 
der  Weise  hervor,  dass  bei  Zerlegung  von  /(«'')  in  seine  idealen  Primfactoren  der 
Ausdruck  w^  sich  als  ein  Product  entsprechender  Kreistheilungs- Ausdrücke  ergiebt. 
In  ähnlicher  Weise  habe  ich  auch  schon  einzelne  Fälle  behandelt,  in  denen  die 
Grössen  9^  gewisse  algebraische  Zahlen  sind  und  ich  hatte  dabei  von  meinen  im 
Monatsbericht  von  1870  S.  881')  und  auch  schon  früher  erwähnten  zahlentheoreti- 
schen Untersuchungen  Gebrauch  zu  machen,  welche  mit  den  seitdem  von  Hrn. 
Dedekind  veröffentlichten  zwar  in  wesentlichen  Punkten  übereinstimmen,  aber  doch 
auch  in  manchen  Beziehungen  davon  abweichen. 

XI.  Ich  habe  schon  im  Monatsbericht  vom  Jahre  1857  S.  455 ff.")  die  Natur 
der  Gleichungen  dargelegt,  deren  Wurzeln  singulare  Moduln  von  elhptischen  Func- 
tionen oder  elhptische  Functionen  selbst  sind,  deren  Moduln  singulär  und  deren 
Argumente  in  rationalem  Verhältniss  zu  den  Perioden  stehen.  Nach  obigen  Aus- 
führungen können  dieselben  kurz  als  Abelsche  Gleichungen  bezeichnet  werden,  deren 
Coefficienten  keine  andern  Irrationalitcäten  als  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen  ent- 
halten, und  es  ist  zu  vermuthen,  dass  die  Gesammtheit  solcher  Gleichungen  durch 
jene,  die  aus  der  Theorie  der  elhptischen  Functionen  hervorgehen,  erschöpft  wird.^) 

Die  erwähnte  Eigenschaft  der  Gleichungen,  deren  Wurzeln  singulare  Moduln 
der  elhptischen  Functionen  sind,  habe  ich  im  Jahre  1857  mittels  folgender  einfachen 
Betrachtungen,  später  aber  noch  auf  verschiedene  andre  Weisen  abgeleitet. 

Es  sei  D  eine  negative  ganze  Zahl,  D  ^  h-  —  4^ac  und  F{x)  =  Q  die  Thei- 
lungsgleichung  der  elliptischen  Functionen  mit  einem  zu  y  D  gehörigen  singulären 
Modul,  welche  die  Theilung  der  ganzen  Perioden  in  a  Theile  ergiebt.  Da  nun  diese 


')  Bd.  I,  S.  273  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  rV,  S.  179ff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Vgl.  Zusatz  23  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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elliptischen  Functionen  eine  Multip  lication  mit  [b  H  VD)  zulassen,  so  kann  aus  der 
Gleichung  F{x)  =  0  in  bekannter  Weise  eine  andere  Gleichung  desselben  Grades 
0(x)  =  0  hergeleitet  werden,  deren  Wurzeln  aus  den  elliptischen  Functionen,  welche 
die  Wurzehi  von  F{x)  =  0  bilden,  durch  Multip  lication  der  Argumente  mit  {b  +  YD) 
hervorgehen.  Diese  Gleichimg  0{x)  =^  0  enthält  aber  (a  l)mal  die  Wurzel  Null 
und  jede  andere  genau  amal,  so  dass 

wird.  Bei  geeigneter  Wahl  der  elhptischen  Functionen  ist  hier  der  Coefficient  c^ 
selbst  ein  zweiter  zu  1  D  gehöriger  singulärer  Modul,  welcher  demnach  rational 
durch  den  ersten  Modul  dargestellt  erscheint,  und  zwar  so,  dass  die  für  die  4 feilschen 
Gleichungen  charakteristische  Vertauschbarkeit  der  Functionen  stattfindet. 

Es  ist  schhesshch  noch  auf  den  die  4&eZ  sehen  Gleichungen  behandelnden 
Abschnitt  in  Hrn.  C.  Jordan'?,  Traite  des  substitutions  S.  286  bis  292  zu  verweisen, 
in  welchem  die  Eigenschaften  derselben  aus  denen  der  bezüglichen  Substitutions- 
gruppen hergeleitet  sind ;  doch  findet  sich  der  Inhalt  des  in  No.  IX  ausgesprochenen 
Satzes,  welcher  den  eigentlichen  Zweck  der  vorstehenden  Notiz  bildet,  dort  nicht 
ausdrücklich  hervorgehoben. 
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EINIGE  ENTWICKELUNGEN  AUS  DER  THEORIE 
DER  ALGEBRAISCHEN  GLEICHUNGEN.^) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  3.  März  1879.] 

Vereinfachung  des  Abelschen  Beweises  „der  Unmögliclikeit  algebraische  Gleichungen 

von  höheren  Graden  als  dem  vierten  allgemein  aufzulösen". 

(Vgl.  Journal  f.  d.  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  I.  p.  65.)') 

§  1.  Wenn  man  den  Ausdruck  einer  exphciten  algebraischen  Function  von 
Grössen  3R,  9?',  3?"  .  .  . ,  d.  h.  einen  nur  mittels  rationaler  Operationen  und  Wurzel- 
Ausziehungen  gebildeten  Ausdruck  genau  so  behandelt,  wie  man  einen  solchen,  der 
nur  Zahlengrössen  enthält,  bei  der  Ausrechnung  behandeln  muss,  und  dabei  an 
Stelle  jedes  einzelnen  Rechnungsresultats  die  betreffende  Gleichung  setzt,  so  erhält 
man  für  die  exphcite  algebraische  Function  einen  Ausdruck 

F(l\,  V^,...  F ;  %  9i',  9?",  .  .  .), 

^^=^.(TW>.T;,.....r:9?,5R-.5R"....) 

für  y  =  1,  2,  ...  V,  jede  der  v  Zahlen  ti  Primzahl  und  jede  der  )•  -r  1  Functionen  F 
eine  ganze  Fiinction  der  Grössen  V  vmd  rationale  Function  der  Grössen  9t  ist*). 

§  2.  Bedeuten  /,  /o,  .  .  .  fn-i  rationale  Functionen  der  Grössen 9?,  9l',  9?',  .  .  ., 
so  folgt  aus  dem  Bestehen  einer  Gleichung 

1  2  n-l 


*)  Vergl.  in  Beziehung  auf  die  Einführung  der  Größen  9t,  91',  3t"  . . .  den  Monatsbericht 
vom  17.  Febr.  1873  p.  122*)  und  folgende.  Im  Übrigen  ist  absichtlich  m  der  vorliegenden 
..Vereinfachung  des  JbeZ sehen  Beweises"  die  Benutzung  irgend  welcher  anderweit  begründeten 
Eesultate  oder  Begriffe  vermieden  worden. 

•)  Vgl.  Zusatz  24  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  25  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

=>)  Abel,  Oeu\Tes,  T.  I,  p.  66.  '  H 

*)  Band  I,  S.  311  ff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

10* 
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dass  eine  der  Wurzeln  der  reinen  Gleichung  tv"  =  f  eine  rationale  Function  der 
Grössen  %  9l',  3?",  .  .  .  sein  muss.  Denn,  wenn 

-^1  --     I  2     I  I  7«  —  1     ,        m 

<Po  +  9iX  +  (p.x-  -\ 'r  <P,n-i^        +  ^ 

der  grösste  gemeinsame  Theiler  von 

fo+fi^  +  f2^'+---  +  fn-i^"~'      und      x"~f 

ist,  so  ist  <po  gleicli  der  mten  Potenz  einer  der  Wurzeln  von  w"  =  /,  und  diese  Wurzel 
selbst  ist  also,  wenn  die  Zahlen  r,  s  der  Bedingung  mr  —  ns  =  1  genügen,  gleich 

vj    • 

§3.  Genügt  die  explicite  algebraische  Function  J'  einer  Gleichung  0{x)  =  0, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  Grössen  9?,  91',  9i",  .  .  .  sind,  so  muss, 
wenn  a;  =  i^  in  0  eingesetzt,  nach  Potenzen  von  Fj  entwickelt  und  die  G  leichung 

zur  Reductioü  derselben  benutzt  wird,  gemäss  §  2  die  Grösse  Fj  entweder  wegfallen 
oder  sich  als  rationale  Function  von  F„, . .  .  1^,  9?,  9t',  9?"  .  .  .  ergeben.  Im  letzteren 
Falle  ist  die  Gleichung  Fj'  =  F^  aus  der  Reihe  jener  Gleichungen  wegzulassen;  im 
ersteren  Falle  aber  ist  die  Gleichvmg  ^(x)  =  0  für  alle  ni  Werthe  befriedigt,  welche 
man  erhält,  wenn  man  in 

x  =  F{V^,V^,...V,;'3{,fR',m",...) 

für  T'i  die  th  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  F/''  =  Fi  einsetzt.   Bedeutet  Xo 
irgend  einen  dieser  Werthe,  wi  eine  primitive  Jii  te  Wurzel  der  Einheit,  und  \vird  für 
k^O,l,...n,-l       ^^^  Fico^V^,  F„  .  .' .  V;  9{,  9t',  9?",  .  .  .) 
gesetzt,  so  ist  für  ä  =  1,  2, ...  w,  —  1 

5'co7"x,  =  n,U,V''  (*  =  o,i,...«.-i). 

^^       1  k  1      A      1 


wo  unter  Ui,  Ui, .  .  rationale  Functionen  der  Grössen  F2, ...  T^, 3?, 9t', 9t",  ...  zu 
verstehen  sind ,  von  denen  wenigstens  eine  von  Null  verschieden  sein  muss.  Wird 
nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  U^^  nicht  gleich  NuU  ist. 


W,=  n,UX 


gesetzt,  so  ist  gemäss  §  2  die  Grösse  F,  rationale  Function  von  ]\\,  V.,,  Fj, .  .  .  F,,, 
9t,  91',  9t", .  .  .  und  also  in  jener  Reihe  von  Grössen  Fj,  V„, . .  .  F,  durch  die  Grösse 
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Wi  zu  ersetzen,  welche  selbst  eine  ganze  ganzzahlige  Function  von  Wi,  Xo,  x^,  x.^,  .  .  ., 
und  deren  Wjte  Potenz  eine  rationale  Function  von  IC,  T'3,  .  .  .  T'^,  3?,  9^,  SJ",  .  .  .  ist. 

§  4.  Denkt  man  sich  in  dem  Ausdrucke 

y-(^oj-'''x^Y  (*=o,i,.,..,-i) 

alle  Permutationen  der  die  Gleichung  0{x)  =  0  befriedigenden  Wurzeln  x^  gemacht, 
so  ist  das  Product  aller  dieser  Ausdrücke  eine  ganze  Function  von  y,  deren  Coeffi- 
cienten  rationale  Functionen  von  9f?,  9?',  9{",  .  .  .  sind.  Bezeichnet  man  diese  Func- 
tion mit  W{y),  so  genügt  die  thte  Potenz  von  Wi  der  Gleichung  ^{y)  =  0,  imd  da 
W"'  eine  ganze  Function  von  K,  T3,  .  .  .  ist,  so  fükrt  die  Anwendung  des  im 
vorigen  Absatz  auseinandergesetzten  Yerfahi-ens  zu  einer  Grösse  TTä,  die  an 
Stelle  von  T2  einzuführen,  und  welche  selbst  eine  ganze  ganzzahhge  Function  von 
wj,  CO 2,  Xo,  Xi,  X2,  .  .  .  ist,  während  die  n^te  Potenz  derselben  eine  rationale  Func- 
tion von  F3,  V„  .  .  .  V,,  %  3f{',  m",  .  .  .  ist. 

§  5.  In  der  dargelegten  Weise  erhält  man  die  einer  Gleichung  ^(x)  =  0  ge- 
nügende explicite  algebraische  Function  als  ganze  Function  von  Grössen 

ir   TF,,  .  .  .  TU 

dargestellt,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  Grössen  Ü\  sind,  imd  die 
Grössen  W  sind  einerseits  ganze  ganzzahhge  Functionen  von  Wurzeln  der  Gleichung 
0{x)  =  0  und  von  Wurzeln  der  Einheit  andrerseits  durch  eine  Kette  von  Glei- 

bestimmt,  in  denen  %,  n^,  .  .  .  Primzahlen  und  Gi,  G^,  ■  ■  ■  ö,,  ganze  Functionen  der 
eingeklammerten  Grössen  W  bedeuten,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der 
Grössen  3i  sind. 

Dies  ist  der  präcise  Ausdruck  des  Satzes  am  Schlüsse  von  §  II  der  .J&elschen 
Abhandlung  auf  Seite  73  des  I.  Bandes  von  Crelle's  Journal.^) 

§  6.  Es  giebt  nicht  Functionen  von  mehr  als  4  Grössen  Xi,  X2,  .  .  .  x„,  im 
welche  die  sämmtUchen  durch  Permutationen  von  Xi,  X2,  .  .  .  Xn  entstehenden  con- 
jugirten  Fimctionen  eine  und  dieselbe  Permutation  mit  eiuander  gemein  haben 


»)  Abel,  Oeuvres,  T.  I,  S.  75.  H 


78    EINIGE  ENTWICKELUNGEN  AUS  DER  THEORIE  DER  ALGEBRAISCHEN  GLEICHUNGEN 

d.  h.  bei  einer  und  derselben  Substitution  ungeändert  bleiben,  und  zwar  auch  dann 
nicht,  wenn  man  nur  solche  conjugirte  nimmt,  die  dui'ch  jene  ln\  Permutationen 
entstehen,  bei  denen  das  Product  der  |n(w  —  1)  Differenzen  der  Grössen  x  unge- 
ändert bleibt.  Denn  wenn  mit  hi,  hz,  .  .  .  hn  alle  jene  ln\  Permutationen  bezeichnet 
werden  und  durch  die  Substitution  S  die  Indices 

1,2,...  ?!      resp.  in     i^,  i^,  ■  .  •  i, 

übergehen,  so  müsste  für  alle  conjugirten  Functionen  /(aä,  Xi,  .  .  .  x„) 

f  (x.  ,  .  . .  X,  \  =  f(x    , . .  .  X.  \ 

sein.  Nimmt  man  hierin  Äi  =  1,  .  .  .  Ji„  -=  n  und  setzt  dann  x,^  an  Stelle  von  Xi, 
ebenso  x,  an  Stelle  von  a^o  u.  s.  f.,  so  kommt 

f{\'---\)-f  {%'■■■%) 
und  also 

Die  Functionen  /  müssten  daher  bei  allen  Substitutionen,  bei  denen 

\.     in     \  (i  =  i,ä,...«) 

übergeht,  ungeändert  bleiben,  d.  h.  alle  diese  Substitutionen  müssten  dieselbe  Eigen- 
schaft haben  wie  S.  Es  soll  nun  aber  gezeigt  werden,  dass  man  auf  diese  Weise  zu 
sämmtlichen  Permutationen  der  zweiwerthigen  Functionen  gelangt,  von  welcher 
bestimmten   Permutation   ii,i2,  ■  ■  ■  in   man  auch  ausgehen  möge.    Nimmt  man 

/tj  =  2,    /(j  =^  3,    h^  =  1     und  für    fc  >  3     stets    /(^  =  k, 

so  wird  durch  den  Übergang  von      /  j^ 

für  den  Fall,  dass  die  Substitution  S,  nämhch 

/l    2 . . . nN 
V  h  ^2  •  •  •  \)  ' 

/l  5  2  4\        /l  4  6  2  3  5\        /l  4  2  3  5\ 
U  1  4  2/ '      U  6  1  3  5  2/  '      U  1  3  5  2/ 

d.  h.  zwei  Transpositionen  oder  zwei  cykhsche  Substitutionen  von  3  Elementen  oder 
eine  solche  cykhsche  Substitution  und  eine  Transposition  enthält,  die  cykhsche 
Substitution  von  5  Elementen  /i  2  3  4  5\ 

\2  3  4  5  ij 


eine  der  Substitutionen 

/l  5  2  4\        /l  4  6  2  3  5\        /l  4  2  3  5 
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erlangt.  Für  den  Fall  aber,  dass  jene  Substitution  S  eine  cyküsche  Substitution  von 

mehr  als  3  Elementen  /i  2  3  4  . . .  m\ 

I2  3  4  5  . . .  1 .) 

enthält,  so  vde  für  den  Fall,  dass  S  nur  eine  Transposition  i,  .]  ist,  liefert  der 
Übergang  von  -^      ^     j^^ 

die  cykhsche  Substitution  von  3  Elementen 

/12  4X 
\2  4  1/ 

Es  kann  daher  angenommen  werden,  dass  >S  eine  cyklische  Substitution  von  3  Ele- 
menten sei,  und  wenn  demgemäss 

für    {\l'.'.\l)    nunmehr     (231)- 
für    (vt  ■.'.■;")        aber        (l"/^ 


gewählt  wird,  so  ergiebt  der  Übergang  von  ü^  zu  h,^  die  Substitution 

ir  1  2)' 

Aus  den  auf  diese  Weise  erlangten  {n  —  2)  cyklischen  Substitutionen 

/l  2  3\    /l  2  4\    /l  2  5\        /l  2  7i\ 
I2  3  ij'   I2  4  ij'   \2  5  ir   •  •  •   I2  n  1) 

lassen  sich  aber  die  sämmtlichen  Substitutionen  der  zweiwerthigen  Functionen  d.  h. 
alle  aus  einer  graden  Anzahl  von  Trauspositionen  zusammensetzbaren  Substitutionen 
bilden,  da  jede  Substitution  offenbar  aus  den  Transpositionen 

(21)'     \dV'     (41)'     •••     U  1) 
gebildet,  jede  Transposition  (    ^j  aber  in  die  Reihe  der  3  Transpositionen 

zerlegt  werden  kann,  von  denen  je  zwei  aufeinanderfolgende  sich  zu  einer  jener  {n  —  2) 
cyldischen  Substitutionen  von  3  Elementen  1  2  r  zusammensetzen. 

§  7.  Denkt  man  sich  jetzt  imter  den  Grössen  M  die  Coefficienten  der  Glei- 
chimg  0{x)  =  0  und  die  Quadratwurzel  aus  deren  Discriminante  d.  h.  also  die  n 
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elementaren  symmetrischen  Functionen  der  n  Grössen  Xi,  cca  .  .  .  x„  und  die  De- 


terminante 


so  ist  PF^,  eine  ganze  Function  der  n  Grössen  x,  welche  bei  allen  den  ^w!  Permuta- 
tionen nur  Werthe  annehmen  kami,  die  sich  um  n^^  te  Wurzeln  der  Einheit  von  ein- 
ander unterscheiden.  Wenn  also  die  Function  TF,  bei  irgend  einer  dieser  Permuta- 
tionen imgeändert  bliebe,  so  würden,  entgegen  dem  im  §  6  bewiesenen  Satze,  auch 
alle  ihre  conjugirten  Fimctionen  ungeändert  bleiben.  Eine  solche  Permutation 
müsste  es  aber  nothwendig  geben,  weil  i  n !  >  n^^  ist,  wie  aus  folgender  Betrachtung 
erhellt:  gemäss  den  in  §  3  und  §  4  enthaltenen  Ausführungen  müssen  alle  «,_  Wurzeln 

der  Gleichung  ^^„^,  ^  ^ 

f  f 

auch  derjenigen  Gleichung  vom  Grade  hn\  genügen,  welche  entsteht,  wenn  man  in 
W^  alle  jene  |-«!  Permutationen  der  ti  Grössen  x  macht,  bei  denen  die  Determinante 
I  a;J~'  I  ungeändert  bleibt,  und  es  muss  daher  Jn!  mindestens  gleich  n,,  aber,  da 
dies  Primzahl  ist,  wirklich  grösser  als  7i^  sein. 

§  8.  Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  der  im  §  6  bewiesene  Satz 
jenen  Cauchy sehen,  welcher  beim  ^öe^schen  Beweise  angewendet  wird,  als  Corollar 
enthält  und  so  zu  sagen  dessen  eigenthchen  Grund  darlegt.  Da  nämlich  die  ver- 
schiedenen durch  jene  ^n\  Permutationen  der  Grössen  x  entstehenden  conjugirten 
Functionen  ,     ,  , 

nicht  sämmtlich  bei  einer  dieser  Permutationen  ungeändert  bleiben  können,  so  kann 
nicht  Q  <  11  sein,  weil  sonst  ^ !  <  \n\  wäre  und  also  bei  den  \'n\  Permutationen  von 
x^,  Xi,  .  .  .  Xn  mindestens  eine  der  q  !  Permutationen  von  A,  /2.  •  •  •  /„  mehrmals  vor- 
kommen müsste. 

11.^) 
Über  die  Auflösbarkeit  von  Gleichungen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist. 

§  1.  Ich  bezeichne,  wie  in  meinen  früheren  Aufsätzen,  x  als  algebraische 
Function  nter  Ordnung  von  %  9J',  $R",  .  .  .,  weim  es  einer  irreductibeln  Gleichimg 
wten  Grades  genügt,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  9?,  3{',  9{",  .  .  . 
sind.    Die  n  Wurzeln  einer  und  derselben  Gleichung  Xi,  x«,  .  . .  x„  sind  „unter  ein- 

')  Vgl.  die  Zusätze  25  u.  26  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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ander  conjugirte  algebraische  Functionen  von  9?,  9?',  3t",  .  .  .".  Ist  x  rationale  Func- 
tion von  X,  %  JR',  9i ", . . .  und  zugleich  x  rationale  Function  von  x,  9},  9?',  9t", . . .,  so 
gehören  x  und  x' zu  derselben  „Gattung  algebraiscJier  Functionen  von  9t,  9V,  9i ', . . .". 
Jede  Gattung  hat  ihre  bestimmte  Ordnung. 

Ich  bezeichne  eine  Gattung  G5  als  unter  einer  andern  Gattung  &'  enthalten, 
wenn  die  algebraischen  Functionen  der  Gattung  &  rationale  Functionen  der  alge- 
braischen Functionen  der  Gattimg  &'  und  der  Grössen  9t,  9t',  9t",  .  .  .  sind.  Die 
Ordnung  der  enthaltenen  Gattung  ist  hiernach  ein  Theiler  der  Ordnung  der  ent- 
haltenden Gattung;  denn  wenn  f{x)  eine  rationale  Fimction  von  x  bedeutet  und  mit 
x-i,  Xo,  .  .  .  x„  die  n  conjugirten  algebraischen  Functionen  x  bezeichnet  werden,  so 
muss  jeder  irreductible  Factor  von 

0/ -/(^i))(y-/(^.))- ••(?/- /(^„)) 

offenbar  für-  jede^i  der  conjugirten  Werthe  y  =  f{Xk)  verschwinden,  imd  diese 
irreductibeln  Factoren  müssen  also  sämmtlich  identisch  sein.  Die  Anzahl  der  unter- 
einander verschiedenen  Werthe  f(Xk)  d.  h.  die  Ordnung  der  algebraischen  Function 
f{x)  ist  demnach  ein  Theiler  von  n. 

Ist  x  rationale  Function  von  a^,  9t,  9t',  9t',  . .  .  und  von  derselben  Ordnung 
wie  X,  so  gehören  x  und  x  zu  derselben  Gattung.  Conjugirte  algebraische  Func- 
tionen, von  denen  eine  eine  rationale  Function  der  andern  ist,  gehören  also  stets  in 
dieselbe  Gattung.  Conjugii-te  algebraische  Functionen,  welche  zu  verschiedenen 
Gattungen  gehören,  constituiren  ,,cotiiugirte Gattungen".  Eine  reductible  Gleichimg, 
welche  lauter  algebraische  Functionen  derselben  Gattimg  zu  Wurzeln  hat,  zerfällt 
offenbar  in  lauter  irreductible  Gleichungen  desselben  Grades,  da  ja  alle  ihre  Wurzeln 
von  derselben  Ordnung  sind. 


^ö 


Die  Gattung  niedrigster  Ordnung,  unter  welcher  zwei  verschiedene  Gat- 
tungen enthalten  sind,  kann  durch  eine  lineare  Function  von  zwei  den  beiden  Gat- 
tungen angehörigen  algebraischen  Functionen  mit  imbestimmten  Coefficienten  re- 
präsentirt  werden. 

§  2.  Bedeuten  Xi,  x^,  .  .  .  x^  behebige  (variable)  Grössen,  so  können  sie  als 
conjugirte  algebraische  Functionen  ihrer  symmetrischen  Functionen  aufgefasst  und 
als  solche  durch  die  Gleichung 

S(^.  fi-  f2.  •  •  •  f„)  ==  0 

L.  Kronecker'ä  Werke  IV  11 
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definirt  werden,  wenn  5,  fi,  fg,  .  .  .  f„  durch  die  Identität 

%{x)  =  (3-  —  x^){x  —  X,) .  .  .{X  —  rj  =  x"  —  fja;""'  +  l^x"'^ +  f„ 

erklärt  sind.  Für  %  9?',  di",  .  .  .  sind  also  hierbei  die  Grössen  fi,  fg,  .  .  .  f„  zu  nehmen, 
welche  als  die  ,, elementaren"  symmetrischen  Functionen  von  Xi,  x^,  .  .  .  x„  be- 
zeichnet werden  sollen.  Jede  einzelne  der  n  Grössen  x  ist,  als  algebraische  Function 
von  fi,  fa,  .  .  .  fn  betrachtet,  von  der  Ordnung  n;  eine  lineare  Function 

ist  von  der  Ordnung  n\,  wenn  die  Coefficienten  u  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind.  Man  kami  nun  jede  beliebige  rationale  Function  der  n  Grössen  x 
als  eine  bestimmte  Gattung  algebraischer  Functionen  repräsentirend  auffassen  und 
diese  einfach  als  „Gattung  von  Functionen  von  x-i,,  x.^,  .  .  ■  x"„"  bezeichnen.  Alsdann 
sind  sämmthche  Gattungen  unter  der  durch 

repräsentirten  „Galois' sehen"  Gattung  enthalten,  da  jede  der  n  Grössen  x  als  ra- 
tionale Function  von  u-^Xi  +  U2X2  +  ■  •  •  +  u„x„  und  fi,  fa,  .  .  .  f„  darstellbar  ist. 
Die  Ordnungen  der  einzelnen  Gattungen  sind  hiernach  Theiler  von  n\,  imd  weim 
eine  Gattung  mit  0,,  deren  Ordnung  mit  q  und  der  Quotient  von  n !  dividirt  durch  q 
mit  r  bezeichnet  wird,  so  ist  r  die  Anzahl  der  „Permutationen  der  Gattung  g"  d.  h. 
die  Anzahl  derjenigen  Permutationen  von  x^,  X2,  .  .  .  Xn,  bei  denen  eine  Func- 
tion der  Gattung  9  ungeändert  bleibt.  Ist  die  Gattung  g  unter  der  Gattung  g'  ent- 
halten, so  ist  Q  ein  Theiler  von  q'  und  also  r'  d.  h.  die  Anzahl  der  Permutationen 
von  9'  ein  Theiler  der  mit  r  bezeichneten  Anzahl  der  Permutationen  von  g,  und  es 
sind  offenbar  die  ersteren  Permutationen  selbst  unter  den  letzteren  enthalten. 

Die  Gattungen  scheiden  sich  in  „eigentliche"  Gattungen  von  Functionen 
von  n  Grössen  und  in  „vneigentliche" ,  je  nachdem  unter  deren  Adjunction  die 
Gleichung  '^{x)  =  0  irreductibel  bleibt  oder  reductibel  wird.  Die  uneigentlichen 
Gattungen  lassen  sich  hiernach  auf  Gattungen  von  Functionen  einer  geringeren 
Anzahl  von  Grössen  zurückführen.  Werden  die  einer  eigentlichen  Gattung  g  an- 
gehörigen  Functionen  den  symmetrischen  adjungirt  und  wird  demgemäss  a;^  als 
algebraische  Function  von  fi,  fa,  .  .  .  f„  und  g  betrachtet,  so  ist  dies  eine  algebraische 
Function  «ter  Ordnung  von  einer  besonderen  „Classe".  Die  auf  diese  Weise 
definirten  Classen  von  algebraischen  Functionen  umfassen  offenbar  die  einzelnen 
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Gattungen.  Überträgt  man  die  Begriffe  von  Gattung  und  Classe  von  den  alge- 
braischen Functionen  auf  die  Gleichungen,  denen  dieselben  genügen,  so  gehören  alle 
diejenigen  irreductibeln  Gleichiuigen  /tten  Grades  0(x)  =  0  in  eine  und  dieselbe 
Gattung,  welche  durch  rationale  Substitution  von  x  aus  einander  entstehen,  und 
alle  diejenigen  in  eine  und  dieselbe  Classe,  bei  welchen  die  einer  bestimmten  Gat- 
tung g  angehörigen  Functionen  der  Wurzeln  rationale  Functionen  der  Grössen 
SR,3?',$R  ", . . .  sind.  Sowohl  die  Classe  als  auch  die  Gattung  einer  Gleichung  wird  demnach 
ebenso  wie  ihre  IrreductibiUtät  durch  die  Wahl  der  Grössen  9?  d.  h.  so  zu  sasen 
durch  den  angenommenen  RationaUtäts-Bezirk  bedingt,  welcher  indessen  die  Coef- 
ficienten  der  Gleichung  stets  mit  umfassen  muss.  Ist  aber  der  Rationalitäts-Bezirk 
festgesetzt,  so  wird  die  Classe  durch  eine  wesentliche,  bei  allen  rationalen  Trans- 
formationen von  X  bleibende,  besondere  Eigenschaft  der  Gleichung  charakterisixt, 
welche  ich  als  „Affect"  derselben  zu  bezeichnen  pflege,  und  vermöge  deren  das 
Gleichungs  s?/s/em,  welches  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  bestimmt  und  bei  all- 
gemeinen Gleichungen  von  der  Ordnung  n\  ist,  sich  auf  eines  von  der  Ordnung  r 
reducirt,  wenn  r,  wie  oben,  die  Anzahl  der  Permutationen  der  Gattung  g  d.  h.  der 
Affect- Gattung  bedeutet. 

§  3.    Wild  den  Grössen  9i  eine  cyklische  Function*)  von  «i?j2---^^,  con- 
jugirten  algebraischen  Functionen 


X 


Ai,  *i, 


//..,  =  o,i,...,.„-i\ 

\    a  =  I,  2,  .  ..  1  ,' 

adjungirt,  so  gehören  diese  x  sämmtUch  zu  derselben  Gattung.  Eine  irreductible 
Gleichung  kann  also  bei  Adjunction  einer  Gattung  von  cykHschen  Functionen  ihrer 
Wiirzeln  nur  in  lauter  Factoren  gleichen  Grades  zerfallen,  und  eine  Gleichmig,  deren 
Grad  n  Primzahl  ist,  muss  daher  bei  Adjunction  einer  cykHschen  Function  ihrer 
Wurzeln  irreductibel  bleiben  oder  aber  in  n  Factoren  ersten  Grades  zerlegbar 
werden.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Gattung,  zu  der  irgend  eine  Wurzel  gehört,  unter 
der  Gattung  der  adjmigirten  cyklischen  Function  enthalten,  und  die  Ordmmg  dieser 
Gattung  ist  also  ein  Vielfaches  von  n.  Die  conjugirten  Gattungen  cykhscher  Func- 
tionen der  Wurzeln  einer  Gleichung  nten  Grades  sondern  sich  demgemäss  in  zweier- 
lei Gattungen,  nämUch  in  solche,  bei  deren  Adjunction  die  Gleichung  irreductibel 
bleibt,  imd  in  solche  von  m  •  nter  Ordnung,  imter  denen  die  Gattungen  der  Wurzeln 
selbst  enthalten  sind.  Da  es  nun  (w  —  1)!  conjugirte  cyklische  Functionen  giebt,  so 


*)  Vergl.  Monatsbericht  von  1877,  pag.  845.^) 

')  Bd.  IV,  S.  65  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 
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müssen  hn  +  n  —  1  darunter  sein,  bei  deren  Adjunction  die  Gleichung  irreductibel 
bleibt.  Je  {n  —  l)  dieser  cyklisclien  Functionen  gehören  in  dieselbe  Gattung;  es 
giebt  daher  stets  mindestens  eine  Gattung  von  cyklischen  Functionen,  unter  deren 
Adjunction  die  Gleichung  irreductibel  bleibt,  und  es  ist,  wie  nun  gezeigt  werden 
soll,  für  die  Auflösbarkeit  der  Gleichung  nothwendig  und  hinreichend,  dass  nur  einer 
einzigen  Gattung  von  cyklischen  Functionen  jene  Eigenschaft  zukommt. 

§  4.  Bedeutet  ©  die  Gattung  derjenigen  cy Mischen  Functionen  der  Wurzeln 
fo)  fi)  •  •  •  fn-i  der  Gleichimg  0{x)  =  0,  welche  ungeändert  bleiben,  wenn  die  Indices 
sämmtlich  um  1  vermehrt  werden,  so  folgen  aus  einer  Gleichung 

in  welcher  F  eine  ganze  Function  der  Wurzeln  |  bedeutet,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  der  Grössen  di  sind,  auch  die  Gleichungen 

für  r  =^  1,  2,  .  .  .  «  —  1,  vorausgesetzt,  daß  0{x)  ^^  0  unter  Adjunction  von  ©  irre- 
ductibel bleibt.  Da  nämlich  |  .^^  gleich  einer  rationalen  Function  von  |,.,  &,  %  9J', 
'St",  .  .  .  ist,  so  kommt,  wenn  dieselbe  mit 

bezeichnet  wird,  an  Stelle  von  F{io,  ii,  ■  ■  ■  in-i)  =  0 

und  folgüch  auch  für  jeden  Index  r 

F(^^,ö,(|,.,®),...ö„_.(.V®))=0 

für  den  Fall,  dass  auch  unter  Adjunction  von  ©  die  Gleichimg  (p{x)  ^  0  irre- 
ductibel ist. 

§  5.  Ist  die  Gleichung  0{x)  =  0  auflösbar,  und  denkt  man  sich  von  vorn- 
herein den  Grössen  3J  alle  Wurzeln  der  Einheit  adjungirt,  so  muss  gemäss  I,  §  5 
eine  Gleichung  FV  =  G,(9i,  5R',  5R",  . . .) 

existiren,  in  welcher  ]]\  eine  ganze  Function  von  lo.  fij  •  •  •  ^n-i  und  Einheits- 
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\nirzeln  und  ö„  eine  rationale  Function  der  Grössen  ffl  ist.  Wenn  nun  0{x)  =  0 
sowohl  unter  Adjunction  der  nach  der  Anordnung 

cyklischen  Functionen  als  auch  unter  Adjunction  der  nach  der  Anordnung 

^, ,  f , , .  .  .  I, 

cyklischen  Functionen  irreductibel  bliebe,  wobei  offenbar  io  =  0,  ^l  =  1  voraus- 
gesetzt werden  kann,  so  wäre 

(A)  TF(...,|._,...r=Tf(...,|._^^^^,...)^^TT^(... ,!,„,„,. ..f. 
wo  der  Einfachheit  halber  n^  =  f  und 

gesetzt  ist.  Aus  der  Gleichung  (A)  folgt,  wenn  w  eine  primitive  pte  Wurzel  der 
Einheit  bedeutet, 

IT-(...,^,,...)  =  -^^(---.^,„.,,.-..)=-n--.^..,„.---)' 
und  durch  Iteration  dieser  Gleichungen 

(B)  TF(.  .  .,  I,  ,  .  .  .)  =  oy-W[.  .  .,  1.^^^,  .  .  .)  =  a>-TF(.  .  .,  |,,.  ,  .  .  .) 
für  jede  beliebige  Zahl  a  und  b.  Bedeutet  t  die  Ordnung  der  Substitution 

^"'t".     ")  (».  =  0,1,. ..n-l) 

d.  h.  die  kleinste  Zahl,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Substitution  bei  imaliger 
Wiederholung  die  identische  Substitution  ergiebt,  so  ist  t  ein  Theiler  von  {n  —  1)1, 
weil  der  Index  i,  bei  jener  Substitution  ungeändert  bleibt,  und  also  relativ  prim 
zu  n.  Die  drei  Congruenzen 

nr^O,     ?is  "^  0,     (ar — t^s)f^O     mod.  p, 

welche  aus  den  Gleichungen  (B)  folgen,  ergeben  demnach,  dass 

entweder    r  ^£  s  ^e  0    oder    ar  ^^  i  s    mod.  p 

sein  muss.  Da  im  letzteren  Falle  fiir  a  =  1  auch  r^s  wird,  so  müsste  alsdann  für 
jeden  Werth  von  a  auch  i_^  =  a  sein,  was  unmögUch  ist.  Es  bleibt  daher  nur  die 
erstere  Alternative  r  ^  s  rr  0  mod.  p  oder 

W{.  ..,  f.  ,...)=  TF(.  ..,  f,     ,,...)  =  ^(-  •  •'  ^1  +  ,-  '  •  •  ■) 

^  'm  '  ^  'm  +  1  '  ^  '  +  'm  ' 
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übrig,  und  es  müsste  hiernach  die  Function  W  selbst  bei  allen  denjenigen  cyklischen 
Substitutionen  ungeändert  bleiben,  bei  denen  W  ungeändert  bleibt;  dies  steht 
aber  mit  der  Voraussetzung  der  Auflösbarkeit  von  ^(a;)  =  0  in  Widerspruch.  Es 
resultirt  hieraus, 

dass  eine  Gleichung,  welche  unter  Adjunction  von  mehr  als  einer  Gattung 
von  cyklischen  Functionen  irreductibel  bleibt,  nicht  auflösbar  sein  kann. 

§  6.  Bleibt  0{x)  =  0  nur  imter  Adjunction  der  einen  Gattung  cyklischer 
Functionen  von  io,  li,  .  .  .  I„_i  irreductibel,  welche  ungeändert  bleiben,  wenn  jeder 
Index  um  1  vermehrt  wird,  so  sind  die  ,,metacyliischen''  ^)  Functionen  der  Wurzeln 
I  d.  h.  diejenigen,  welche  bei  den  n{n  —  1)  Substitutionen 


(?.*  +  .) 


r=l,8,  ...  n— 1;  »  =  0.  1,  ...  n— 1) 

+  «  ' 


imgeändert  bleiben,  rationale  Functionen  der  Grössen  5}.  Denn  die  cyklischen 
Functionen  jener  besonderen  Gattung  können  nicht  mit  anderen  cykhschen  Func- 
tionen, unter  deren  Adjunction  0{x)  =  0  reductibel  wird,  in  einer  der  irreductibeln 
Gleichungen  vereinigt  sein,  in  welche  die  Gleichung  vom  Grade  (n  —  1)\  zerfällt, 
deren  Wurzeln  die  {n—  1)!  verschiedenen  cykhschen  Functionen  von  io,  h,  ■  ■  ■  in-i 
sind. 

Ist  g(a:o,  a-j,  .  .  .  x„_j)  eine  cyklische  Function,  und  zwar  so,  dass 
für  m  ^1,2,...«  —  1  mit  a,{Xo,  Xi,  .  .  .  x„_i)  identisch  ist,  und  setzt  man 

9(^0'   ^,,'   •'^S/,'    •    •   •    \-X)!,)  =    9/,  (A  =  l,2,...,-1), 

so  sind  die  cyklischen  Functionen  der  (n  —  1)  Functionen  g  offenbar  metacyklische 
Functionen  der  n  Grössen  x,  wenn  man  die  Functionen  g,,  in  einer  Reihenfolge 
nimmt,  welche  durch  die  modulo  n  genommenen  arithmetischen  Indices  von  h  be- 
stimmt wird,  d.  h.  also  in  der  Reihenfolge 

K'%'K 

wenn  für  irgend  eine  bestimmte  primitive  Wurzel  g  von  n  und  für  ä;  =  0,  1,  ...  n  —  2 

h^EEz  g        iiiod.  n 
•)  Vgl.  Zusatz  27  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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ist.  Hiernach  sind  unter  der  über  die  Gleichung  0{x)  ^  0  gemachten  Annahme  die 
n  —  1  Grössen  «  zt     t  e      \ 

Wurzeki  einer  ^öe^schen  Gleichung  des  Grades  w  —  1,  und  die  Gleichung  0{x)  =  0 
selbst  ist  imter  Adjunction  einer  dieser  Grössen  g  eine  ^fte^sche  Gleichung  des  nten 
Grades  also  in  der  That  auflösbar. 

§  7.   In  den  letzten  drei  §§  ist  —  n  als  Primzahl  vorausgesetzt  —  gezeigt 
worden,  dass  n  conjugirte  algebraische  Functionen  von  %  5R',  9?",  .  .  . 

in  jeder  Gleichung  p,t    e  tv_n 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  9i,  9?',  $R',  .  .  .  sind,  mindestens  nach 
einer  Anordnung  cyklisch  permutirt  werden  können,  dass  ferner  die  Grössen  |  als 
exflicite  algebraische  Functionen  von  %  9?',  $R",  .  .  .  dann  und  nur  daim  darstell- 
bar sind,  wenn  nur  eine  einzige  Anordnung  von  der  erwähnten  Beschaffenheit 
existirt.  Nimmt  man  gemäss  §  2  für  li ,  I2 ,  ...  I„  die  unbestimmten  Grössen 
x^,  X2,  .  .  .  Xn  und  für  %  9?',  9t",  .  .  .  die  elementaren  symmetrischen  Functionen 
f  1,  f  2,  .  .  .  f„  nebst  der  irgend  eine  eigenthche  Gattung  repräsentirenden  Function  g, 
so  folgt  erstens : 

jede  eigenthche  Gattung  g  ist  unter  einer  Gattung  cykhscher  Functionen 
enthalten,  muss  also  mindestens  nach  eiiiier  Anordnung  cykhsch  sein" 

und  zweitens: 

,, keine  andern  eigentKchen  Gattimgen  als  diejenigen,  welche  nur  unter 
einer  einzigen  Gattung  cyklischer  Functionen  enthalten  also  nur  einfach 
cyklisch  sind,  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  die  n  Grössen  x  selbst  sich 
als  esplicite  algebraische  Fmictionen  derselben  darstellen  lassen." 

Die  Gattung  niedrigster  Ordnung,  welcher  die  erwähnte  Eigenschaft  zukommt,  ist 
die  der  metacyklischen  Functionen.  Ein  lineares  Aggregat  von  Xo,  x-i  und  einer 
metacykUschen  Fimction  mit  unbestimmten  Coefficienten  gehört  zur  (?a?Ois'schen 
Gattung,  da  es  bei  keiner  Permutation  der  n  Grössen  x  ungeändert  bleibt,  imd  es 
ist  daher  jede  Grösse  x  eine  ganze  rationale  Function  von  zweien  derselben  mit 
metacykUschen  Coefficienten. 


88    EINIGE  ENTWICKELUNGEN  AUS  DER  THEORIE  DER  ALGEBRAISCHEN  GLEICHUNGEN 

§  8.  Da  die  metacyklisclien  Functionen  der  Wurzeln  einer  auflösbaren 
Gleichung  0{x)  =  O  rationale  Functionen  von  fR,  9?',  9^",  .  .  .  sind,  so  ist  jede 
Wurzel  eine  ganze  rationale  Function  von  irgend  zweien  derselben,  und  die  Coef- 
ficienten  dieser  Function  sind  rationale  Functionen  von  9?,  9^',  SR",  .  .  .  Diese 
Eigenschaft  der  Gleichung  <?(«)  =  0  ist  aber  auch  charahteristisch  für  deren  Auf- 
lösbarkeit; denn  wenn  in  den??.  —  2  Gleichungen 

sowohl  die  nach  der  Anordnung  %,  h,  iz,  ...  als  die  nach  der  Anordnung  0,  1,  2,  .  .  . 
genommenen  cyklischen  Permutationen  gemacht  werden  können,  so  folgt,  da 
io  =  0,  ii  =  1  ist,  die  Gleichung 

für 

Da  nun  unter  den  n  Differenzen  i  ^,  —  i  für  r  =  0,  1,  .  .  .  n  —  1  mindestens  zwei 

r  +  1  r  '       ' 

modulo  n  congruente  vorkommen  müssen,  so  folgt,  dass  für  solche  Werthe  von  r 
auch  alle  andern  Differenzen  i^^^  —  i^  einander  congruent  sein  müssen,  d.  h.  es 
müssen  zwei  Zahlen  r,  s  existiren,  wofür 

i  , ,  —  i  'z^  %  ,  .  —  i     mod.  n  u  =  i, 2, ...n-i) 

ist.  Setzt  man  hierin  h  :^-  h{r  —  s),  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  i^  i-  2,  ig  ^  3,  .  . . 
i„_i  ^n  —  1  sein  muss. 

III. 

Über  die  Classe  der  Gleichimgen,  von  denen  die  Theilung  der  elliptischen  Functionen 

abhängt. 

(Vgl.  meine  Mittheilung  im  Monatsbericht  von  1861  p.  609  sqq.)i) 

§  1.  Ist  »i  eine  ungrade  Primzahl,  und  legt  man  den  Indices  von  «,  j,  alle 
n  Werthe  modulo  n  bei,  so  ist  eine  bestimmte  eigenthche  Gattung  von  Functionen 
der  n^  Grössen  o;^  ^  dadurch  charakterisirt,  dass  dieselben  bei  allen  linearen  Trans- 
formationen der  Indices  ungeändert  bleiben  sollen.  Wird  diese  Gattung  mit  g  be- 
zeichnet, so  sind  also  deren  Permutationen  alle  diejenigen,  wofür 

li,k       '"  ca+l>k  +  e,ch  +  dk+/ 


•)  Bd.  IV,  S.  53  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'e  Werken.  H 
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übergeht.  Für  a,  b,  c,  d,  e,  f  sind  irgend  welche  ganze  Zahlen  zu  nehmen,  die  der  für 
die  Verschiedenheit  der  transformirten  Indices  nothwendigen  Bedingung  genügen, 
dass  ad  —  hc  nicht  durch  n  theilbar  sei.  Die  Anzahl  der  Werthsysteme  von  a,  h, 
c,  d,  e,  f  d.  h.  also  die  Anzahl  der  Permutationen  von  g  ist  demgemäss 

und  die  Zahl,  welche  die  Ordnung  von  g  angiebt, 

1  •  2  •  3  .  .  .  (/i  —  2)  («  +  1)  (n  +  2)  .  .  .  («-  —  2). 

Bedeutet  g'  die  Gattung,  deren  Permutationen  noch  an  die  Bedingung 

ad  —  bc  ^  1     mod.  n 

gebimden  sind,  so  ist  die  Anzahl  der  Permutationen  von  g'  der  {n  —  l)te  Theil  der 
Anzahl  der  Permutationen  von  g. 

§  2.  Eine  lineare  Function  von  Xoo,  Xoi,  Xio  und  g  mit  imbestimmten  Coef- 
ficienten  gehört  zur  Galois' sehen  Gattung,  weil  dieselbe  bei  keiner  Permutation  un- 
geändert  bleibt.  Denn  bei  den  Permutationen  von  g  gehen  Xqo,  Xqi,  a^o  über  in 

welche  nur  für  die  Werthe  a=  l,h  =  0,e  =  0,d  =  l,e  =  0,  f  =  0  mit  a^oo,  a^oi)  ^o 
identisch  werden.  Wendet  man  auf  Xqo,  Xqi,  a^io  die  Permutationen  von  g  an,  so 
sieht  man,  dass  überhaupt  eine  Uneare  Function  von  g  und  drei  Grössen 

zur  G^afeis'schen  Gattung  gehört,  voraiasgesetzt,  dass  die  Determinante 


1  1 

1 

hh' 

h" 

kk' 

k" 

nicht  durch  n  theilbar  ist.  Hieraus  folgt,  dass  für  die  durch  g  charakterisirte  Classe 
von  Gleichungen  alle  n^  Wurzeln  durch  je  drei  derselben,  deren  Indices  der  an- 
gegebenen Bedingung  genügen,  rational  ausdrückbar  sind. 

Wird  a;oo  selbst  adjimgirt,  so  resultirt  eine  Gleichung  des  Grades  n"  —  1 
für  die  übrigen  Grössen  x,  deren  Affect  mit  dem  im  folgenden  §  behandelten 
identisch  ist. 

L,  Kronecker's  Werke  IV  12 
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§  3.  Bedeutet  y^  ^  eine  Function  der  n^  Grössen  x  von  folgender  Art: 

Z]/(a;     ,a;„^.     ,,)  (p,9=o,i,2,...  n-i), 

WO  /  eine  ganze  Function  der  beiden  in  Parenthesen  eingeschlossenen  Grössen  x  be- 
deutet, so  erhält  man  bei  allen  Permutationen  von  g  genau  ?t-  —  1  Grössen 

y.    ,  {A,  A=  0,  1,  ■  . .  "  — 1,    ausgenommen    fi  =  I:  =  0)y 

welche  cyklische  Functionen  der  n^  Grössen  x  sind,  unter  deren  Adjunction  also  die 
Gleichungen  der  durch  g  charakterisirten  Classe  zu  Abel  sehen  Gleichungen  werden. 

Eine  beUebige  lineare  Transformation  der  Indices  von  x  ergiebt  eine  lineare 
homogene  Transformation  der  Indices  von  y  und  führt  daher  zu  einer  Gattung  & 
von  Functionen  der  Grössen  y,  welche  bei  allen  durch  den  Übergang  von 

charakterisirten  Permutationen  imgeändert  bleiben.  Die  Anzahl  dieser  Permuta- 
tionen ist  (n^  —  1)  (w^  —  n).  Eine  lineare  Function 

mit  unbestimmten  Coefücienten  v,  w  bleibt  bei  keiner  Permutation  ungeändert,  falls 
die  Determinante  j^  ^^z  i 

k  k'\ 

nicht  durch  n  theilbar  ist.  Es  sind  hiernach  bei  der  durch  &  charakterisirten  Classe 
von  Gleichungen  alle  Wurzeln  rationale  Functionen  von  je  zweien,  deren  Indices 
der  angegebenen  Bedingung  genügen. 

Wird  eine  Grösse  y,  z.  B.  ym,  adjungirt,  so  sind  nur  diejenigen  Permuta- 
tionen zulässig,  bei  denen 

übergeht.  Die  n  —  2  Grössen  «/jo,  yso,  ■  ■  ■  yn-i,o  sind  dann  rational,  die  übrigen 
n{n  —  1)  Grössen  y  aber  theilen  sich  in  w  —  1  Gruppen  von  ]e  n  Elementen 

Voic'  yik'  •  ■   ■   y„-Uk  (*=l,2,...n-l), 

und  wenn  eine  cyklische  Function  derselben  mit  rj^  bezeichnet  wird,  so  sind  deren 
cyklische  Functionen  rational,  wenn  die  Grössen  ■»]  dabei  in  der  durch  die  Potenzen 
irgend  einer  prhnitiven  Wurzel  g  von  n  bestimmten  Reihenfolge 
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genommen  werden.  Denn  bei  den  allein  gestatteten  Permutationen,  bei  denen 

übergeht,  geht  j;^  in  rj^^  über.  Die  Grössen  »;  werden  daher  selber  rational,  sobald 
für  die  Substitutionen  der  Indices  die  Bedingung  ad  —  hc  =  l  festgesetzt  d.  h.  also 
die  oben  mit  g'  bezeichnete  Gattung  an  Stelle  von  g  adjungirt  wird,  da  alsdann  d 
nothwendig  gleich  1  sein  muss.  Bei  den  Gleichungen,  von  denen  die  Theilung  der 
eUiptischen  Functionen  abhängt,  tritt  dies  ein,  wenn  die  nten  Wurzeln  der  Einheit 
in  den  Rationalitäts-Bezirk  mit  einbegriffen  werden. 

§  4.  Die  sämmtUchen  «^  —  1  Grössen  ?/.  ^  sondern  sich  in  Gruppen  von  je 
n  —  \  Elementen,  bei  denen  das  Verhältniss  der  beiden  Indices  h  :  k  mod.  n  einerlei 
Werth  hat.  Da  dieses  Verhältniss  die  Werthe 

1  :  0,0:1.  1  :  1,2:  1,  ...,»—  1  :  1 

haben  kann,  so  ist  die  Anzahl  jener  Gruppen  n  -f-  1.  Jede  cykhsche  Function  der 
71  —  1  Elemente  einer  Gruppe  in  der  durch  die  Potenzen  einer  primitiven  Wurzel  g 
bestimmten  Reihenfolge 

ist  also  Wurzel  einer  Gleichung  vom  Grade  n  —  1,  da  sie  mit  dem  Verhältniss  der 
beiden  Indices  ungeändert  bleibt.  Ist  z[  ^  eine  cyklische  Function  der  ^(»  —  1) 
Grössen 

y«,i'   yg''h,g^V  yg>li,g'k>    ■    •   •) 

und  wird  '         y       _ 

Ä,  k  ghf  gk  h,  k 

gesetzt,  so  ist  z]  ^  eine  cyklische  Function  aller  (w  —  1)  Grössen  jener  Gruppe,  und 

es  sind  also  i.       i.       >.       i.  i_ 

in  ^10'  rt  ^01'  it  ^11'  in  ^21'  ■  ■  ■  in  n-i.i 

die  Wurzeln  einer  Gleichung  2{n  +  l)ten  Grades.  Die  Classe  derselben  wird  durch 
eine  Gattung  von  Functionen 

-         -^(^lO-  ^01-  ^11'   •   •   •   ^n-l,l) 

bestimmt,  deren  Permutationen  durch  den  Übergang  von 

^/,,>:       ^n       ^alt  +  'jk,ch-t-dk 

charakterisirt  sind.  Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  vermöge  der  Definition  der 
Grössen  z  die  Relation 


mn,  mk 


-  O  ^'''. ' 


12* 
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besteht,  in  welcher  (™\  das  Legendr e' sehe  Zeichen  ist.  Die  Grössen  z,,  ^  gehen 
daher  bei  den  gestatteten  Permutationen  über  in 

f-i±^>,.     oder    f-^').-,„„ 

je  nachdem  hA-bk 

ch  +  dk  ~-z  0     oder     -,  T^r  ^^  r,       mod.  n 

ist.  —  Da  zig  nur  dann  ungeändert  bleibt,  wenn  c  ^  0  ist,  so  lassen  sich  die  meta- 
cyklischen^)  Functionen  der  n  Grössen 

Ü  2  2  2 

^01'  ^11'  ^21'   •   •   •   ■^«-1,1 

als  ganze  rationale  Functionen  von  z],,  darstellen,  deren  Coefficienten  Fimctionen 
der  Gattung  F  sind.  Die  durch  F  charakterisirte  Classe  von  Gleichungen  für  die 
n  -\-  1  Grössen  z^  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  eine  solche  Gleichung  unter  Ad- 
junction  einer  ihrer  Wurzeln  auflösbar  und  demgemäss  jede  der  n  +  1  Wurzeln  eine 
rationale  Function  von  dreien  ist. 

Jede  Permutation  der  Gattung  F,  welche  dem  Übergange  von 

S  ITl         Z 

h,k       ■'■"  ah  +  bk,ch  +  dk 

entspricht,  lässt  sich  aus  „elementaren"  zusammensetzen,  bei  denen  die  Indices 

{h,k)     in     {h  +  k,k),     {—k,h)     oder  in     {rh,  sk) 

übergehen.  Dabei  ist  rs  ^  ad  —  hc,  und  wenn  die  Zahl  t  so  bestimmt  wird,  dass 

t{ad  —  &c)  ^  1     mod.  n 

wird,  so  ist  rst^l.  Bei  den  drei  angegebenen  elementaren  Permutationen  ver- 
wandeln sich  nun  die  Grössen 

resp.  in  «,„,  z^^,  2,^,  ^ 

(;)^.o,   Q^c.    Ov. 

Ist  A  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  der  Gleichung,  welcher  die 
2{n  +  1)  Grössen  z  genügen,  so  ändert  A  das  Vorzeichen  nur  bei  einer  elementaren 

')  Vgl.  S.  86  und  Zusatz  27  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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Permutation  der  dritten  Art,  und  zwar  aucli  nur  dann,  wenn  t  oder  also  die  Sub- 
stitutionsdeterminante ad  ~  bc  quadratischer  Nichtrest  von  n  ist;  denn  das 
Product  . 

■'lO      ^01      ~n    •    •    •    ^n-I,l       ^ 

ist  eine  ganze  symmetrische  Function  der  Quadrate  der  Grössen  z.  Bedeutet  nun 
r'  die  Gattvmg  niedrigster  Ordnung,  unter  welcher  sowohl  F  als  A  enthalten  ist, 
und  welche  demnach  diirch  eine  Hneare  Function  vT  +  A  repräsentirt  werden  kann, 
so  sind  die  Permutationen  der  Gattung  f'  noch  an  die  Bedingung 

/ad  —  bc\ 


/ad  —  bc\  


1 


geknüpft,  und  diese  Permutationen  lassen  sich,  werm  ad  —  bci^  m^  ist,  aus  solchen 
zusammensetzen,  wobei 

z,  ,     in     z  .     ,     d.  h.  in     i-'')z,  , 

übergeht,  und  aus  solchen,  bei  denen  ad  —  bc^  1  ist,  oder  auch,  da  beUebige  Viel- 
fache von  n  den  Substitutionscoefficienten  a,  b,  c,  d  hinzugefügt  werden  können,  aus 
solchen,  bei  denen  ad  —  bc  =  1  ist.  Hiernach  lassen  sich  alle  Permutationen  der 
Gattung  r'  aus  jenen  elementaren  Permutationen  der  beiden  ersten  Arten  und  aus 
einer  Umwandlung  der  sämmtlichen  Vorzeichen  der  Grössen  z  zusammensetzen. 
Diese  Umwandlung  resultirt  aber  schon  aus  einer  Folge  von  zwei  elementaren  Per- 
mutationen der  zweiten  Art,  wenn  n  t^  3  mod.  4  ist,  während  andrerseits  für  n^l 
mod.  4  die  der  Substitution  a  =  d  ^  — 1,  6  =  c=0  entsprechende  Permutation 

der  Grössen 

\,    m    z_,,^_, 

eine  identische  wird.  Die  Anzahl  der  Permutationen  von  f  ist  desshalb  in  allen 
Fällen  gleich  n{)i'  —  1). 

Soll  zwischen  den  n  ->r  l  absoluten  Werthen  der  Wurzeln  einer  Gleichung, 
welche  der  durch  F'  charakterisirten  Classe  angehört  und  die  Unbekannte  nur 
quadratisch  enthält,  eine  Hneare  Relation  bestehen,  deren  Coefficienten  rationale 
Functionen  von  9?,  9}',  $R",  .  .  .  sind,  so  muss  dieselbe  bei  allen  Permutationen  der 
Gattung  F'  bestehen  bleiben.  Eine  solche  Relation  muss  daher  zuvörderst  homogen 
sein,  weil  eine  gleichzeitige  Umwandlung  der  sämmtUchen  Vorzeichen  der  Wurzeln 
gestattet  ist.  Wenn  ferner  die  n  +  1  Wurzeln,  entsprechend  den  Grössen  z,  mit 

^10'  ^01'   ^11'   ^21'    •   •   •   ^«-1,1 
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bezeichnet  werden,  so  folgen  aus  jeder  Relation 

(-M  cCj„  + i:c^Ci.,  =  o  (i=o.i -1) 

durch.  Anwendung  der  elementaren  Permutationen  die  Gleichungen 

(B)  cCi„+i:c,.C,^,,,  =  0  a.=o,......-i) 

(C)  cfoi  +  (^)'^o^io  +  2(n)^*^A-i  ==  ^-  U  =  l.S,....-l;U.-.-l). 

Wird  die  Gleichung  (B)  mit  co'"''  multiplicirt ,  und  wird  alsdann  über  alle  Werthe 
Ä  =  0,  1,  ...»  —  1  summirt,  so  ergiebt  sich,  wenn  co  =  e  "   ist,  die  Gleichung 

cC,„Sw""'  +  >]co-"''c,i]c<;"'''C,,  =  0  (.,i  =  o,i,. ,..-.) 

oder  für  m  =  0 

(D)  "^fio  +  ^^^^r^M^o 

und  für  alle  andern  Werthe  von  m 

(E)  f^       c^-^co     C,„  =  0. 

Der  erstere  der  beiden  Factoren  in  dieser  Gleichimg  (E)  kann  nur  dann  für  alle 
Zahlen  m  gleich  NuU  werden,  wenn  alle  Coefficienten  Ck  einander  gleich  sind.  Eine 
solche  Eigenschaft  bleibt  aber  bei  der  permutirten  Gleichung  (C)  nicht  erhalten,  und 
es  muss  daher  wenigstens  für  einen  Werth  von  m 


(F)  r""  ^M  =  o 


c*  =  o, 


sein.    Wird  auf  diese  Gleichung  eine  elementare  Permutation  der  dritten  Art  an- 
gewendet, so  verwandelt  sich  dieselbe  in 


oder  in  ^^    „,^,, 


und  durch  eine  elementare  Permutation  zweiter  Art  erhält  man  die  Gleichung 

h 

welche  wiederum  durch  elementare  Permutationen  erster  Art  in 

(^)f..+2(':)«''"'fv*...=o 
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übergeht.  Wird  endlich  hierm  über  k  =  0,  l,  .  .  .  n    -  l  summirt,  so  kommt 

(^)"Cio+2'(¥)'""'*'?'*i  =  ^  (*.i  =  o.i,....-i). 

oder.wen.  2(t)<.-^©. 

gesetzt  imd  ako  q^  =  (~^)n  ist, 

Die  Voraussetzung  irgend  einer  zwischen  den  Wurzehi  ^  bestehenden  hnearen  Rela- 
tion führt  also  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  J(w  +  1)  Gleichungen 

(G)  O^fxo-?c,,  =  o,  ?a,-^c.,^o  C::;;::::j;U) 

entweder  für  m  =  1  oder  für  einen  quadratischen  Nichtrest  m  bestehen  müssen,  für 
den  z.  B.  eine  primitive  Wurzel  g  genommen  werden  kann.   Setzt  man  nun 

öo=-OC,„     und     Ö,  =  2a,"-C,,       .  (.=.....  -D, 

so  verschwinden  alle  diejenigen  Grössen  ö,  deren  Index  quadratischer  Rest  ist,  und 
die  Grössen  C  sind  in  folgender  Weise  durch  die  i  («  -^  1)  Grössen  6  dargestellt: 

(H)  c,,=  ~i^)e„     n^,^=ge,-^i:co-'"''e^  (.=  .....,-.). 

Setzt  man  diese  Werthe  der  Grössen  C  in  irgend  eine  Relation  ein,  welche  durch  eine 
der  gestatteten  Permutatiouen  aus  den  Gleichungen  (G)  herv^orgeht,  so  findet  sich 
dieselbe  identisch  erfüllt.  Die  gestatteten  Permutationen  führen  also  nur  zu  linearen 
Verbindungen  der  Gleichungen  (G),  und  es  zeigt  sich  daher,  dass  die  zwei  den 
Werthen  7n  =  1  und  m  =  g  entsprechenden,  mit  (G)  bezeichneten  Systeme  von 
linearen  Relationen  als  die  einzigen  anzusehen  sind,  welche  für  die  Wurzehi  C  be- 
stehen können. 

Xu n mehr  soll  gezeigt  werden,  dass  in  jeder  Gattung  von  Gleichungen,  welche 
zu  der  durch  r'  charakterisirten  Classe  gehören,  Gleichungen  existiren,  deren  Wurzeln 
die  linearen  Relationen  (G)  in  der  That  erfüllen.   Setzt  man  nämhch 

und  sucht  die  Coefficienten  g  so  zu  bestimmen,  dass  die  Functionen 

f(ho)'  /(-'oi)' /('!>).  ■■•/(^.-...) 
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den  linearen  Relationen  (G)  genügen,  so  erhält  man  für  die  (n  +  1)  Grössen  g  das 
System  von  \(n.  +  1)  Gleichungen 

^      '  v^         -^       mr-'h     2i  +  l  rt  Vi  =  0,  1,  ...71        /' 

i    ^<-    h  *> 

welches  die  Eigenschaft  hat,  bei  allen  Permutationen  der  Gattung  F'  ungeändert 
zu  bleiben.  Es  bestimmen  sich  also,  wenn  nur  irgend  eine  der  Determinanten  von 
der  Ordmmg  |('/i  +  1 )  von  Null  verschieden  ist,  die  Grössen  g  selbst  als  Functionen 
der  Gattung  F' ,  und  es  gehört  alsdann  /(C,,  J  als  algebraische  Function  der  Grössen 
5R  in  der  That  zu  derselben  Gattung  wie  C^^  selbst.  Dass  aber  die  bezüghchen 
Determinanten  nicht  sämmthch  verschwinden  köimen,  wenn  alle  n  -\-  \  Grössen  2" 
oder  f  ^  von  einander  und  von  Null  verschieden  sind,  lässt  sich  in  folgender  Weise 
darthun.  Fügt  man  den  \{n  +  \)  Gleichungen  (K)  noch  andere  |(»  +  1)  hinzu, 
nämhch:  -v-.      «i  +  i      „ 

*   ^*   *"  //,  =  0,1,...«-1\ 

■V^    V,m»A    St-hl  y  U  =  0,l,...n       j' 

wo  s  alle  quadratischen  Nicht reste  von  n  bedeutet,  so  ist  das  System  der  (n  +  1)^ 
Coefficienten  von  den  n  +  1  Grössen  g^c  zusammengesetzt  aus  den  beiden  Systemen 

10        'Ol        '11        '    •   •  •  "«-^1,1  '  ' 

und  1, 0, 0,  0,  ...  0 

e)«..i.i,    I.    ...1 

,   1,    W    ,  CO       ,  .   .    .  W 

0-1  2"!  4  m  2lit  —  l)itt 

,1,(0,        CO     ,  .  .  .  tv 


n    -1  («-l)"i         2(ii-l)m  (>i-l)'m 

0,1,  CO  ,C0  ,  .  .  .  co'  , 

deren  Determinanten  unter  der  gemachten  Voraussetzimg  von  Null  verschieden  sind. 

Die  Bedeutung  des  hier  vollständig  hergeleiteten  Resultats  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  habe  ich  bereits  in  meiner  Mittheilung  vom  27.  Juni  1861 
(Monatsbericht  pag.  615)')  dargelegt,  und  ich  behalte  mir  vor,  in  einer  folgenden  Mit- 
theilimg  darauf  zurückzukommen  imd  andere  analoge  Resultate  zu  entwickeln. 


•)  Bd.  IV,  S.  Gl  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'ä  Werken.  H 
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ÜBEE  DIE  SYMMETRISCHEN  FUNCTIONEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  15.  November  1880.] 

Bei  meinen  Universitäts -Vorlesungen  über  die  Theorie  der  algebraischen 
Gleichimgen  bin  ich  darauf  geführt  worden,  eine  erzeugende  Function  für  die  ganzen 
symmetrischen  Functionen  von  n  Veränderlichen  zu  bilden,  welche  vor  jener  von 
Borcliardt  im  Monatsbericht  vom  März  1855^)  aufgestellten  Function  nicht  nur  die 
weit  grössere  Einfachheit  sowie  das  voraus  hat,  dass  die  dem  Gegenstande  ferne 
Determinanten-Theorie  nicht  mit  hereingezogen  wird,  sondern  überdies  den  wesent- 
hcheren  Vorzug  besitzt,  dass  die  einzelnen  symmetrischen  Fimctionen  ohne  Zahlen- 
factoren  als  Entwickelungscoefficienten  auftreten.  Denn  dass  bei  dem  a.  a.  0.  mit 
6  bezeichneten  Ausdrucke  die  symmetrischen  Functionen,  mit  überflüssigen  Zahlen- 
factoren  behaftet,  als  Entwickelungscoefficienten  erscheinen,  macht  sich  in  der 
angeführten  Notiz  selbst  als  ein  Ubelstand  geltend,  indem  beinahe  die  Hälfte  der- 
selben dem  Nachweise  gewidmet  ist,  dass  jene  Zahlenfactoren  in  den  Entwickelungs- 
coefficienten der  erzeugenden  Function  als  Theiler  enthalten  sind. 

* 

I.  Bedeuten  fi,  fa,  •  ■  •  fm  die  durch  die  Gleichung 

definirten    ,, elementaren"    symmetrischen    Functionen    von    x^,  Xo,  .  .  .  x^    und 
9i>  92J  •  •  •  Sn  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  von  y^,  y^,  .  .  .  ij^,  &o  ist 

k  =  n  i=  m 

(A)       77(1  +\,y,+  hf,  +  ---  +  Lvi)  =  77(1  -f  g,^,  +  g^^;  +  .■■  +  g,x;), 

i  da  das  eine  wie  das  andere  dieser  beiden  Producte  aus  der  Entwickelung  des  Doppel- 

A         k 

;  hervorgeht,  je  nachdem  die  Multiphcation  in  Beziehung  auf  i  oder  in  Beziehung  auf 
k  ausgeführt  wird. 

•)  Bor-chardt,  Werke,  S.  99.  H 

13* 
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Bei  der  Entwickelung  des  Products  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (A) 
treten  alle  jene  einfachsten  Typen  symmetrischer  Functionen  von  Grössen  y,  aus 
denen  sich  alle  symmetrischen  Functionen  additiv  zusammensetzen  lassen,  als 
Factoren  der  verschiedenen  Gheder 

auf.  Der  Factor  eines  solchen  Ghedes  ist  nämhch  die  Summe  aller  derjenigen  Pro- 
ducte  von  Potenzen  der  Grössen  y,  welche  aus 

durch  Permutation  von  y^,  y2,  .  ■  .  y„  entstehen  und  unter  einander  verschieden 
sind,  also  eine  ganze  ganzzahhge  symmetrische  Function  der  Grössen  y,  welche  mit 

bezeichnet  werden  soll.  °' '^''^'' 

Das  Product  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (A)  muss,  als  Function 
der  m  Grössen  x  betrachtet,  ebenso  wie  das  Product  auf  der  linken  Seite  eine  ganze 
ganzzahlige  Function  der  m  elementaren  symmetrischen  Functionen  dieser  Grössen 
X  sein.  Es  müssen  also  auch  die  einzelnen  ganzen  ganzzahligen  Functionen  der 
Grössen  x,  welche  als  Factoren  der  verschiedenen  Glieder 

„p ,%"  ^^  • 

9;9,9,  •  •  • 

in  der  Entwickelung  des  Products  rechts  auftreten,  ganze  Functionen  der  elemen- 
taren symmetrischen  Functionen  fi,  f2  .  . .  f™  sein.  Doch  bedarf  es  für  diese  Schluss- 
folgerung des  Nachweises,  dass  jene  verschiedeneu  Gheder  g;  g"  q]  ■  ■  .  von  einander 
linear  iinabhängige  Functionen  der  Grössen  y  sind,  d.  h.  dass  die  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  selbst  von  einander  unabhängig  sind.  Nimmt  man  überdies 
als  bewiesen  an,  dass  die  verschiedenen  Producte  von  Potenzen  der  elementaren 
symmetrischen  Functionen  auch  im  Sinne  der  Congruenz  für  irgend  einen  ganzzah- 
ligen Modul  von  einander  hnear  unabhängig  sind,  dass  also  eme  ganze  ganzzahhge 
Function  von  fi,  f»  •  •  •  fm  nur  dann  eine  durch  die  Zahl  f  theilbare  ganze  ganzzahhge 
Function  von  Xi,  x^,  .  .  .  x^,  sein  kann,  wenn  auch  alle  Coefficienten  der  einzelnen 
Gheder  !„  f  j  f^  •  •  •  durch  p  theilbar  sind,  so  folgt,  dass  jene  Factoren  der  Gheder 

n     a     T 
8r  Dj  ö^  •   ■   •  ' 
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als  ganzzahlige  Functionen  der  Grössen  x  aucii  gauzzaMige  Functionen  der  Grössen 
f  sein  müssen.  Das  Product  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (A)  lässt  sich  daher 
ebenso  wie  das  auf  der  linken  in  ein  Aggregat  von  GUedern 

la   l6   !<• 

entwickeln ;  die  Coefficienten  erscheinen  aber  hier  als  ganze  ganzzahlige  Functionen 
der  H  Grössen  g  und  ergeben  also  die  allgemeinsten  symmetrischen  Functionen  der 
Grössen  y,  welche  die  Coefficienten  der  Entwdckelung  links  büden,  durch  die  n 
elementaren  symmetrischen  Functionen  g  als  ganze  ganzzahhge  Functionen  der- 
selben ausgedrückt. 

Dass  eine  ganze  Function  der  elementaren  symmetrischen  Functionen  nicht 
gleich  Null  und  dass  eine  ganze  ganzzahlige  Function  derselben  auch  nicht  für 
irgend  einen  ganzzahhgen  Modul  congruent  Null  werden  kann,  folgt  zimächst  durch 
Inductionsschluss.  Denn  wenn  eine  ganze  Fimction  der  m  +  l  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  von  Xq,  x^,,  X2,  .  .  ■  Xm 

^0  "i"  Ti >  ^0  ti  +  T2.J  •  •  • .  a^o  T,„_i  +  !,„'  ^0  T,„ 
gleich  oder  congruent  Null  sein  soll  und  deren  Gheder  höchster  Dimension  {d)  bilden 
das  Aggregat  ^^^^^^^      (.„+  f,y  (.„f,  +  g^(.J.+  f,)'-  ■  . 

in  welchem  r  =  d  —  s— t  —  ■•■  ist,  so  muss 

^c^,..,  XX--- 

als  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  Xq  gleich  oder  congruent  Null  sein,  und  es 

muss  also,  da  die  zu  beweisende  Eigenschaft  für  die  Functionen  von  m  Grössen 

Xi,  X2,  .  .  .  a?m  vorausgesetzt  werden  kann,  auch  jeder  einzelne  Coefficient  C  selbst 

gleich  oder  congruent  Null  sein.  Eben  diese  Eigenschaft  lässt  sich  auch  ganz  einfach 

erschliessen,  wenn  ,i_i 

X.  =  v" 

und  g  hinreichend  gross  (bei  den  obigen  Bezeichnungen  grösser  als  n)  genommen 
wird.  Dann  gehen  nämhch  die  einzelnen  Ausdrücke 

f "  f '"  V.  .  ■ 

in  ganze  ganzzahhge  Functionen  von  v  über,  welche  von  lauter  verschiedenen  Graden 
sind  und  sämmthch  als  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  v  die  Einheit  haben. 
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Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  sich  die  obige  Entwickelung 
noch  vereinfacht,  wenn  man  die  Darstellbarkeit  der  symmetrischen  Functionen 
mittels  der  elementaren  für  weniger  als  n  Grössen  voraussetzt.  Nimmt  man  nämhch 
m  =  n  —  1,  so  folgt  dann  unmittelbar,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (A),  als 
symmetrische  Function  der  (n  —  1)  Grössen  x,  sich  als  ganze  ganzzahlige  Function 
der  Grössen  f  und  g  darstellen  lässt.  Die  Entwickelung  dieser  Function  ergiebt  alle 
jene  symmetrischen  Functionen  der  n  Grössen  y  als  Factoren  der  einzelnen  Gheder 
f "  f*  f^ .  .  .  Dass  hierbei  nur  solche  symmetrische  Functionen  auftreten,  in  denen 
die  Exponenten  a,  b,  c,  .  .  .  kleiner  als  n  sind,  thut  der  Allgemeinheit  keinen  Eintrag, 
da  jede  ganze  Function  einer  der  Grössen  y  mittels  der  identischen  Gleichung 

2/, -9,2/t      +022/*     ±9„=0 

auf  den  [n  —  l)ten  Grad  zu  reduciren  ist.  Die  Gleichung  (A)  enthält  hiernach  einen 
sehr  einfachen  Inductionsbeweis  für  den  Satz,  dass  jede  symmetrische,  ganze,  ganz- 
zahhge  Function  von  y^,  y..,  ■  ■  ■  yn  sich  als  ganze  ganzzahhge  Function  der  n  ele- 
mentaren symmetrischen  Functionen  g  darstellen  lässt. 

IL  Substituirt  man  in  der  Gleichung  (A)  für  x.  den  Werth  v''  ,  so  erweist 
sich  das  Product 

(B)  /7  (l  +  g,/  +  Q,v'''  +■■■  +  Q^')  (-0, 1.  V ..) 

als  eine  erzeugende  Function  der  symmetrischen  Functionen  von  yi,  y^,  .  .  .  y„  in 
dem  Sinne,  dass  jene  einfachsten  Typen  symmetrischer  Functionen  der  Grössen  y, 
welche  oben  mit  /a  b  c      \ 

\a,  ß,y,  ■  ■  J 

bezeichnet  worden  sind,  durch  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  g  aus- 
gedrückt, als  Coefficienten  der  Entwickelung  nach  denjenigen  ganzen  Functionen 

von  V  erscheinen,  welche  aus  ,„  .i  ^y 

L  lii  ic  ■  ■  ■ 

durch  die  Substitution  x,  =  w'      hervorgehen. 

Der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  v  in  f"  f'J  f  ^  •  •  •  ist 

^ZUl  (cg"  +  ßg  +Y9  ^ a  —  ß  —  y ), 

und  der  Coefficient  dieser  Potenz  von  v  ist  gleich  Eins.  Diese  Exponenten  sind  für 
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verschiedene  Systeme  r'  ö'^'  " ')  von  einander  verschieden,  und  man  kann  daher 
die  Functionen  /,,  h  r      \ 

\a,  ß,y,..  .1 

nach  der  Grösse  dieser  Exponenten  geordnet  annehmen.  Nun  hat,  wenn  das  Pro- 
duct  (B)  nach  Potenzen  von  v  entwickelt  wird,  eben  jene  Potenz,  deren  Exponent 

^zri  («g"  +  ßg'  +79  ^ a  —  ß  —  y ) 

ist,  als  Factor  eine  ganze  Hneare  ganzzahhge  Function  von  Functionen  S,  in  welcher 

~  la,  b,  c,  .  .  A 
®(a.^.V....) 

selbst  den  Coefficienten  Eins  hat,  und  im  Übrigen  nur  solche  Functionen  vor- 
kommen, welche  bei  der  angenommenen  Reihenfolge  der  Function  S  P'  o  '^'  " ') 
vorangehen.  Wird  dieser  Factor  mit 

r,  fa,  b,  c,  .  .  .\ 
^{a,ß,y,...) 

bezeichnet,  so  bilden  die  Functionen  S  offenbar  eine  Reihe  von  symmetrischen 
Functionen  der  Grössen  y,  welche  die  Reihe  der  Functionen  ©  vollständig  zu  er- 
setzen geeignet  ist,  da  jede  ganze  ganzzahlige  symmetrische  Function  der  Grössen 
y  als  ganze  ganzzahhge  lineare  Function  der  Functionen  S  dargestellt  werden  kann. 
Das  iinendhche  Product  (B)  erweist  sich  daher  schließhch  auch  in  dem  gewöhn- 
Uchen  Sinne  des  Wortes  als  eine  ,, erzeugende  Function"  der  symmetrischen  Func- 
tionen, indem  bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  v  die  sämmtlichen  zur 
hnearen  Darstellung  aller  symmetrischen  Functionen  erforderhchen  und  ausreichen- 
den Functionen  S  als  Factoren  bestimmter  Potenzen  von  v  auftreten. 

Das  angegebene  Resultat  gewinnt  an  Übersichthchkeit,  wenn  man  das  Ghed 
von  ®(q'o'!'  ))  aus  welchem  die  übrigen  durch  Permutation  entstehen,  mit 
y\'  yf---  yl"  bezeichnet,  so  dass  einfach 

/a,6c,..A.^    ,,._,, 

\a,ß,y,  .  .  J  (■)  ^'1    '":  -''n 

wird,  wo  ^l,  i^,  .  .  .  i„  irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  1,2,  ...  n  bedeutet  und 
die  Summation  auf  alle  diejenigen  Permutationen  (i)  zu  erstrecken  ist,  bei  welchen 
die  zu  summirenden  GHeder  von  einander  verschieden  sind.  Die  Beziehung  zwi- 
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sehen  den  Bezeichnungsweisen  auf  den  beiden  Seiten  der  Gleichung  ist  die,  dass 

n  —  a  —  ß  —  y— ...  Exponenten  q  den  Werth  Null,  «  Exponenten  q  den  Werth  a, 

ferner  ß  den  Werth  b  haben  u.  s.  f.  Setzt  man  nun  formaler  Vereinfachung  wegen 

1—1 
V  =  u      , 

so  sind  bei  der  Entwickelung  des  Products  (B)  die  symmetrischen  Fmictionen 

und  zwar  als  ganze  Functionen  von  öi»  02»  •  •  •  Ön  ausgedrückt,  mit  ganzen  Functionen 
von  u  multiphcirt,  die  nach  steigenden  Potenzen  geordnet  mit  dem  Ghede 

anfangen.  Eben  diese  Potenzen  von  u  sind  es  ferner,  welche,  wenn  das  Product  (B) 
nach  steigenden  Potenzen  von  u  entwickelt  wird,  mit  symmetrischen  Functionen 
von  der  Form 

E  7/'-  2/'' .  .  .  f."  +  C  S  «'"'  y'^ .  .  .  2/'"  +  C"  S  /'/'.  .  .  2/'"+  •  •  • 

multiplicirt  erscheinen,  wo  die  Coefficienten  C',  C",  .  .  .  ganze  Zahlen  sind  und  bei 
der  durch  die  Grösse  der  Zahlen 

<r  +  ff'"  +  •  •  •  +  ff"" 

bestimmten  Reihenfolge  die  Exponentensysteme  {q),  {q),  .  .  .  dem  Exponenten- 
system (q)  vorangehen.  Genti,u  dieselbe  Reihenfolge  der  Exponentensysteme  wird 
durch  die  Folge  der  Zahlen 

bestimmt,  wenn  die  einzelnen  Exponenten  q  so  geordnet  sind,  dass  stets  g^  ^  q^^^ 
ist,  und  wenn  h  grösser  als  der  grösste  in  den  zu  vergleichenden  Systemen  vor- 
kommende Exponenten- Werth  angenommen  wird. 

Die  Entwickelung  des  unendlichen  Products  (B)  ergiebt  die  Reihe 


l'„      V,      •', 


wo  jede  der  unendlich  vielen  Summationen  auf  die  Werthe  A  =  0,  1,  2,  ...»  zu  er- 
strecken und  (lo  =  1  zu  setzen  ist.  Nimmt  man  die  Grösse  g  gleich  n  +  1,  so  reprä- 

sentirt  der  Ausdruck  ,  .       -,  . 

»'o  +  »"iff  +  ^ff  H 
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alle  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  in  dem  Zahlensystem  mit  der  Grundzalil  {n  f  1) 
d.  h.  also  in  dem  Zahlensystem,  wo  10  die  Zahl  1  +  n  bedeutet,  und  die  Zahlen 
'o.  'i)  ''2j  •  •  •  bilden  die  einzelnen  Ziffern  der  dargestellten  Zahl.  Hiernach  ist  der 
Factor  jeder  einzelnen  Potenz  von  v  in  der  Entmckelung  des  Products  (B)  einfach 
durch  die  Ziffern  zu  bestimmen,  aus  denen  der  Exponent,  wenn  er  in  dem  System 
(10  =  1  +  n)  dargestellt  wird,  besteht.  Sind  nämhch  q  Ziffern  gleich  r,  ferner 
a  Ziffern  gleich  s,  ferner  t  Ziffern  gleich  t  u.  s.  f.,  so  ist  jener  Factor 

p     (7     r 
9r  S,  9/    •  •  •  ■ 

Wenn  andrerseits  das  Product  (B)  nach  den  verschiedenen  Functionen 

entwickelt  ward,  so  ist  jede  derselben  mit  einer  Reihe  von  allen  denjenigen  Potenzen 
von  V  multipHcirt,  deren  Exponenten,  in  dem  Zahlensystem  (10  =  1  —  n)  dar- 
gestellt, aus  genau  denselben  Ziffern  bestehen.  Der  kleinste  dieser  Exponenten  ist 
derjenige  Ausdruck  ^^  ^  v^^  +  r^/  H , 

in  welchem  Vo  ^  vi  ^  v^  ^  .  .  .  ist.  Bestimmt  man  diesen  Bedingungen  genügende 
Zahlen  v  so,  dass  „_,.      ^^        ^      „^^^ 

a— 1 '      a  —  1  a 


''a=''a  +  l=---    =    *'6-l'    \-,-\  =   ß 


V    =  V  =  •  .  .  =  1'  1*  =   yl 


(o<6<c<-<l) 


also 

\_,  =  a  +  ß  +  v  +  ---  +  ^,  ^_i  =  ß  +  y  +  ---  +  ^-, ",_,  =  r +  •••  +  ^,  ■■■v,_,=  ?. 

wird,  so  sind  v^,  v^,  .  .  .  v^_^  die  Ziffern  der  im  Zahlensysteme  (10  =  1  +  n)  dar- 
gestellten Zahl         1 

g^n  ("9  +  ßg  +Y9  -> a—ß  —  y ), 

d.  h.  des  Exponenten  derjenigen  Potenz  von  v,  welche  die  oben  mit 

r,  (a,b,c,  .  .  .l\ 

bezeichnete  symmetrische  Function  der  Grössen  y  zum  Factor  hat.  Diese  Func- 
tionen S  sind  daher,  durch  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  g  ausge- 
drückt, gleich  einfachen  Producten 

n"  (i'""  n°~'  ft'~* 

"cr  +  ,'i+r+  ■  +1^  °,i  +  r  +  -  ■  +/.">•+■+<■■■  w.     ' 

L.  Kronecker's  Werke  IV  14 
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und  jede  ganze  ganzzahlige  symmetrische  Function  der  Grössen  y  ist  daher  als 
ganze  ganzzahlige  lineare  Function  solcher  Producte  von  Qi,  92,  .  .  .  darstellbar. 

Geht  man  von  den  durch  die  obige  Gleichung 

\a,ß.y,  .  .  .)J  ^'1  •'h  •''„ 

bestimmten  Exponenten  q  aus,  so  sind  die  Zahlen  v  dadurch  zu  definiren,  dass  für 
r  =  1,2,  ..  .1  stets  genau  r,.  ^  —  v^  Exponenten  q  den  Werth  r  haben  und  dass 


r,  =  0  sein  soll. 


Die  Festsetzung  einer  durch  ein  gewisses  Princip  bestimmten  Ordnung  und 
Reihenfolge  für  die  ganzen  Functionen  m.ehrerer  Variabein  ist  einer  der  wesentlichsten 
Punkte  in  den  vorstehenden  Entwickelungen.  Sie  schliessen  sich  damit  jenen  Be- 
trachtungen an,  mittels  deren  Gauss  im  4.  Abschnitt  seiner  am  7.  Dec.  1815  der 
Göttinger  Societät  überreichten  Abhandlung  (Bd.  III.  S.  36.  der  gesammelten 
Werke)  den  Nachweis  geführt  hat,  dass  jede  ganze  ganzzahlige  symmetrische  Func- 
tion sich  als  ganze  ganzzahlige  Function  der  elementaren  symmetrischen  Functionen 
darstellen  lässt,  und  ich  will  diesen  Zusammenhang  mit  den  Gauss'schen  Betrach- 
tungen sowie  die  eigentliche  Quelle  derselben  durch  näheres  Eingehen  auf  die  dabei 
leitenden  allgemeineren  Gesichtspunkte  noch  im  Folgenden  klar  legen. 

III.  Die  verschiedenen  Systeme  von  je  m  Elementen,  welche  aus  m  Reihen 
von  Elementen  dadurch  zu  bilden  sind,  dass  das  Ä;te  Element  jedes  Systems  aus  der 
Ä;ten  Reihe  entnommen  wird,  können  in  einer  Weise  geordnet  werden,  bei  der  einer- 
seits die  Aufeinanderfolge  der  Elemente  innerhalb  jeder  einzelnen  Reihe,  andrerseits 
die  Aufeinanderfolge  der  m  Reihen  massgebend  ist,  nämlich  so,  dass  von  zwei 
Systemen  dasjenige  dem  andern  vorangeht,  dessen  erstes  Element  das  innerhalb  der 
ersten  Reihe  voranstehende  ist,  und  falls  die  ersten  (k  —  l)  Elemente  des  einen 
Systems  mit  den  entsprechenden  des  andern  übereinstimmen,  dasjenige,  dessen  Ä;tes 
Element  innerhalb  der  ^ten  Reihe  vor  ansteht. 

Die  Elemente  jeder  einzelnen  Reihe  werden  unter  einander  verschieden 
vorausgesetzt,  aber  die  Elemente  der  verschiedenen  Reihen  können  ganz  oder 
theilweise  mit  einander  identisch  sein.  Werden  die  Elemente  der  kten  Reihe  mit 
o*,  hk,  c,:,  .  .  .  bezeichnet,  so  lässt  sich  die  angegebene  Anordnung  von  Systemen 

(«j,  ttjj,  «3,  .  .  .),   (öj,  «2,  63,  .  .  .),  (a,,  b^,  «3,  .  .  .),  (flj,  tj,  fcg,  ...),... 
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einfach  als  die  lexikographische  oder  alphabetische  charakterisiren.  Wenn  aber  jede 
der  m  Reihen  aus  den  g  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  gr  —  i  besteht,  so  erscheinen  die 
Systeme  von  m  Zahlen  ir    r    r  r  \  ,  «  ,  ,> 

bei  jener  Anordnung  nach  der  Grösse  der  Werthe  von 
oder  von 

m  —  1      r  »1  —  2     .  wi  —  3     I  , 

h9        +^2g        -r  TaSf        H h  r^ 

geordnet,  also  nach  der  Grösse  der  in  dem  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  g  durch 
die  Ziffern  {r^  r.  .  .  .  r„)  repräsentirten  Zahlen. 

IV.  Geht  bei  der  dargelegten  Anordnung  ein  System  ganzer  nicht  negativer 
Zahlen  (rj, r^, . .  .r„)  einem  andern  Systeme  (Sj, Sj,  •  •  •  «m)  voran,  so  kann  füghch  der 
erstere  der  beiden  Ausdrücke 

Xj  Xj    .  .  .  X^^  ,        Xj  Xj  .  .   .  x^^ 

als  der  von  niederer  Ordnung,  der  letztere  als  der  von  höherer  Ordnung  gelten.  Die 
Ordnung  einer  behebigen  ganzen  Function  von  a:i,  Xi,  .  .  .  x^  d.  h.  also  eines  Ag- 
gregates von  einzelnen  Ghedern         *,  t,         * 

'^     °  X,  X,  .  .  .  X'" 

möge  durch  diejenige  des  Ghedes  höchster  Ordnung  und  demnach  durch  dessen 
Exponenten- System  bestimmt  sein.  Dann  sind  die  Ordnungen  synmietrücherYuiic- 
tionen  durch  Exponenten- Systeme 

bestimmt,  bei  denen  ti^t-i^t^^-  ■  -^t^  ist. 

Ist  irgend  eine  ganze  Function  f{xi,  x^,  .  .  .  x„,)  von  der  Ordnung  (^i,  U,  ■  ■  ■  tm), 
und  wird  die  ganze  Zahl  g  so  gross  gewählt,  dass  die  Function  /  in  Bezug  auf  jede 
der  VariabeLn  x  von  niederem  Grade  als  g  ist,  so  geht  bei  der  Substitution 

2;     _-    ,  ^»  (Ä  =  l,  2,...  m) 

h  h 

f{xi,  Xi,  .  .  .  x„)  in  eine  ganze  Function  von  v  vom  Grade 

hg     +^9     +■■■+  L 

über,  und  die  verschiedenen  einzelnen  Gheder 


1,'a;,  .  .  .  X  " 

18  m 


14* 
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aus  denen  f{xi,X2,...x„)  zusammengesetzt  ist,  liefern  ebenso  viel  verscMedene 
Potenzen  von  v,  da  für  je  zwei  verschiedene  Systeme 

(rj,r,....rj,     (Sj,s,,  ...sj 
auch  die  Zahlen 

m  —  1     ,  m  —  2     ,  ,  7?i  —  1     I  Hl  —  2     I  , 

^(7        +  r^g-       +  •  •  •  +  r„,  s^g       +  s^g       J +  s„ 

von  einander  verschieden  sind. 

V.  Sind  Vi,  V'2)  •  •  -y,  ganze  ganzzahhge  lineare  Functionen  von  v  Elementen 
9?!,  9?2,  •  •  •  9',)  so  kann  man  die  beiden  Elementen- Systeme  als  äquivalent  bezeichnen, 
wenn  die  Substitutions-Determinante  gleich  Ems  ist,  und  also  auch  die  Elemente  q> 
als  ganze  ganzzahlige  lineare  Fimctionen  der  v  Elemente  tp  darzustellen  sind.   Ist 

im  Besonderen  V.-- <P.+ ^c^^V,  <«  =  i.v..v,.=i.s,. ..«-„, 

und  sind  die  Coefficienten  c  ganz,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Elemente  9?  als 
ganze  ganzzahlige  hneare  Functionen  von  Vi,  v'2,  •  •  •  v,,  darstellbar  sind.  Nimmt 
man  nun  für  die  Elemente  w  die  verschiedenen  einzelnen  Glieder  x]'  x*' .  .  .  cc*"", 
welche  in  einer  bestinmiten  ganzen  ganzzahligen  Function  f{xi,  x^,  .  .  .  a;„,)  vor- 
kommen, so  sind  die  Elemente  v'  des  andern  Systems  als  ebensoviel  ganze  ganz- 
zahhge Functionen  der  verschiedenen  Ordnungen  (Ai.Ä-a, .  .  .Ä-„,)  zu  charakterisiren, 
in  denen  das  Ghed  der  höchsten  Ordnung  d.  h.  das  für  die  Ordnung  massgebende 
Ghed  den  Coefficienten  Eins  hat.  Wenn  ferner 

fej,  fcj,  .  .  .  fc^ 

lauter  Systeme  von  Zahlen  bedeuten,  für  welche  Ai  ^  äJj  ^  ä^s  ^  •  •  •  ^  ^m  ist,  und 
zwar  sowohl  ein  bestimmtes  solches  System 

als  auch  die  sämmtlichen  Systeme,  welche  diesem  vorangehen,  so  sind  die  beiden 
Systeme  symmetrischer  Functionen 

-5'a;*'  X' .  .  .  x'"'     und     f *'  ~  *'  f !'  "*'■••  f *'" 

einander  äquivalent  und  beziehungsweise  für  die  Systeme  95  und  y  zu  nehmen, 
vorausgesetzt,  dass  die  Summation  nur  auf  alle  diejenigen  Permutationen  (i)  der 
Zahlen  1,  2,  ...  m  erstreckt  wird,  für  welche  die  einzelnen  Glieder  von  einander  ver- 
schieden sind.  Für  jedes  bestimmte  Exponenten- System  {k^,  ki,  ■  ■  ■  k,,,)  ist  nämhch 
die  Differenz  .*.-*,  a-a,        .«■„,       v  t,    *,  *„. 


f'-"'fr  '■  ..v--^x'x''.'...x''. 
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eine  ganze  ganzzahlige  symmetrisclie  Function  niedrigerer  Ordnung,  also  eine  ganze 
ganzzahlige  Hneare  Function  von  Ausdrücken 

^X     X     .  .  .  x."". 
(i)      '■      •^  'm 

deren  Exponenten-Systeme  (Äj,  Äj,  .  .  .  hm)  dem  Systeme  {ki,  k^,  .  .  .  k„)  vorangehen. 

Dies  ist  die  oben  erwähnte  Gauss'sche  Deduction,  und  die  Reihenfolge  der  sjm.- 

metrischen  Functionen  V  *    t  a 

^x.'  X.''  .  .  .  x'" , 

auf  der  sie  beruht,  kann  nach  den  im  II.  Abschnitt  enthaltenen  Ausführungen  auch 
durch  die  Grössenfolge  der  Werthe  von 

9'  +  !/''+•••+  9'"' 
charakterisirt  werden,  wenn  g  >  m  genommen  wird.  Die  Deduction  selbst  lässt  sich 
aber  einfach  dahin  zusammenfassen,  dass  durch 

f"  f  *  f  . . . 

la  h   Ic   '  '  ' 

symmetrische  Functionen  aller  Ordnvmgen  von  Xi,  X2,  .  .  .  Xj„,  in  denen  der  Coef- 
ficient  des  Gliedes  höchster  Ordnung  gleich  Eins  ist,  dargestellt  werden,  dass  also 
die  Reihe  dieser  symmetrischen  Functionen  zu  der  Reihe  der  Functionen 

^i*'  x^= .  .  .  X*'" 

(0       '1       '«  'in 

in  der  Beziehung  der  Äquivalenz  steht,  und  zwar  in  derjenigen,  welche  oben  für  die 
Reihe  der  Functionen  y  und  (p  im  Besonderen  hervorgehoben  worden  ist. 

Für  die  wirkHche  Darstellung  symmetrischer  Functionen  von  Xi,  x^,  .  .  .  Xm 
als  Aggregate  von  GHedern  f*,-*,ri.-t,       r*,,, 

Tl  To  •    •   •   Im 

sei  noch  bemerkt,  dass  wenn  die  darzustellende  Function  homogen  ist,  für  alle 
Systeme  Aj,  Ä-,,  ...!"„  die  Summe  gleich  der  Dimension  sein  muss.  Es  kommen 
also,  wenn  die  Ordnung  der  darzustellenden  Function  durch  {ti,t2,  .  .  .  t,n)  bestimmt 
ist,  nur  solche  Glieder  vor,  bei  denen  die  Zahlen  k,  welche  für  die  Ordnung  bezeich- 
nend sind,  den  Bedingungen 

K9'"-'  +  Kg'"-'  =-•••'  +  fe„  ^  kg""-'  +  hg""  -•••  +  <,„ 
K  +  fc,  -f ...  -T-  A-,„  =  /,+  <,  -i-  ■••  ^  <„. 
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genügen,  d.  h.  nur  solche  Glieder,  bei  denen  die  mit  der  Grundzahl  g  gebildeten 
Ordnungszahlen  nicht  grösser  sind  als  diejenige  für  die  darzustellende  Function, 
Avährend  deren  Ziffern  ihrer  Grösse  nach  auf  einander  folgen  und  dieselbe  Summe 
haben.  So  können  z.  B.  bei  der  Darstellung  der  Function 

(x,-x,f{x,-x^f{x^-x^f, 

welche  die  Dimension  6  und,  wenn  ^  =  10  genommen  wird,  die  Ordnung  420  hat, 

nur  Gheder  mit  den  Zahlen 

420,  411,  330,  321,  222 

vorkommen,  da  die  vier  letzteren  Zahlen  die  einzigen  nnter  420  sind,  deren  Ziffern 

der  Grösse  nach  auf  einander  folgen  und  die  Summe  6  haben.    Die  zugehörigen 

Gheder  selbst  sind  2233  2 

TiTs'  li  I3 '  To '  liTjTs'  Ts» 

und  die  numerischen  Coefficienten  bei  der  Darstellung  jenes  quadratischen  Diffe- 
renzen-Products  lassen  sich  einfach  durch  Annahme  specieller  Werthsysteme  für 
Xi,  X2,  X3  ermitteln. 

VI.  Die  im  I.  Abschnitte  benutzte  Eigenschaft  der  elementaren  symmetri- 
schen Functionen  f,  dass  zwischen  den  verschiedenen  Ghedern  \^  fl  f J .  .  .  keine 
hneare  Relation  besteht,  kann  natürhch  auch  daraus  erschlossen  werden,  dass  die 
Fimctionaldeterminante  der  m  Functionen  f  von  Null  verschieden  ist.   Setzt  man 

h  =  m 

%{x)  =  lx'"-lx'-'-'  +  \,x'"-'-...±l=\,JJi^-x^) 

A=l 

und  differentiirt  nach  x^,  so  kommt,  wenn  die  Ableitung  von  f^  nach  x.  mit  f^^  be- 
zeichnet und  for  =  0  genommen  wird: 

h  —  m 

(C)  ^i-lflx'"-'^^^, 

so  dass 

oder  auch  (-  l)'-'f,^  =  f,x;'  -  f,,,x;'  +  •  •  •  +  t^^-"^ 

wird.   Setzt  man  in  der  Gleichung  (C)  für  x  den  Werth  x,,  so  kommt: 
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WO  ä^^—  1,  für  r^s  aber  «5^^=  0  ist,  und  hieraus  folgt  die  correspondirende 
Gleichung  (_  i)*f^^  j.-«  -  *  ^ 

^1       WTx)       ^        ''  *  '''•  *'  ""i » = 1. 8.  ■  •  • "')  > 

welche  auch  die  Euler' sehen  Formeln  enthält,  sowie  die  Determinanten- Gleichung: 

\hk\     ~\oJi^\^h)  (»,t  =  l,2,...m). 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Grössen  f,p  wie  die  beiden  verschiedenen  Ausdrücke 
derselben  zeigen,  ganze  algebraische  Functionen  von  fo,  fi,  ■  ■  .  fm  sind,  und  dass 
also  das  Quadrat  der  Determinante  if,,tjj  da  die  sämmtMchen  GUeder  der  ersten 
Verticalreihe  fo  sind,  eine  durch  f^  theilbare  ganze  ganzzahUge  Fimction  von 
1 0,  fi>  •  •  ■  U  sein  muss. 
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DIE  COMPOSITION  ABELSCHEE  GLEICHUNGEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  7.  Dezember  1882.] 

In  den  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  welche 
ich  in  diesem  Winter  an  der  hiesigen  Universität  halte,  habe  ich  es  versucht,  gleich 
im  Anfange  bei  der  Behandlung  der  Gleichimgen  dritten  und  vierten  Grades  den 
Inhalt  des  von  mir  im  Monatsbericht  von  1853  S.  373^)  aufgestellten  Satzes  zu  ent- 
wickeln, soweit  derselbe  auf  Gleichungen  jener  beiden  Grade  beschränkt  und  von 
der  Beziehimg  auf  die  Kreistheilimgs- Gleichungen  entkleidet  wird.  Der  citirte  Satz, 
„dass  die  Wurzeln  jeder  Abehchen  Gleichimg  mit  ganzzahhgen  Coefficienten  als 
rationale  Functionen  von  Wurzeln  der  Emheit  dargestellt  werden  können",  besagt 
nämUch  für  den  Fall  der  Gleichungen  dritten  Grades  nichts  Anderes,  als  dass  die 
Wiirzeln  jeder  kubischen  Abelschen  Gleichung  mit  ganzzahhgen  Coefficienten  sich 
als  rationale  Functionen  der  Wurzeln  derjenigen  speciellen  Abelschen  Gleichimgen 
dritten  Grades  ausdrücken  lassen,  welche  bei  der  Ki-eistheilung  auftreten.  ^)  Es  sind 
dies  die  kubischen  Gleichungen,  welche  Gauss  im  Art.  358  der  7ten  Section  der 
Disquisitiones  arithmeticae^)  aufgestellt  hat,  und  welche  man  mit  Beibehaltung  der 
dortigen  Bezeichnungen  auf  die  Form:*) 

(A)  (3x  +  1)'  —  3w(3a;  +  1)  —  n  (3/c  —  2)  =  0 

bringen  kann.  Dabei  ist  n  eine  Primzahl  von  der  Form  6Ä  +  1,  und  die  Zahl  k  ist 
von  Gauss  durch  die  Gleichung 

(3fc  —  2)^  -f  27 .V'  =  An 
definirt,  während  sich  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  als  die  drei  aus 
den  nten  Wurzeln  der  Einheit  zu  bildenden  Perioden  von  je  |(n  —  1)  Ghedern  be- 
stimmen.  Setzt  man  den  Buchstaben  p  an  Stelle  von  n,  fühlt  man  ferner  an  Stelle 
der  Zahlen  k  und  N  die  durch  die  Bedingungen 

p  =  r^  —  rs  -r  s^,     r  ^  s  (mod.  3) 

*)  Bd.  rV,  S.  IL)  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

^)  Vgl.  Zusatz  28  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

=)  Gaiisu,  Werke,  Bd.  I,  S.  445  u.  f.  '  H 

')  Vgl.  Zusatz  29  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

15* 
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definirten  ZaUen  r  und  s  ein  und  nimmt  endlich  —  y  —  3x+  1,  so  resultirt  die 
Form 

(A')  7/'-3p2/  +  p(r +  s)  =  0 

für  die  von  Gauss  a.  a.  0.  aufgestellten  Gleichungen.  Zu  allen  den  Gleichungen  (A), 
welche  den  verschiedenen  Primzahlen  f  entsprechen,  ist  aber  noch  die  Gleichung 

jy^-Sy  +  l  =  0 

hinzuzunehmen,  deren  Wurzeln  die  drei  aus  9ten  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten 

Perioden  „  ,  c 

2  cos  -g^ ,   2  cos  -g  ,   2  cos  ^ 

sind,  und  welche  entsteht,  wenn  man  iu  (A') 

p  =  l,    r  =  l,    s  =  0 

setzt.  Dass  alsdann  die  Reihe  der  auf  diese  Weise  entstehenden  46eZschen  Glei- 
chungen 

(A')  2/'— 3py  +  p(r  +  s)  =  0  (p  =  1,7.13,19,31,...) 

genügend  ist,  um  durch  deren  Wurzeln  die  Wurzeln  aller  Abehch^n  Gleichungen 
dritten  Grades  rational  darzustellen,  giebt  den  wesentHchen  Inhalt  des  oben  ci- 
tirten,  im  Monatsbericht  von  1853^)  aufgestellten  Satzes,  soweit  er  die  ^fteZschen 
Gleichungen  dritten  Grades  betrifft,  losgelöst  von  der  Beziehung  zur  Kreistheilung. 
Um  dieses  Resultat  herzuleiten,  bedurfte  es  nur  des  Begriffes  der  ,,Com'position" 
Abehchev  Gleichungen,  ganz  analog  jenem  Begriffe  der  Composition  allgemeiner 
algebraischer  Formen,  den  ich  in  genauem  Anschluss  an  die  Gauss'sche  Compo- 
sition der  quadratischen  Formen  ün  §22,  V")  meiner  Festschrift  zuTLrn.Kuminer'a 
Doctor- Jubiläum  eingefühlt  habe. 

Bezeichnet  man,  wie  in  meinem  Aufsatze  im  Monatsbericht  vom  December 
1877  S.  845^)  eine  rationale  Function  von  «1  •  n^  •••«,,  Grössen 


/A„  =  0,l,l.',...7.„-U 
V    «=1,  ä, ...  y  / 


als  cykhsch,  wenn  sie  bei  der  Substitution  der  Grössen 


,  ^,      ,      an  Stelle  von     x,   ,       ,        .  (a  =  i,a,...i.) 


')  Bd.  IV,  S.  10  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher'a  Werken.  H 

•)  Bd.  II,  S.  344  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  65  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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unverändert  bleibt,  so  sind  jene  r^^  •  «2  •  ■  •  **,  Grössen  x  die  Wurzebi  einer  Abelsch^u 
Gleichung,  wenn  deren  symnaetrische  und  cyküsche  Functionen  als  Elemente  des 
Eationalitäts-Bereichs  genommen  werden.   Setzt  man  nun  ferner 

so  werden  Mermit  imter  der  Voraussetzung,  dass  die  Summation  links  über  alle 
diejenigen  jij  •  «2  -■  •  Ji,  Werthsysteme  der  Indices  erstreckt  wird,  für  welche 

h^  +  ^1,  ^'2  +  ^2,  .  .  .  fe,,  +  fc,, 

feste  Werthe  behalten ,  Wi  •  Wg  •■  •  «,,  Grössen  z  definirt,  deren  cyklische  Fimctionen 
ebensowohl  zugleich  cykhsche  Functionen  der  Grössen  x,  als  solche  der  Grössen  y 
sind.  Dies  erheUt  unmittelbar  daraus,  dass  die  Substitution  von 

■^* -ui.  X,  *  j-i.       *  a.!      an  Stelle  von     z.  ^.   ,  ^,       ... 

ebensowohl  durch  die  Substitution  von 

a;,  ^,  ,       ,      an  Stelle  von     x.    .       . 

Äj -f-l,  Ä,,  .  ..  A,,  A,,Aj,...Aj, 

als  durch  die  Substitution  von 

2/*,+,,^,,...*,    an  Stelle  von    2/,.,, ,....,_, 

erwirkt  werden  kann.  Die  Grössen  z  sind  denmach  Wurzeln  einer  ^&e?schen  Glei- 
chung, wenn  die  symmetrischen  und  cyküschen  Fimctionen  der  Grössen  x  imd  zu- 
gleich diejenigen  der  Grössen  y  als  Elemente  des  Rationahtäts-Bereichs  genommen 
werden,  d.  h.  also,  wenn  der  Eationaütäts-Bereich  so  beschaffen  ist,  dass  sowohl  die 
Grössen  x  als  auch  die  Grössen  y  Wurzeln  ^6efecher  Gleichimgen  sind,  und  es  soU 

die  ^&eZsche  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  »1  •  «g  ■  •  ■  n,.  Grössen  z  sind, 
als  eine  solche  bezeichnet  werden,  die  aus  den  beiden  ^ftefechen  Glei- 
chungen, deren  Wurzeln  die  Grössen  x  und  y  sind,  zusammengesetzt  oder 
componirt  ist/) 

Hiermit  ist  nur,  in  der  gewöhnhchen  Weise,  eine  Eigenschaft  der  durch  Gleichungen 
definirten  algebraischen  Functionen  auf  die  Gleichimgen  selbst  übertragen;  denn 
offenbar  sind  ja  die  Grössen  z  selbst,  als  hilineare  Fujidionen  der  Grössen  x 
und  y  rational  aus  diesen  zusammengesetzt.  Nach  der  aufgestellten  Definition  ist 
der  RationaUtäts-Bereich  der  componirten  Abelschen  Gleichung  aus  den  Elementen 

')  Vgl.  Zusatz  30  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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der  Rationalitäts-Bereiche  der  Componenten  zusammengesetzt,  und  ebenso  ist  der 
Gattungs-Bereich,  welcher  durch  irgend  eine  der  Wurzeki  der  componirten  Abel- 
schen  Gleichung  bestimmt  wird,  aus  den  Elementen  zusammengesetzt,  welche  die 
beiden  Gattungs-Bereiche  der  Wurzeln  der  Componenten  bestimmen.  Wenn  also 
noch  —  ebenso  wie  bei  Gauss  die  Composition  der  Formen  auf  die  der  Classen  über- 
tragen ist  —  die  Composition  der  Gleichungen  auf  die  der  Gattungen,  denen  sie 
angehören,  übertragen  wird,  so  entspricht  der  Zusammensetzung  von  Gattungen 
^fce^scher  Gleichungen  die  Zusammensetzung  der  Gattungs-Bereiche  ihrer  Wurzeln. 

Bezeichnet  man,  wie  in  meinem  oben  citirten  Aufsatze  vom  December  1877,^) 
mit  Wj,  C02  •  •  ■  primitive  n^te,  n.^te,  .  .  .  Wurzeln  der  Einheit  und  setzt 

5)  =  v;  o)''''''a)!''\  .  .  X  (,„  =  0,1,  ...«„-1) 

1 1  ,  Tj  ,  ... 

so  wird : 


"v.„,..=  Sco:''-cu!'''....,_,,^_...  ^  =  0,1,....„-1) 


'l,'. 


und  die  Ausdrücke  sr  der  componirten  Gleichung  sind  daher  gleich  den  Producten 
der  entsprechenden  Ausdrücke  SJ  der  Componenten.  Hierin  liegt  das  Mittel  zur 
Decomposition  gegebener  .46eZscher  Gleichungen  in  „elementare" ,  und  da  ich  schon 
in  jenem  Aufsatze  vom  December  1877^)  gezeigt  habe,  dass  sich  —  bei  etwas  weiter 
gefasstem  Begriffe  der  Zusammensetzung  —  alle  mehrfaltigen  ^4&efechen  Gleichungen 
aus  einfachen  ,, zusammensetzen"  lassen,  so  braucht  man  bei  der  Decomposition 
.4&eüscher  Gleichungen  nur  von  einfachen  auszugehen.  Ich  bemerke  hierbei,  dass 
ich  schon  in  meinem  im  Monatsbericht  von  1853^)  abgedruckten  Aufsatze  die  Be- 
zeichnung „Abelsche  Gleichungen"  für  diejenigen  eingeführt  habe,  die  im  Monats- 
bericht vom  December  1877^)  als  ,, einfache"  von  den  mehrfaltigen  unterschieden 
sind.  Aber  da  sich  bei  der  schon  dort  berührten  Composition  Abehchev  Gleichungen 
zeigt,  dass  nur  die  einfachen  Abelschen  Gleichungen  einer  besonderen  Behandlimg 
bedürfen,  weil  die  andern  auf  diese  zurückzuführen  sind,  so  erscheint  es  zweck- 
mässig, wie  ich  es  in  allen  meinen  früheren  Arbeiten  gethan  habe,  die  einfachen 


')  Bd.  IV,  S.  67  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

")  Bd.  IV,  S.  69  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werk<>n.  H 

')  Bd.  IV,  S.  6  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

•)  Bd.  IV,  S.  65 — 07  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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Äbelschen.  Gleichungen  schlechthin  als  „^6eZsche  Gleichungen"  zu  bezeichnen,  die 
mehrfaltigen  aber  ausdrücklich  durch  Hinzufügung  dieses  Beiwortes  zu  charak- 
terisiren. 

Für  eine  (einfache)  Abel?,ch.&  Gleichung  ist  die  oben  mit  v  bezeichnete  Zahl 
gleich  Eins.^)  Es  sind  daher  die  n  diirch  die  Gleichung 

^A.  +  V=S^>A"  (4',V=0,l,...n-l) 

definiiten  Grössen  x  Wurzeln  einer  ^-Ifte^schen  Gleichung,  wenn  die  Summation  auf 
alle  Werthe  A',  li'  erstreckt  wird,  für  welche  die  Summe  Ji  +  K'  einen  festen  Werth 
hat.  Dabei  ist  der  RationaUtäts-Bereich  der  Gleichung  für  x  aus  den  Elementen 
der  beiden  RationaUtäts-Bereiche  zusammengesetzt,  welchen  die  ^6eZschen  Glei- 
chungen für  X  und  x  angehören,  und  es  ist 

wenn 

a^=ljOi      X^,       (,J^  =  ^Oi      X^,       Wi^=^Oi      X^  (A,r  =  0,I,...n-I) 

gesetzt  wird  und  oi  eine  primitive  nte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.   Setzt  man 

^■^A^r'=^A+A"'  (A,;.'"  =  0,l,...n-:), 

so  zeigt  sich,  dass  durch  Composition  dreier  ^6e? scher  Gleichungen  eine  Ahel5ch.e 
Gleichung  entsteht,  deren  n  Wui-zeln  durch  den  Ausdruck 

gegeben  sind,  wenn  darin  die  Summation  auf  alle  diejenigen  Werthsysteme  K,  h",  h"' 
erstreckt  vriid,  bei  denen  die  Summe  h'  +  h"  +  h"  einen  festen  Werth  behält. 

Die  Frage  der  Decomposition  Abehchex  Gleichungen  erfordert  die  Fixi- 
rung  eines  Rationahtäts -Bereiches  (JR',  $R",  üV" .  .  .).  Ist  ein  solcher  festgesetzt,  so 
lässt  sich  eine  Abelsche  Gleichung  wten  Grades,  deren  Wurzeln  Xo,  Xi, . . .  x„_i  sind, 
aus  zwei  andern  componiren,  wenn  der  mit  w^  bezeichnete  Ausdruck 

X^      Ar 

—iCOX  (r  =  0,  t,  ...  n-1) 

r  ' 

sich  als  ein  Product  von  zwei  solchen  Ausdrücken  darstellen  lässt,  d.  h.  also,  wenn 

"a  =  {<  «I  ) 

')  Vgl.  Zusatz  28  am  Ende  des  Bandes.  H 
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wird.  Da  die  nten  Potenzen  von  sr^,  «a'  ^n  ^^^  ^^^  ^^^  Elementen 

w,  SR',  9t",  9i"',... 

gebildeten  Rationalitäts-Bereich  angehören,  so  ist  die  Frage  der  Decomposition 
völUg  bestimmt;  ihre  Lösimg  beruht  auf  der  Zerlegung  von  (o'l  in  Factoren  und 
bildet  eine  der  interessantesten  Anwendungen  der  arithmetischen  Theorie  algebrai- 
scher Grössen,  deren  Grundzüge  ich  in  meiner  Festschrift')  zu  Hrn. Kummer  s  Doctor- 
Jubiläum  auseinandergesetzt  habe.  Die  erwähnte  Frage  leitet  nänüich  zu  einer 
aprioristischen,  arithmetisch-algebraischen  Definition  aller  jener  wichtigen  Glei- 
chungen, zu  denen  die  neuere  Entwickelung  der  Analysis  geführt  hat,  im  Falle  des 
absoluten  Rationalitäts-Bereichs  9t  =  1  zu  den  Kreistheilungs-Gleichungen,  im 
Falle,  wo  9t  die  Quadratwurzel  einer  ganzen  Zahl  ist,  zu  den  Theilungsgleichungen 
elliptischer  Functionen  mit  singulären  Moduln.  So  ist  für  den  Fall  9t  =  1,  und 
wenn  n  Primzahl  ist,  die  Reihe  der  „elementaren"  Abehchen  Gleichungen  nten 
Grades,  aus  denen  sich  alle  Abelschen  Gleichungen  zusammensetzen  lassen,  von 
vornherein  dadurch  zu  charakterisiren,  dass  in  dem  für  die  Wurzeln  Abelscher 
Gleichungen  im  Monatsbericht  von  1853  S.  372^)  aufgestellten  Ausdrucke  VIII 
F{a)  =  1  und  Nm  /(«),  das  ist  öj^Sj,,  gleich  Eins  oder  gleich  einer  Primzahl  sei. 
Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  der  Nachweis  der  Existenz  solcher  Gleichungen 
ebenso  aus  der  Theorie  der  complexen  aus  nten  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten 
Zahlen  hergeleitet  werden  muss,  wie  bei  Gauss  für  den  Fall  n  =  3  an  dem  oben  an- 
geführten Orte  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  verwiesen  wird,  um  den 
Nachweis  zu  führen,  dass  für  jede  Primzahl  p  von  der  Form  6Ä  +  1  Zahlen  r,  s 
existiren,  wofür  p  =  r^  —  rs  +  s^  wird,  und  dass  demnach  für  jede  solche  Prim- 
zahl f  eine  Gleichung  (A)  existirt.  Für  den  Fall  w  =  4  besteht  die  Reihe  der 
elementaren  ^6eZschen  Gleichungen  aus  den  quadratischen,  deren  Wurzeln  die 
Quadratwurzeln  aus  —  1  und  aus  den  sämmtlichen  Primzahlen  der  Form  4k  —  1 
sind,  und  aus  den  biquadratischen : 

(B)  x*—x^  +  ^-=0  (p=^'+m, 

in  denen  p  gleich  2  und  gleich  den  verschiedenen  Primzahlen  der  Form  4Ä;  +  1  zu 
nehmen  ist,  und  deren  Wurzeln  durch  cos  ,,  Are  tg  dargestellt  werden  können. 
Hierbei  braucht  man  für  a,  b  nur  alle  Zahlen  zu  nehmen,  für  welche  a  +  bi  eine  im 


')  Bd.  II,  S.  237  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  10  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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Gaicss'schen  Sinne  primäre  complexe  Primzahl  oder  1  +  i  ist,  so  dass  die  Zahlen- 
systeme a,  b  abgesehen  von  der  complexen  Einheit  durch  die  Gleichung 

a-+b-=  2,5,  13,17,29,  .  .  . 

bestimmt  sind.  Durch  Composition  von  ^46eZschen  Gleichungen  dieser  einen  Reihe 
unter  sich,  so  wie  mit  Gleichungen  x^{x^  —  q)  =  0  für  q  =  —  1,  3,  7,  11,  .  .  .,  und 
mit  solchen  Gleichungen,  die  \Tier  rationale  Wurzeln  haben,  können  alle  Abehchen 
Gleichungen  vierten  Grades  mit  ganzzahligen  Coefficienten  gebildet  werden,  und 
man  braucht  dabei  jede  Gleichung  der  Reihe  (B)  nicht  mehr  als  ein  Mal  mit  sich 
selbst  zu  componiren.  ^)  Es  führt  nämhch  überhaupt  die  Composition  einer  irreduc- 
tibeln  Abehchen  Gleichmig  nten  Grades  mit  einer  solchen,  die  n  rationale  Wurzeln 
hat,  zu  einer  Gleichung  derselben  Gattimg,  und  jede  Gleichung  der  Gattung  kann 
aus  einer  derselben  durch  eine  solche  Composition  gebildet  werden.  Ferner  führt 
die  Composition  einer  Abehchen  Gleichung  mit  sich  selbst  auf  eine  Gleichung  der- 
selben Gattung,  aber  so,  dass  dabei  die  Reihenfolge  der  Wurzeln,  welche  offenbar 
bei  der  obigen  Begriffsbestimmung  der  Composition  von  Einfluss  ist,  in  einer  Weise 
verändert  wird,  bei  welcher  die  cyklischen  Functionen  unberührt  bleiben. 


')  Vgl.  Zusatz  31  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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DIE  KÜBISCHEN  ABELSCHEN  GLEICHUNGEN  DES  BEREICHS(l/~  3l). 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  21.  Dezember  1882.] 

Anknüpfend  an  meine  kleine  Abliandlung  vom  7.  December^)  will  ich  hier  an 
einem  charakteristischen  Beispiel  in  Kürze  den  ebenso  überraschenden  als  befriedi- 
genden Aufschluss  über  die  arithmetisch-algebraische  Natur  der  siugulären  Moduln 
der  elliptischen  Functionen  mittheilen,  welchen  mir  zwar  der  Hauptsache  nach 
schon  jene  Untersuchungen,  deren  Resultate  in  den  Monatsberichten  vom  Februar 
imd  April  1880")  abgedruckt  sind,  gebracht,*)  aber  doch  erst  meine  neuen  Studien 
über  die  Composition  Abehchev  Gleichungen  völhg  klar  gemacht  haben. 

Bezeichnet  man  mit  ;  eine  durch  die  Gleichung  ^^  +  C  +  8  =  0  oder 
2;-fl  =  l/ —  31  bestimmte  ganze  algebraische  Zahl,  so  sind  alle  ganzen  alge- 
braischen Zahlen  des  Gattungs-Bereichs  (l  —  31)  durch  c  +  6C  repräsentirt,  wenn 
o,  b  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  sämmtHchen  kubischen  ^&e?schen 
Gleichungen  des  Gattungs-Bereichs  iV—  31 )  werden  erhalten,  wenn  man  die  drei 
Wurzeln  Xo,  Xj,  X2  durch  Gleichungen 

bestimmt,  in  denen  co  eine  primitive  dritte  Wurzel  der  Einheit  und  jede  der  drei 
Grössen  g  eine  Zahl  des  Rationalitäts-Bereichs  (]/ —  3l]  bedeutet.  Bei  der  De- 
composition  der  kubischen  Abehchen  Gleichungen  des  Gattungs-Bereichs  [V—  31 ) 
handelt  es  sich  also  nach  den  Darlegimgen  in  meiner  vorigen  Abhandlung  um  die 
Zerlegung  jener  Ausdi'ücke         (^.^  ^  c^^^j.^  _u  o,-"  jj» 

*)  Vergl.  die  bezüglichen  Mittheilungen  im  §  19,  S.  67  und  68  meiner  Festschrift 
zu  Hrn.  Kummers  Doctor- Jubiläum.') 

')  Die  Composition  Abelscher  Gleichungen,  Bd.  PV,  S.  115  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher's 
Werken.  H 

')  Über  die  Irreduktibilität  von  Gleichungen,  Bd.  II,  S.83  und  Über  die  Potenzreste  gewisser 
komplexer  Zahlen,  Bd.  II,  S.  95  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  II,  S.  323  u.  324  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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in  Factoren,  d.  h.  es  müssen  ganze  algebraische  Zahlen  von  der  Form: 

[9o+  ^  9i+  ("    92)   {9o+  ^    9i+  (^  92), 

in  denen  g^,  g^,  g^  ganze  algebraische  Zahlen  des  Bereichs  (K  —  31  j  sind,  in  Factoren 
von  eben  derselben  Form  zerlegt  werden. 

Die  sämmthchen  Primformen  des  Gattungs-Bereichs  (C,  w)  ergeben  sich  aus 
der  Zerlegung  der  gewöhuhchen  Primzahlen  in  ihre  algebraischen  Primtheiler.  Die 
Primzahlen  selbst  sondern  sich  darnach  in  vier  Kategorien :  p,  q,  p,  q,  und  sie  werden 
durch  die  Relationen 

(^)='.  (=/)-->^   rr')  =  -''  (1-)  =  -' 

von  einander  geschieden,  in  welchen  die  Parenthesen-Brüche  in  übhcher  Weise  die 
Legendre' sehen  Zeichen  für  den  quadratischen  Restcharakter  der  Zahlen  —  3  und 
—  31  bedeuten.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  algebraischer  Formen  ist  für 
die  Gattungs-Bereiche  (1—  3)  und  (j/3  •  31)  gleich  Eins,  für  den  Gattungs-Bereich 
(y —  31)  aber  gleich  Drei,  und  da  die  algebraischen  Formen  des  Gattungs-Bereichs 
(K— 3,  V— 31)  sich  —  im  Sinne  relativer  Äquivalenz  —  aus  denen  jener 
drei  Bereiche  zusammensetzen  lassen,  so  ist  die  Classenanzahl  für  den  Bereich 
(|/  —  3,  ]/— 31)  ebenfalls  gleich  Drei.  Die  Primzahlen  p  sondern  sich  hiernach  in 
solche  ip"),  welche  sich  als  Normen  ganzer  algebraischer  Zahlen  des  Bereichs 
(}/— 3,  y — 31)  darstellen  lassen,  und  in  solche  (p),  deren  Kubus  erst  diese 
Eigenschaft  besitzt.  Diese  Primzahlen  p  sind  es,  deren  Verhalten  bei  den  Abelschen 
Gleichungen  besonders  hervorgehoben  zu  werden  verdient. 

Für  alle  Primzahlen  p  giebt  es  ganze  Zahlen  r,  s,  so  dass 

Nm  (r  —  C)  ^  0  (mod.  p),    Nm  (s  —  co)  ^  0  (mod.  p) 
wird,  und  die  ganze  algebraische  Form  mit  den  Unbestimmten  u,  u,  u": 

fu  +  {r  —  C)w'  -j-  {s  —  ü))u 

ist  für  die  Zahlen  p°  einer  ganzen  algebraischen  Zahl  des  Bereichs  (C,  co)  absolut 
äquivalent,  gehört  also  der  Hauptclasse  an,  während  für  die  Primzahlen  p  erst  die 
dritte  Potenz  jener  Form  eine  Form  der  Hauptclasse  ist.  Wird  nun  für  diesen  letz- 
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teren  Fall  jene  Form  selbst  oder  eine  ihr  absolut  äquivalente  Form  mit  F{u,  C,  w) 
bezeiclmet,  so  sind  die  drei  Classen  algebraischer  Formen  durch 

1,   F{u,  C,oj),    {F{u,^,(ü)Y 

zu  repräsentiren.  Die  mit  F{u,  C,  «)  conjugirte  Form  F{u,  C,  w")  muss  demnach 
entweder  der  Form  F{u,  C,  ft>)  oder  deren  Quadrat  relativ  äquivalent  sein.  Das 
Letztere  ist  aber  unmögüch,  da  alsdann 

^(m,  C,  (j})F{u,  C,  <w")   relativ  äquivalent  F{u,  C,  (of 

wäre,  also  das  Product  der  Formen  F{u,  C,  (ü),F{u,  C,  w^)  der  Hauptclasse  ange- 
hören imd  einer  ganzen  algebraischen  Zahl  des  Bereichs  (f )  oder  [V—  3lj  absolut 
äquivalent  sein  würde,  während  die  Primzahl  p,  welcher 

Nm  F(m,  C,  oj)    oder    Nm  (F{u,  i,  co)  ■  F{u,  C,  oi")) 

absolut  äquivalent  ist,  nicht  als  Norm  einer  ganzen  algebraischen  Zahl  a  +  hL,  dar- 
gestellt werden  kann.  Hiernach  ist  nothwendig 

Fifi,  C,  w)    relativ  äquivalent  F{u,  C,  w"), 

also  auch 

F{u,  C,  cüf  -Fiu,  J,  a)~)  relativ  äquivalent  Eins, 

d.  h.  es  finden,  wenn  H{^,  co)  und  6>(f,  co)  ganze  algebraische  Zahlen  des  Bereichs 
(C,  co)  bedeuten,  die  absoluten  Äquivalenzen 

F{u,  ;,  c.)^~  // (J,  o,),     F{u,  C,  ojT- ■  F{u,  C,  co')^^  0{:,  co) 

statt,  oder  also  die  Gleichungen 

F{u,:,cof=E'>{u,^,oj).H{C,co) 

Fiu,  C,  cof-F{u,  C,  (o^)  =  E'(u,  C,  co).  0(C,  oj), 

in  denen  E{u,  C,  co),  E'{u,  f,  co)  primitive  oder  Einheits -Formen  bezeichnen.  Aus 
diesen  beiden  Gleichimgen  folgt  die  Relation 

//(C,  cof.H{i;,  Cü').E(:u,  C,  CO)  =  E'iu,  C,  cof-  0(C,  cof, 

wemi  E{u,  f,  oj)  =  E°{u,  C,  co)^  •  E°{u,  J,  w^)  gesetzt  wird,  und  aus  dieser  Relation 
ist  nach  jenem  im  §  ]5,  IX^)  meiner  oben  citirten  Festschrift  entwickelten  Satze  zu 
erschhessen,  dass  ^^,^  wYH{C,  co=)  =  ©(;,  cof  ■  E{C,  «) 

')  Bd.  II,  S.305  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroiiecker's  Werken.  H 
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sein  muss,  wo  E{^,  m)  eine  ganze  algebraische  Einheit  des  Bereichs  (C,  co),  d.  h.  eiae 
ganze  algebraische  Zahl  dieses  Bereichs  bedeutet,  deren  Norm  gleich  Eins  ist. 

Alle  diejenigen  kubischen  ^&eZ sehen  Gleichungen,  für  welche 

{Xg  -\-  (ÜXj^-\-  C0^X2){Xg  +  0)^X^  +  MX.,) 

nur  eine  Potenz  von  p'  ist,  sind  in  solche  zu  zerlegen,  bei  denen 

ist,  und  H{C,  m)  ist  eine  ganze  algebraische  Zahl,  deren  Norm  der  Kubus  von  p  ist. 
Nun  wird  aber  nach  der  obigen  Entwickelung  alsdann 


x„  +  Mx^  +  ü)-x.^  =  0(C,  m)yE{C,co), 

d.  h.  alle  diese  ^6eZschen  Gleichungen  gehören,  wenn  nur  eine  einfache  Einheit 
±  o)"  zu  E{C,  oj)  als  Factor  hinzugefügt  wird,  zu  derselben  Gattung  wie  die  eine 
^feeZsche  Gleichung,  deren  drei  Wurzeln  lo>  fu  ^2  durch  die  Gleichungen 

gegeben  sind,  wenn  r?i,  »72  die  conjugirten  Fundamental-Einheiten 

bedeuten.  Im  Bereiche  (C,  w)  giebt  es  nämhch  nur  die  eine  Fundamental-Einheit 
rji  und  jede  Einheit  E{C,  w)  ist  also  als  eine  ganze  Potenz  von  r/i,  multiplicirt  mit 
einer  einfachen  Einheit,  darzustellen.  Diese  eine  Gleichung*) 

{x  -  ^^){x  -  fj)(a-  -  I,)  =  x'  —  lOx  +  y^diix^  -  1)  =  0 

charakterisirt  aber  jene  merkwürdige  Gattung  von  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
die  zu  ]/—  31  gehörigen  singulären  Moduln  der  elliptischen  Functionen  sind,  und 
diese  Gleichung  bildet  demnach,  so  zu  sagen,  die ,, Einheitsgleichung"  für  die  kubi- 
schen Ahels(;\ien  Gleichungen  des  Bereichs  (k  —  31 ),  ebenso  wie  für  den  absoluten 
RationaUtäts-Bereich  jene  Gleichung  y^  —  Sy  +  1  (vergl.  S.  1060)^),  deren  Wurzeln 
durch  die  neunten  Wurzeln  der  Einheit  gegeben  werden.  Aber  noch  besser  wird 
jene  besondere,  imd  jede  derselben  Gattung  angehörige,  kubische  ^6e/sche  Gleichung 


*)  Vergl.  meine  Mittheilung  im  Monatsbericht  vom  April  1880.-) 

')  Bd.  IV,  S.  IIG  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker  s  Werken.  H 

•)  Bd.  II,  S.95 — 101  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' s,  Werken.  H 
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des  Bereiclis  {y  —  31)  vor  allen  übrigen  dadm'ch  cliarakterisirt,  dass  bei  deren 
Auflösung  die  Kubikwurzel  aus  einer  ganzen  algebraischen  Zahl  des  Bereiches 
[y  —  3,  K  —  31j  zu  nehmen  ist,  welche  im  arithmetischen,  aber  nicht  im  algebrai- 
schen Sinne  ein  vollständiger  Kubus  ist, 

dass  daher  die  Gattung  algebraischer  Zahlen,  welche  durch  die  Wurzeln 
jener  besonderen  Gleichung  definirt  wird,  gewissermassen  arithmetisch  dem 
Bereiche  [V  —  3l)  selbst  angehörig  und  algebraisch  demselben  unmittel- 
bar „associirt"  erscheint.  — 

Wie  es  in  dem  hier  ent\vickelten  specieUen  Falle  von  (]/ —  31  j  genügt,  eine  Abelsche 
Gleichung  zu  nehmen,  bei  deren  Auflösimg  nur  die  Wurzel  aus  einer  Einlieit  vor- 
kommt, so  findet  dies  allgemein  für  den  Fall  y—D  statt,  wenn  —D  eine  im 
Gaw-ss'schen  Sinne  reguläre  Determinante  quadratischer  Formen  ist.  Aber  für  irre- 
guläre Determinanten  treten  ebensoviel  besondere  Abels,c\).e  Gleichungen  auf,  als 
Formen  zur  Composition  nöthig  sind,  und  dass  auf  diese  Weise  ein  merkwürdiger 
Zusammenhang  der  Composition  J^&eZscher  Gleichungen  mit  der  Composition  der 
quadratischen  Formen  aufgedeckt  wird,  kann  wohl  als  eine  Bewährung  der  Prin- 
cipien  augesehen  werden,  welche  ich  in  meiner  vorigen  Abhandlung  aufgestellt 
habe. 


L.  Kroneoker'8  Werk«  IV  17 


ZUR  THEORIE  DER  ABEL8CHEN  GLEICHUNGEN 


VON 


L.  KRONECKER. 


Grelle,  Journal  für  die  reine  lond  angewandte  Mathematik.  Bd.  93.  S.  338—364. 

17» 


VORBEMERKUNG.!) 

In  einem  Aufsatze,  betitelt  ,,Zur  Theorie  der  arithmetischen  Functionen, 
welche  von  Jacobi%p{a)  genannt  werden",-)  ent\vickelt  Herr  Schivering  den  Satz,  dass 
1  -r  y){a)  immer  durch  (1  —af  tlieübar  ist".  Diese  Functionen  y(ß)  werden  bei 
Jaco&^  (vergl.  Bd.  30,  S.  166  des  Journals  für  Mathematik)  3)  ursprünglich  mittels  der 

Gleichung  ,„^    .    .       ^  -  ^^    v  -  ^' 

y'u  ,,(«)^«'         ^    =^a    a;    -^a    x"  (r  =  o,i,...p-s) 

'  r  r  r 

definirt,  in  welcher  «  eine  Ate,  x  eine  pte  Wurzel  der  Einheit,  g  eine  primitive  Con- 
gruenzwurzel  von  f,  ferner  p  eine  Primzahl  von  der  Form  2wA  +  1  vmd  A  eine  Prim- 
zahl bedeutet,  die  grösser  als  drei  ist.  Aus  der  angeführten  Definitions- Gleichung 
folgt  unmittelbar,  wie  Jacobi  in  der  citirten  Notiz  S.  170^)  angedeutet  und  in  seinen 
Vorlesungen  näher  ausgeführt  hat,  die  Darstellung  der  Functionen  v'  (a) : 

/    \  "^      «  ind.  J7i  +  v)nd.(«j  4- 1) 

y)__(a)=_^a  ^  (m=l,2,...p-S), 

nt 

welche  in  'RerrnSchwerings  Aufsatz  mit  (6.)  bezeichnet  ist  (vergl.  auch  S.  93  des  Badi- 
man*ischen  Werkes  über  Kreistheihmg).  Diese  Darstellung  der  Fimctionen  f{a)  ist 
es,  auf  welche  Herr  Schwering  den  Nachweis  der  Congruenz 

y>{a)EEE  —  1  (mod.(l  —  af) 

gründet,  und  aus  welcher  er  in  einem  „Z^isatz"  auch  jene  Reduction  der  Anzahl  der 
y-Functionen  auf  den  sechsten  Theil  herleitet,  die  schon  von  Jacobi  in  einer  Anmer- 
kung auf  S.  170  des  30sten  Bandes  des  Journals  für  Mathematik^)  erwähnt  worden 
ist  (vergl.  S.  346)*)  des  folgenden  Aufsatzes). 

Berlin,  im  December  1882.  Kronecher. 


^)  Vgl.  Zusatz  32  am  Ende  diesse  Bandes.  H 

ä)  Schwering,  Journal  für  Mathematik,  Bd.  93,  S.  334.  H 

=)  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  2.54.  H 

^)  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  2.59.  H 

5)  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  259.                                   '  H 

«)  Bd.  IV,  S.  142 — 143  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecke)-'s  Werken.  H 


ZUK  THEORIE  DER  ABELSCHEN  GLEICHUNGEN. 

I. 
Die  von  Herrn  Schwering  gefundene  und  nachgewiesene  Eigenschaft  der  com- 
plexen  Zahlen  y>{a)  lässt  sich  auch  aus  allgemeineren  Eigenschaften  der  bei  den 
^6eZschen  Gleichungen  auftretenden  Ausdrücke  herleiten. 

Beschränkt  man  sich  auf  einfache  Abelsche^)  Gleichungen  und  bezeichnet 
man  wie  in  meinem  Aufsatze  „lieber  Abehche  Gleichungen"  (Monatsbericht  der 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berhn  vom  Decemberl877,  S.  845  u.  folg.  ^))  mit 

X.  (4=0,  1,..    n-l) 


n  unbestimmte  Grössen,  mit  co  eine  primitive  wte  Wurzel  der  Einheit  und  mit  w^  die 
Summe 

so  wird  der  Quotient 


Summe  -sr.  hr 

^W       X  (r  =  0,l,-..r.-l), 


*"(*  +  *)< 


eine  ganze  Function  von  w',  deren  Coefficienten  rationale  cyklische  Functionen  der 
n  Grössen  x  sind,  und  welche  mit  y^  ^.(«0')  bezeichnet  werden  soll.  Setzt  man  nämhch, 
wie  schon  a.  a.  0.  angegeben  worden,  zuvörderst  eine  Variable  w  an  Stelle  der  Wur- 
zel der  Einheit  co,  so  dass  an  die  Stelle  der  mit  w^  bezeichneten  Summe  der  Ausdruck 

^W      X^  (r  =  0,  1,  ...n-1) 

r 

tritt,  so  findet  offenbar  die  Congruenz 

^w     X  -- w    ^w     X  ,     (mod.  (w  — 1))  r  =  o,i,,.  n-i) 

r  r 

statt,  wenn  m,  s  irgend  welche  nicht  negative  ganze  Zahlen  bedeuten  und  unter  a;^ 


•)  Vgl.  Zusatz  33  am  Ende  des  Bandes.  H 

')  Bd.  IV,  S.  65  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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für  den  Fall,  dass  k  >  n  —  1  ist,  der  kleinste  nicht  negative  Rest  modulo  n  verstan- 
den wird.  Hieraus  folgt  die  Congraenz 

/7^^o"'^a;^--/7^u;"'^T^^,  (mod.  Oo"  -  1))  (r=o.i,...„-i), 

m       r  m       r 

wenn  darin  die  Prodiicte  auf  eine  Reihe  von  Zahlen  m  erstreckt  werden,  deren  Summe 
durch  n  theilbar  ist.  Da  hiernach  das  Product 

IJ^W""'X^^^  (r  =  0, 1,  ...n-l;  m  =  m<,,m,,m,,...), 

m       r 

füi"  den  Fall,  dass  Wq  +  Wi  +  W2  +  •  •  •  ^^  0  (mod.  n)  ist,  im  Sinne  der  Congruenz 
modulo  {w"  —  1)  ungeändert  bleibt,  wenn  für  s  irgend  eine  der  Zahlen  0,  1,  ...  w  —  1 
gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  die  Congruenz 

nSw^''x^.  ^  f(w)  (mod.  iiv"  —  1))     (r  =  0,l,..    n-l;  m  =  m„,m,,m,,...), 

m      r 

in  welcher  /(w)  eine  ganze  Function  (n  —  l)ten  Grades  von  w  bedeutet,  deren  Coeffi- 
cienten  ganze  cyklische  Functionen  der  n  Grössen  x  sind.  Verbindet  man  endlich 
hiermit  die  Congruenz 

JJ^IO"^"  X^^]{w){vaoA.(l0'  —   1))     (r  =  0,I,...n-l;  m  =  m„,m,,;S,,...), 
m      r 

wo  Wo  +  »?i  4-  wij  +  •  •  •  ^  0  (mod.  n)  vorausgesetzt  ist,  und  i{w)  eine  Function  von 
derselben  Beschaffenheit  wie  f(^w)  bedeutet,  so  gelangt  man  zu  der  allgemeinen  Con- 
gruenz -  — 

l{w)^2^o""'x^=j{w)^2w"'x^{moA.{xc''~l))  (r=o,i,  . „-d, 

in  welcher  die  Zahlen  m,  m,  auf  welche  die  ^MultipHcation  zu  erstrecken  ist,  nur  der 
Bedingung  imterworfen  sind,  daß  die  Summe  der  einen  für  den  Modid  n  congruent 
der  Summe  der  andern  sein  muss.  Diese  allgemeine  Congruenz  lässt  sich  auch  in  fol- 
gender Form  darstellen : 

(A)  (^t.'"^a;^)' .  (J-w^'-'^x^)''  •  (^«'""^x^)' ■  •  •  • :-  <p {w)  (mod.  {w"  -  1)), 

(r  =  0.  1,  .  .  .  n— 1;    lm  + l'm'-\-l"m"  +  ■  ■    =0{mod. n)) 

WO  (p  (w)  eine  ganze  Function  («  —  l)ten  Grades  von  7V  bedeutet,  deren  Coefficienten 
cyhliscJie,  rationale  (ganze  oder  gebrochene)  Functionen  von  Xi,  X2,  .  ■  .  x„  sind.  Setzt 
man  in  der  Congruenz  (A)  an  SteEe  der  Yariabeln  w  die  « te  Wurzel  der  Einheit  w', 
so  resultirt  die  Gleichung: 

(B)  «     ,E>    ..C3    ,.■■■   —   a>(u>)  (lm  +  !'m'  +  l"m"+ ■  ■  ■  =0{mod.ii)) 
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aus  welcher  für  den  speciellen  Fall  l  —  t  —  1,1"  =  —  1  hervorgeht,  dass  in  der  That, 
wie  oben  angeführt  worden, 

(0)  ^  -  yJ-X 


d.  h.  dass  der  Quotient  links  eine  ganze  Function  von  w'  ist,  deren  Coefficienten 
rationale  cykhsche  Functionen  von  Xo,  x-i,  .  .  .  x„-i  sind.  Ist  x,  wie  im  Aiifsatze  des 
Herrn  Schwering,  eine  primitive  pte  Wurzel  der  Einheit,  g  eine  primitive  Congruenz- 
wurzel  von  p,  und  setzt  man  n  ==  p  —  1  und 

_      ,  _       .7  _       3>  _       sP-2 

Xq  —   X  j   X^  —   X  ,   X^  —   X    i   '  '  '  X^  _  j  —   X  , 

so  fallen  die  durch  die  Gleichung  (C)  definirten  Ausdrücke  v"  n^t  den  Jaco6wchen 
zusammen. 

Bedeuten  nun  wieder,  wie  vorher,  .Tq,  a^i,  .  .  .  x„_i  unbestimmte  Grössen  und 
entwickelt  man  das  Product         .^  -v  '"•        v  ^r 

2^M'      X^-  ^W      X^,  (r  =  0,l,...  ji-1) 

r  r 

nach  steigenden  Potenzen  von  {w  —  1),  so  kommt,  wenn  man  von  denjenigen  Glie- 
dern absieht,  die  eine  höhere  als  die  zweite  Potenz  von  {w  —  1)  enthalten,  und  wenn 

man  zur  Abkürzung         -v         t-    x-  v      ^v  2  v  ,    „  , 

^        ^a;^  =  A,  ^»"a;,.  =  Aj,  ^r.x^  =  A2  (r=o.i,...7.-i) 

r  r  r 

setzt : 

2X'  -  {h  +  k)  (lü  -  1)  (iv  -  3)  Ä'Zj  +  Qi  +  ''f  (w  —  \fXX„  -  lik{w  -  \f2{r  -  sfx^x^ . 

;",  s 
(r,  s  =  0,  1,  ...  71-1) 

Andererseits  ergiebt  die  Entwickelung  von  22'w"''^*"'a5^,  abgesehen  von  den  mit 
[w  —\f  beginnenden  Gliedern,  das  Aggregat: 

2X  -  [h  +  A-)  {w  -  1)  (w  -  3)Xj  +  {h  +  l<f{w  -  \fX.^, 

und  es  besteht  daher  die  Congruenz 

Q.yw"'x^-2w''x^=%Xyw^''^''^'x^-lih{w  -  \f2ir-sfx^x^{mo<\.{xo  -  \f) 

TT  r  r, » 

(r,s  =  0,1,  ...  11- 1) 

in  dem  Sinne,  dass  die  Division  der  auf  beiden  Seiten  stehenden  Ausdrücke  durch 
{w  —  \f  als  Rest  eine  und  dieselbe  ganze  ganzzahlige  Function  der  Grössen 
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ergiebt.  Da  nun,  wenn  zur  Abkürzung 

^X^  X     j    .^  =    3;,  (r=0,),...n-l) 

r 

gesetzt  wird,  die  Congruenz 

^(r  —  s)^x^x^^yr^Er{mod.n)  {--,1=0, i,  ..  n-n 

r,s  r 

besteht,  wo  5i ,  5^ ,  .  .  .  ganze  cyklische  Functionen  der  n  Grössen  x  sind,  so  erhellt, 
dass  in  dem  im  92.  Bande  dieses  Journals  S.  77^)  dargelegten  Sinne  die  Congruenz 

(D)  '22w"x^^2^0'''x^^22Xr•^^"^''^'^^^r-^'^^i^  ~  if^r^^r      (-O.l,...,.-!) 

r  r  r  r  r 

für  das  Modulsystem  /  ,         ,,„   ,         ,,,> 

stattfindet.  Setzt  man  gemäss  der  Congi'uenz  (A) 

(Ä)  2'w*'x^-^iü*^a;^-^i(;''  +  '"'-'"'a;^=<^^^.(w)  (mod.  (w"  -  1))      (r=o.i,. ...-.) 

r  r  r  ' 

und  multiplicirt  die  Congruenz  (D)  mit 

r 

so  geht  dieselbe  in  die  Congruenz 

(E)  2<p^,^{io)  =  2<p^_^^^{tv)  -  hk{w  -  l)'Xyr'  E,  (modd.w  [ic  ^  l)^  {tv  -  l)^  jü"  -  l) 

(r=0,  1,.  ..  n-1) 

über,  in  welcher  die  Ausdrücke  fp{%ü)  ganze  Functionen  {n  —  l)ten  Grades  von  iv  be- 
deuten, deren  Coefficienten  ganze  ganzzahlige  cyklisclie  Functionen  der  n  Grössen  x 
sind.  Diese  Congi-uenz  (E)  enthält  den  von  Herrn  Schwering  aufgestellten  Satz  als 
speciellen  Fall. 

Nimmt  man  zuvörderst,  wie  oben,  für  iv  die  nte  Wurzel  der  Einheit  a>',  wo  t 
irgend  einen  Divisor  von  n  bedeutet,  so  reducirt  sich  das  Modulsystem  der  Congruenz 
(E)  auf  das  System  der  zwei  Moduln 

und  da  w'  —  1  für  den  Fall,  dass  der  Quotient  '^  verschiedene  Primzahlen  als  Fac- 
toren  enthält,  eine  complexe  Einheit  ist,  so  hat  man  nur  den  Fall  ins  Auge  zu  fassen, 


')  Bd.  II,  S.  335  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L,  Kronecker'8  Werke  IV  18 
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WO  dieser  Quotient  eine  Primzahlpotenz  i'"  ist.  Alsdann  ist  aber  v  und  also  auch 
tv"",  d.  h.  n  durch  w'  —  1  theilbar,  und  das  Modulsystem  in  (E)  reducirt  sich  daher 
auf  den  einfachen  Älodul  /  ,      ^^. 

Die  in  der  Congruenz  (E)  vorkommenden  Ausdrücke  (p{w)  bestimmen  sich  durch 
die  Gleichung 

welche  aus  der  obigen  Congruenz  (A)  hervorgeht,  wenn  w  =  cj*  gesetzt  wird,  und 
der  Ausdruck  ^r^S^  in  (E)  verwandelt  sich,  wenn  man  in 

r 

5"    =  ^X  X    ,  (»  =  0,  ],...«-!) 

r  ^^      s     s  +  r 

s 

dieWerthe  i  >-i   _,^_  i  ^-i   _,„+,, 

'''=n2j'"  "/■•    ^»  +  r=     n^'"  ^A  (*  =  0,l,...n-l) 

ll  h 

einsetzt,  in  \  "s^  «   i.r 

h,r 

Da  nun  für  eine  behebige  Grösse  w: 

{w  —  If'^r'w  =  n^w"{iv  —  1)  —  2nio''^'  +  w{w  +  1)  •  ^^^  (r=o,i,...n-i) 

r 

ist,  so  Tivird 

(G)  ^'■''^'•^     «2'"''"*'^* '"'-'.  ^^  (*,-=0.1,...n-l), 

r  A,r 

wenn  x  durch  die  Gleichung 

(G)  X  -  -Q-in  -  1)  (-2«  -  1)5T„  -  2j  ^IiTI^s-""*-^-*-  (*  =  i,2,...,.-i) 

definirt  wird.  Man  gelangt  auf  diese  Weise  von  der  Congruenz  (E)  zur  Congruenz 
(E)  '^f.M)  -  '^%,,,M)  -  ^'^(^'  -  l)'^o%  (mocI.(ß>'  -  1)^), 

in  welcher  die  Ausdrücke  9?,  x  die  in  den  Gleichungen  (F)  imd  (G)  dargelegte  Be- 
deutung haben. 

Specialisirt  man  nunmehr  die  Grössen  Xo,Xi, . . .  x„-i  wie  oben,  indem  man 

g  _        ff'  9''~^  1 

Xq      Xy       iC.      X       ,       Xn     X  ,        .      .      .       **"       _  .       X  y  fl       'P  i 
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setzt  und  unter  g  eine  primitive  Congruenzwiirzel  von  p,  unter  x  aber  eine  primitive 
p  te  Wurzel  der  Einheit  und  unter  p  eine  ungerade  Primzahl  versteht,  so  wird 

(H)  5Tj,=    —   1,       W^ÖJ     ^.  =    ft)-*"p  (*=I,3,...n-l), 

fi,r  r 

oder  , 

Z  =  -  j^2^P  -  1)  (/  -  llp  +  12)  =  -  ^nU"  -  9»  +  2) 

und  daher  ^ 

;t;  =  —  j^nC«  —  1){n  +  5)  (mod.)i). 

Da  nun  n  =  tv"'  und  folglich  x  ^^  (mod.  r)  wird,  wenn  die  Primzahl  v  ^  3  und 
wenn  nur  nicht  v"»  =  3  und  dabei  t^±l  (mod.  3)  ist,  so  geht  die  Congruenz  (E) 
in  die  einfachere 

(J)  <pjco')  =  <p^^^^{co')    {mod.  ioj' --[)') 

über,  welche  vermöge  der  Gleichungen  (C),  (F)  und  (H)  auf  die  Form 
(J)  PV'a  j.((w')  ^  —  p     oder  also     y>^  ^(ft)'')  i^;  —  1  (mod.  (m'  —  1)^) 

gebracht  werden  kann;  und  w'  bedeutet  hier  eine  primitive  Wurzel  der  Einheit, 
deren  Exponent  irgend  eine  in  p  ^  1  enthaltene  ungerade  PrimzaMpotenz  ist,  wenn 
nur  der  einzige  FaU  ausgenommen  wird,  wo  t  =  Kp  —  l)  imd  zugleich  t  nicht  durch  3 
theilbar  ist. 

Die  Vereinfachung  der  Congruenz  (E)  ist  keineswegs  auf  die  Kreistheilungs- 
Gleichungen  beschränkt.  Man  kann  nämlich  für  eine  behebige  ungerade  Anzahl 
Grössen  Xo,  x^,  .  .  .  Xn-i  eine  ebenso  große  Anzahl  ganzer  rationaler  Functionen  der- 
selben '      '  ' 

so  bestimmen,  dass  die  daraus  gebildeten  Ausdrücke  w'  diejenige  Eigenschaft  be- 
sitzen, auf  welcher  —  im  Falle  der  Kreistheilungs- Gleichung  —  der  Wegfall  des  letz- 
ten GHedes  in  der  Congruenz  (E)  beruht.  Es  ist  dies  die  Eigenschaft,  dass  das  Pro- 
duct  co^öj-h  für  alle  n  — 1  von  Null  verschiedenen  Werthe  des  Index  li  denselben 
Werth  hat.  Um  solche  Grössen  x'  zu  bestimmen,  setze  man 

IV\  "4      I     I  ~  ~t  t  1     ^^      -hi^t  /*,  1  =  0,  1,...  n  — 1\ 

18* 
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Alsdann  sind  die  n  Grössen  a;' ganze  ganzzahlige  Functionen  der  n  Grössen  x,  und  jede 
der  n  Grössen  x  lässt  sich  daher  als  ganze  Function  einer  der  Grössen  x  so  darstellen, 
dass  die  Coefficienten  rationale  cyklische  Functionen  von  x^,  Xi,  .  .  .  a;„_i  sind.  In 
dem  durch  die  symmetrischen  und 'cyklischen  Functionen  von  Xg,  x^,  .  .  .  x„_i  ge- 
bildeten Rationalitäts-Bereiche  wird  also  durch  Xg  eine  Gattung  algebraischer  Func- 
tionen Jiter  Ordnung  repräsentirt,  welcher  alle  n  Grössen  x  ebenso  wie  alle  n  Grössen  x 
angehören.  Die  aus  den  Grössen  x  gebildeten  Ausdrücke 

EJ'  =  ^(i)  "^ x'  (/i,  .-  =  0,1,  ...1-1) 

r 

erfüllen  nun  vermöge  der  Gleichungen  (K)  die  Bedingung: 

(L)  V)[w'_^  =  m'^m'^  (s=i,2,...n-i), 

und  es  wird  daher  der  Ausdruck 

nZj""'"     "''"-'.  ('-,.  =  0,1,. ..„-!), 

welcher  dem  oben  mit  -/_  bezeichneten  entspricht,  gleich  'Null.  Die  Congruenz  (E)  er- 
hält demnach  die  einfache  Form: 

(E')  <,H  -  <;,  +  ,H  (mod. (CO  -  \f), 

wenn  t  =  1  gesetzt  und  der  Factor  zwei  weggelassen  wird.  Diese  Congruenz  hat  nur 
dann  eine  Bedeutung,  wenn  7i  Primzahlpotenz  ist,  da  sonst  co  —  1  complexe  Einheit 
ist.  Wenn  aber  n  =  r"'  und  )'  eine  ungerade  Primzahl  ist,  so  kann  {co  —  If  als  Modul 

durch  v"  ersetzt  werden,  wo  a  =  v"''^{v  —  1)  zu  nehmen  ist.  Führt  man  an  Stelle 
der  Ausdrücke  95'  die  durch  die  Gleichung 

definirten  x^usdrücke  ^p'  ein,  so  geht  die  Congruenz  (E)  in  folgende  über: 

(E")  y>l^{co)=y!x;.{nwi\.{oj —  If)  (r  =  o,i,...n-i), 

und  man  sieht  also,  dass  in  jeder  Gattung  Ahelscher  Gleichungen  eines  beliebigen 
Rationalitäts  -  Bereiches  solche  Gleichungen  existiren,  für  die  eine  ebenso  einfache  Con- 
gruenz (E")  besteht,  ivie  für  die  Kreistheilungs-Gleiehungen. 

Führt  man  die  Ausdrücke  cd'  selbst  ein,  so  erhält  man  an  Stelle  von  (E  ) 
die  Congruenz:  ^,    ,      „,^,     /      ,  ,         .>3\ 
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und  also  nach  Einsetzung  der  durch  die  Gleichung  (K)  definirten  Werthe  der  Aus- 
drücke ü>': 


-^^.«-^^S^  ('^^«^i-(" - 1)'^- 


In  dieser  Congruenz  können  die  Factoren  w^  weggelassen  werden,  da 


>a  =  //w^  (A  =  1,2,  ...«-!) 


und  also  offenbar  nicht  durch  w  —  1  theilbar  ist.  Es  zeigt  sich  daher  die  Congruenz 

(M)  (3^(3^ä_^_^  =  ä_ ,  w_j.  w,^ ^ ^  (mod.  (w  —  1  f) 

als  mit  der  Congruenz  (E")  äquivalent.  Diese  Congruenz  (M)  lässt  sich  aber  ganz 
unmittelbar  verificiren.  Denn  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Werthe  der  Aus- 
drücke (ö  substituii't,  alsdann,  um  nur  positive  Exponenten  zu  haben,  die  Indices 
—  h,  —  Ä;  durch  n  —  h,  n  —  Je  ersetzt,  und  endlich  an  Stelle  von  w  eine  Variable  w 
nimmt,  so  kommt  links 

(N)  -2«^  x^x^x^ 

r,s,t 

und  rechts  (r,,, (=o, i, ...«-i) 

(N')  ^M;<'-^"-+'"-*"+<*^*"x^a;.a;,. 

Ent^dckelt  man  diese  Summen- Ausdrücke  nach  steigenden  Potenzen  von  w  —  1, 
so  ist  das  erste  Ghed  auf  beiden  Seiten  dasselbe,  nämlich : 

(^XY  (r  =  0,  1,.    .n-l); 

das  zweite  Ghed,  welches  die  erste  Potenz  von  {iv  —  1 )  enthält,  wird  auf  beiden  Sei- 
ten durch  n  theilbar ;  denn  der  Coefficient  von  {iv  —  1 )  wird  für  den  Modul  n  dem 
positiv  oder  negativ  genommenen  Werthe  der  Summe 

SQir  -{-  ks  —  [h  -\-  k)t)x^x^x^  (r, i, /  =  o, i, ...n-o 

r,»,( 

congruent,  welche  offenbar  gleich  Null  ist,  da  hierin  das  Product 

^t^  T  X    ^  _  X     ^1 X 

T  r  r 

zuerst  mit  A  dann  mit  k  imd  zuletzt  mit  —  Qi  +  ä;)  multipHcirt  erscheint.  Im  dritten 
Ghede  endhch  -närd  der  Coefficient  von  (w  —  If ,  abgesehen  von  Vielfachen  der 
Zahl  n,  gleich 

y2(^r  +  ks  -  {h  +  mYxxx^  +  Y^^'*''  +  ^^  -  (^  +  k)i)xxx^, 

(r,  i,  f  =  0.  1,  ...  B-1) 
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und  zwar  erscheint  das  obere  Zeichen  des  zweiten  Theiles  dieses  Ausdrucks  auf  der 
Hnken  Seite,  das  untere  auf  der  rechten  Seite  der  Congruenz.  Eben  dieser  zweite 
Theil  ist  aber  identisch  Null,  jene  beiden  Summen  (N),  (N)  sind  also  für  das  Modul- 
system (/i,  (li' —  1)^)  einander  congruent,  und  an  Stelle  dieses  Modulsystems  tritt 
für  w  =  M  der  einfache  Modul  (w  —  1)^,  da  n  durch  (w  —  1)^  theilbar  ist. 

II. 

So  wie  die  hier  in  der  Congruenz  ( J)  dargelegte  Eigenschaft  der  complexen 
Zahlen  v'(w)  aus  ihrer  ursfrünglichen  Definition  durch  die  Gleichung  (C),  nicht  wie 
bei  Herrn  Schwering  aus  jener  zweiten,  in  der  Gleichung  (6)')  des  vorstehenden  Auf- 
satzes enthaltenen  Definition  abgeleitet  worden  ist,  so  ergiebt  sich  auch  die  Reduc- 
tion  der  Functionen  y^  ^  auf  den  sechsten  Theil  ganz  unmittelbar  aus  jener  Glei- 
chung (C).  Diese  Reduction  beruht  ebenso  wie  die  Vereinfachung  der  Congruenz  (E) 
auf  jener  schon  oben  hervorgehobenen  Eigenschaft,  dass  das  Product  ü)„w_h  für  alle 
n  —  l  Indices  h  denselben  Werth  hat,  und  ist  also  auf  alle  ^&e?  sehen  Gleichungen 
anwendbar,  welche  jene  Eigenschaft  besitzen.  Ist  nämhch,  wie  oben, 

(P)  K*=5°*'     K^'-n  =  K^-,  (;..*  =  ..... ..,,-1), 

so  ist  unmittelbar  ersichtUch,  dass  die  sechs  Ausdrücke 


,■' 


n,*'  n-,»-  %,-k-k'  n,-A-A'  "P-h-k,,.'  y!-,-t,k 

mit  einander  übereinstimmen.  Dies  findet  sich  schon  in  dem  Heft  Ja^obischev  Vor- 
lesungen aus  dem  Jahre  1836,  welches  in  der  Vorrede  des  5crc/miami sehen  Werkes 
über  die  Kreistheilung  erwähnt  ist.  Jacobi  wendet  darin  folgende  Bezeichnungen  an: 

/         \  '^    *    s*  /   \         (a,x){a'',x)  ,A  =  o,  1, 2,  ...i-»\ 

wo  X  eine  primitive  pte  Wurzel  der  Einheit,  «  eine  primitive  Ate  Wurzel  der  Einheit, 
g  eine  primitive  Congruenzwurzel  der  Primzahl  p  und  /l  einen  Primfactor  von  j)  —  1 
bedeutet;  er  geht  genau  auf  die  Bedingungen  ein,  unter  denen  einige  von  den  sechs 
verschiedenen  Index- Systemen  der  in  ihrem  Werthe  übereinstimmenden  y -Func- 
tionen mit  einander  identisch  werden,  und  formuürt  das  Endresultat  in  folgender 
Weise : 


')  Schwering,  Journal  für  Mathematik,  Bd. 93,  S.335.  Vgl.  auch  Zusatz  84  am  Ende  dieses  Bandes.    H 
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„Die  Anzahl  der  zu  bildenden  Functionen  {ip)  ist  gleich  der  ganzen  Zahl, 
welche  nur  um  einen  echten  Bruch  grösser  ist  als  ^  A." 

Hierbei  bedeutet  A  diejenige  Zahl,  welche  oben  mit  n  bezeichnet  worden  ist.  Dass  sich 
die  Fimctionen  f  „immer  vmmittelbar  auf  den  sechsten  Theil  zurückführen  lassen" 
hat  Jacohi  mit  eben  diesen  Worten  auch  in  seiner  im  Monatsbericht  der  Berhner 
Academie  vom  October  1837  abgedruckten  Mittheilung  (S.  132)*)  angegeben.  In 
der  Note,  welche  diese  Angabe  enthält,  fügt  Jacohi  hinzu :  „Ich  habe  sogar  durch  eiue 
bis  //  =  31  **)  fortgesetzte  Induction  gefunden,  dass  sich  alle  Functionen  ip  immer 
durch  die  Werthe  einer  einzigen  ausdrücken  lassen."  Bezüglich  dieser  Frage  enthält 
aber  die  X^^Ite  der  oben  angeführten  Jaco&ischen  Vorlesungen  ia  der  mir  vorhegen- 
den Xachschrift  die  folgende  ausführlichere  Darlegung:  ,,Wir  haben  in  der  XVten 
Vorlesung  gesehen,  dass  man  die  Anzahl  der  zu  bildenden  Functionen  y)  immer  auf 
den  sechsten  Theil  reduciren  kann.  Diese  Reductionen  sind  die  einzigen,  die  immittel- 
har  eine  Function  auf  die  andere  zurückführen,  indem  man  nur  statt  a  eine  andere 
Wurzel  setzt.  Man  kann  aber,  wenn  man  sich  bloß  die  Aufgabe  stellt,  eine  Function  t/' 
vermittelst  der  anderen  auszudrücken,  noch  ganz  andere  Relationen  angeben,  durch 
welche  man  aus  einer  Function  die  andere  erhält,  indem  man  in  ihr  für  a  andere 
Wurzehi  setzt  imd  mehrere  dieser  Ausdrücke  mit  einander  multiphcirt.  Im  Allge- 
meinen erhält  man  aus  einer  Function  y  («)  die  A  —  1  Functionen 

rt>{a),  y>{a^),  v(«^).  •  •  •  W^o.''^^) , 

und  durch  Multiplication  einiger  dieser  Functionen  wird  man  wieder  auf  Func- 
tionen y>  kommen  können.  Es  ist  jedoch  sehr  schwer,  das  allgemeine  Verfahi'en  anzu- 
geben, indem  jede  Primzahl  A  hier  als  ein  Individuum  auftritt,  für  das  bis  jetzt  ganz 
besondere  Verfahrungsarten  angewendet  werden  müssen.  Ich  habe  daher  fi'üher  auch 
eine  ziemhch  weit  getriebene  Induction  angewendet  und  den  Satz  nicht  allgemein, 
sondern  nux  für  die  einzelnen  Primzahlen  bis  31  bewiesen.  Man  gelangt  hierbei  zu  sehr 
merkwürdigen  Ausdrücken  für  die  Grössen  unter  dem  Wurzelzeichen,  welche  Pro- 
ducte  aus  den  verschiedenen  Werthen  einer  Function  \p  werden,  die  durch  die  Xatur 
der  Primzahl  bestimmt  ist.  Eine  hierzu  dienende  Formel  ist  z.  B.  diejenige,  mittels 


*)  Vgl.  auch  dieses  Journal  Bd.  30,  S.  ITO.i) 
**)  Mit  n  ist  hier  diejenige  Zahl  bezeichnet,  für  welche  Jacohi  in  seinen  Vorlesungen 
den  Buchstaben  A  gebraucht  hat. 

»)  Jacohi,  Werke,  Bd.  R',  S.  259,  Fußnote.  H 
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deren  mau  das  Product  zweier  Functionen  %>  durch  das  Product  von  zwei  anderen 
ausdrücken  kann".  Jacobi  leitet  hierauf  einen  Satz  ab,  welcher  bei  der  oben  in  (C) 
definirten  Bezeichnung  sich  dahin  formulii'en  lässt,  dass  das  Product 

bei  beüebiger  Vertauschung  der  drei  Indices  h,  k,  l  ungeändert  bleibt.  Diesen  Satz, 
dessen  Inhalt  in  Evidenz  tritt,  wenn  das  Product  Whifh^ki  durch  Einführung  der 
Ausdrücke  («,  x)  oder  w  in  den  Quotienten 

(a',a;)(a\x)(a',«)         ,  ^j^^ 

transformirt  wird,  benutzt  Jacobi  im  Verfolg  seiner  Vorlesungen,  um  für  eine  Reihe 
von  Primzahlen  X  zu  der  von  ihm  erstrebten  Darstellung  des  Ausdrucks  Co  durch  eine 
einzige  der  Functionen  xp  zu  gelangen.  Er  leitet  die  Entwickelung  mit  der  Bemerkung 
ein,  dass  die  allgemeine  Theorie  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  und  es  da- 
her rathsam  sei,  die  Darstellungsweise  erst  an  einigen  Beispielen  zu  versuchen,  und 
er  gelangt  alsdann  durch  Combination  der  zwischen  den  verschiedenen  ^-Functionen 
bestehenden  Relationen  zu  den  Formeln : 

(a,  xf    =  fxp^id-), 

(a,  a;)^    =  f\p^{a)'ip\{a), 

(a,  a;)'    =  v'i(«'')v'I(«")v\(ß)> 

(«.  -f)'^  ^  j,«yi(ö')v'!("')y2(«)vi(«')«/^'?.(«")v!;(«'). 

(".  ■^Y^  =  j,„V'o(«'')v'!(«°)v'o(«  0v'2(")v'2(«''0v'2(a0v'2(«'')v'o(a  ")v''3(«''), 

Jacobi  hat  auf  diese  Weise  in  der  That  für  die  ersten  acht  ungeraden  Prim- 
zahlen A  den  Werth  von  («,  x)'  durch  Producte 

77/ («■'), 
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WO  f''{a')  die  pte  Potenz  von  v- («  )  bedeutet,  also  durch  Producte  con/u^tVfer  v -Func- 
tionen ausgedrückt;  dabei  hebt  er  als  bemerkenswerthe  Eigenschaften  dieser  Pro- 
ducte hervor,  dass  für  die  verschiedenen  Factoren  y>''{a')  der  Congruenzwerth  von 
p  •  q  (mod.  ?.)  derselbe  bleibt,  und  dass  die  Einrichtung  der  Producte  erkennen  lasse, 
wie  die  verschiedenen  Wurzelgrössen,  welche  bei  der  Berechnung  der  conjugirten 
Werthe  (a,  x),  (a-,  x),  («*,  x),  .  .  .  auftreten,  diu'ch  einander  bestimmt  werden.  Hier- 
mit ist  gemeint,  dass  z.  B.  für  X  =  1  die  Wurzelausdrücke 


(a,  x)  =  yf^{a)y)l{a-)fl(a),   {a,  x)  =  yy>^{a)y)l{a)y)l(a) 

so  eingerichtet  sind,  dass  das  Verhältniss  (a,  x)- :  («-,  x)  gleich  j/yj  (a)  und  demnach 
das  Wurzelzeichen  durch  die  Bedingung:  («,  x)-  =  y)i{a){a',  x)  bestimmt  wird. 
Jacobi  macht  ausserdem  die  Bemerkung,  dass  für  die  Zahlen  A  =  3,  5,  11,  13,  19  die 
Exponenten  der  conjugirten  Functionen  v  cbe  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  von 
1  bis  ^(?.  —  l)  bilden,  und  er  entwickelt  die  Bedingungen,  imter  denen  eine  solcJie 
Darstellung  von  (a,  x)'  möghch  ist,  ohne  jedoch  die  Frage  allgemein  zu  untersuchen, 
ob  überhaupt  —  wie  er  offenbar  vermuthet  hat  —  für  alle  Primzahlen  A  der  Ausdruck 
(a,  x)'  als  Product  conjugirter  ^-Funktionen  darstellbar  ist. 

Es  sind,  wie  ich  glaube,  diese  hier  mitgetheilten  weiteren,  die  Reduction  der 
V -Functionen  betreffenden  Entwickelvmgen  in  den  Jacok'schen  Vorlesungen  —nicht 
aber  jene  einfachen  imd  kurzen  Bemerkungen  über  die  Reduction  der  Anzahl  der 
V -Functionen  auf  den  sechsten  Theil  —  welche  in  der  von  Herrn  Schwering  citirten 
Stelle  des  JBöcÄma/inschen  Werkes*)  gemeint  sind,  wo  es  heisst:  ,,die  y-Functionen 
können  sogar  auf  eine  noch  geringere  Anzahl  reducirt  und  die  Rechnung  dadurch 
vereinfacht  werden.  Indessen  scheint  es  mir  nicht  angezeigt,  diese  feineren  Unter- 
suchungen Jacobi s  hier  zu  reproduciren". 

Die  Frage  der  Reduction  der  i^' -Functionen,  mit  welcher  sich  Jacobi  ein- 
gehend beschäftigt  hat,  kaim  in  sehr  einfacher  und  eleganter  Weise  mit  Hülfe  der- 
jenigen [Mittel  behandelt  werden,  welche  ich  in  meiner  Dissertation  über  die  com- 
plexen  Einheiten  angewendet  habe  (vgl.  S.  3  dieses  Bandes^)  oder  S.  125  meiner 
Festschrift  zu  Herrn  Kummers,  Doctor- Jubiläum).  Ist  nämlich  n  Primzahl  und  y  eine 


*)  Bachmann,  Die  Lehre  von  der  Kreistheilung,  S.  92. 

>)  Bd.  I,  S.  11  dieser  Ausgabe.  H 

L.  Kronecker'a  Werke  IV  19 
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primitive  Congruenzwurzel  derselben,  so  sucht  Jaeobi  eine  der  n  —  \  Functionen 

^)j_^„,  (m  =  0,l,.    .,.-8), 

für  welche  sich  öl"  als  Product  von  Potenzen  der  conjugirten  Functionen 

und  der  %  —  1  ebenfalls  mit  einander  conjugirten  Ausdrücke 

sr^sy_j  ((=1,8,  ...n-i) 

darstellen  lässt,  dass  also  eine  Gleichung 

besteht,  in  welcher  die  Exponenten  r  und  s  ganze  Zahlen  bedeuten.  Es  macht  hier- 
bei keinen  Unterschied,  ob  unter  cüa  der  allgemeine  Ausdruck 

^ft)       X^  (r  =  0,l,...«-l) 

r 

oder  —  wie  bei  der  Jocofcischen  Frage  selbst  —  der  besondere  verstanden  ward,  wel- 
cher entsteht,  wenn  man  darin 

X     =    X"  (r^O,  1.  ...I.-1) 

r 

und  für  x  eine  primitive  f  te  Wurzel  der  Einheit  setzt ;  nur  dass  in  diesem  speciellen 
Falle  das  zweite  Product  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  { Q)  sich  auf  eine  ganze 
(positive  oder  negative)  Potenz  der  Primzahl  f  reducirt.  Jaeobi  stellt  überdies,  wie 
oben  auseinandergesetzt  worden  ist,  an  jene  in  der  Gleichung  (Q)  enthaltene  Dar- 
stellung von  w"  die  Anforderung,  dass  sie  ,, erkennen  lasse",  welche  der  «ten  Wurzeln 
den  verschiedenen  conjugirten  Werthen  ü.,  d.  h.  dass  bei  einer  solchen  Darstellung 
das  Verhältnisse", :  cü"'  durch  vollständige  iite  Potenzen  der  v^-Functionen  ausge- 
drückt erscheine.  Hiernach  müssen  die  Exponenten  r^,  da  in  w"  das  erste  Product 

/7v''',/,  +  l   ,,/,  +  ™+l        oder        //v'/7';,  +  ,„  (/,=0,l,...n-2) 

wird,  den  Congruenzbedingungen 

(R")  yr^^r,_j  (mod.n)  (A  =  o,i,...n-2) 

genügen.  —  Setzt  man  in  der  Gleichung  (Q)  an  Stelle  der  Functionen  y  ihre  Aus- 
drücke durch  die  Functionen  ü,  so  kommt: 

\'^l  <"!  XJ.'",^h'",.^  +  m"',yl,  +  liJ.'",^k>"_,^t  \      ,=  1,2,..    „-iy> 
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wenn  die  Zahl  l  durch  die  Congruenz : 

y'  =  1  +  y"  (mod.  n)     oder     l       ind.  (l  +  y'")  (niod.  {n  —  1)) 

bestimmt  wird.  Die  Exponenten  r  und  s  sind  hiernach,  abgesehen  von  den  Con- 
gruenzbedingungen  (R"),  einzig  und  allein  durch  die  Bedingungen: 

(E)  '■»  —  '■,    ,+  f,       +  s,  -\-  s,      =  n6„,  (/i=o,i,  ..n-s) 

'  n  h  —  i^h  —  nt     *        h     ^        h  —  v  0  A  v  j    »  / 

bestimmt,  wenn  l  ,         , ,    ,         ,,    f •■      i       n    s 

v  =  y(ri  — 1),  (5„,  =  0     für    /j  >  0,  ,5„„  =  1 

ist,  und  wenn  sowohl  die  Exponenten  r  als  auch  die  Exponenten  s,  deren  Indices  sich 
nur  durch  ganze  Vielfache  von  /;  unterscheiden,  als  identisch  gelten,  so  dass  für  jede 

2^^^  ^  r  =r  s  -  s 

ist.  Bedeutet  nun  ;  irgend  eine  primitive  (»  —  l)te  Wurzel  der  Einheit  und  multi- 
phcirt  man  die  Gleichung  (R)  mit  f"  und  summirt  alsdann  über  alle  Zahlen 
Ä  =  0,  1,  .  .  .  ?i  —  2,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

h  h 

welche  unmittelbar  in  folgende  zu  transformiren  ist: 

(1  _  .*'+  :"")2rX'  +  (^  -r  r'-)2"s,C*^=  «  ('.*  =  o..,.  .»-.); 

h  h 

diese  liefert,  da  s*^  =  —  1  ist,  für  ungerade  Zahlen  Ic  die  Bedingungsgleichung: 

h 

und  also,  wenn  unter  z  eine  Variable  verstanden  wird,  die  Congruenzbedingung: 

(1  -  z  +  z")2t.z''  +  (1  +  z')2s/  =  n  (mod.  (.-""'  -  1))       (A  =  o,i,...n-2). 

Da  ?i  —  1  =  2 1'  ist,  so  enthält  diese  Congruenzbedingung  die  folgende : 

(E")  (1  -  z  +  OJ'r,/  =  n  (mod.  (/  +  1))  (»  =  o,i,...,-s), 


A  ^ 


welche  aber  zugleich  hinreichetid  ist;  denn,  wenn  ^r^z'  dieser  Congruenz  und  also 

einer  Gleichung  ,         ,  ^     . 

^  {\-z  +  z"')2r,/  =n  +  {l  +  z)0{z)  m  =  o,  .,...»-») 

h 

genügt,  so  werden  die  Zahlen  s  durch  die  Congruenz 

^s^z"^:  —  0{z){mod.{z''  —  1))  (A=o.  1,  ...»-2) 

h 

19* 
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bestimmt.  Die  Gleichung  (R)  oder  die  damit  vollständig  äquivalente  Congruenz 
(R  )  bildet  also  zusammen  mit  den  Congruenzen  (R")  die  notliwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  für  die  Lösbarkeit  der  oben  bezeichneten  Jacobischen  Aufgabe. 

Die  Congruenzbedingungen  (R°)  lassen  sich  in  die  folgenden  transf ormiren : 

r^^  y~'r^(mod.  w)  (a  =  i,2,...»i-2), 

welche  zeigen,  dass  ^   .,,  x'-'-v'-/     j    \ 

°  ^r  C  ^r    >iy     C  (mod.n)  («  =  o,i,.. .«-s) 

h       '  h 

sein  muss.  Da  hiernach  für  das  Divisoren- System  (vgl.  Bd.  92  S.  72)  ^j 

{n,y-t) 
die  Congruenz  J'^C"^  r^^C"""*^  ,.=o......n-. 


A  h 


und  also,  falls  ä;  >  1  ist,  die  Congruenz 

^r^''=;0  (A=0,l,...«-2) 


bestehen  muss,  so  folgt,  dass  die  complexe  Zahl  ^r^C''  durch  jeden  der ,, algebraischen 

Divisoren"*)  ' 

div  [nw  -\-  y  —  f  J  {k  =  i,s,...n--i\ 

theilbar  sein  muss.  Nimmt  man  für  k  nur  Zahlen,  die  kleiner  als  n  —  l  und  zu  n  —  1 
relativ  prim  sind,  so  repräsentiren  die  verschiedenen  algebraischen  Divisoren 
div[«w  +  y  — f*]  die  sämmtlichen  conjugirten  oder  verbundenen  Primtheiler  von 
n  in  der  Theorie  der  aus  primitiven  Wurzeln  der  Einheit  C  gebildeten  complexen 
Zahlen,  so  dass  das  über  alle  Zahlen  k  erstreckte  Product 

JJ  div  \nu  +  y—  Cl 
der  Primzahl  n  absolut  äquivalent  wird.  Da  nun  für  ä;  >  1  die  Congruenz 

^r^C'' -     0  (inod.l?m  +  }' —  C*J)  (i,  =  o,i,...n-s), 

h 

also  für  alle  Werthe  von  k  die  Congruenz 

div  [nu  +  y  —  C]  -^r^C''^  0  (raod.fttM  -\- y  —  C*])  (ft  =  o,i,...>.-2) 


*)  Vergl.  §  15  meiner  Arbeit  im  92.  Bande  dieses  Journals.^) 

•)  Bd.  II,  S.  329  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

-)  Bd.  II,  S.  301  dieser  Ausgabe  von  L.  lüvnecher'n  Werken.  H 
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besteht,  so  niuss  das  Product  auf  der  linken  Seite  dieser  Congruenz  durch  dasPro- 
duct  aller  conjugirten  Primtheüer  div  [nu  +  y  —  ^'],  d.  h.  also  durch  die  Primzahl 
n  theilbar  sein.  Mit  Benutzung  der  Gleichung  (R)  kommt  daher: 

div[nM  +  y  -  C]-^r,_t^     0  (raod.(l  -  C'  +  O-S'^f*)  (*  =  o,i,...-.-ä) 

^^^^  div[nu  +  y  -  C]  i-  0  (mod. (1  -  t'  ^  f '")). 

Andererseits  ist  aber: 

1  -  f '  +  r'  =  1  -  y'  +  y'"  (mod.  (y  -  0), 


1  —  Y  +  Y    —  0  (mod.  n) 
Es  muss  daher 


und  also :  i       >i  >   j--»      ,>,     j  r       ■  >i\ 

1  —  C  +  f    :^  0  (mod.[ww  +  y  —  C])- 


1  -C'+r«^=div[wM  +  y-C], 
d.  h.  es  muss  die  complexe  Zahl  1  —  C'  +  C"  selbst  ein  Primtheiler  von  n  und  also 

(S)  Xm(l-C'+r)  =  « 

sein,  wenn  die  Norm  das  Product  aller  derjenigen  complexen  Zahlen  1  —  C'  +  f" 
bedeutet,  in  welchen  C  irgend  eine  frimitive  (n  ~  l)te  Wurzel  der  Einheit  ist. 

Die  für  die  Lösbarkeit  der  Jaco6* sehen  Aufgabe  erforderliche,  aber  nicht 
ausreichende  Bedingung  (S)  ist  für  alle  Primzahlen  n  =  3,  5,  7,  .  .  .  bis  n  =  43  er- 
füllt; für  n  =  47  aber  nicM.  In  diesem  letzteren  Falle  ist  nämhch  —  C  eine  primitive 
23  ste  Wurzel  der  Einheit,  und  die  Zahl  47  ist  nicht  als  Norm  einer  aus  23  sten  Wurzeln 
der  Einheit  gebildeten  complexen  Zahl  darstellbar;  es  giebt  also  überhaupt  keine 
complexe  Zahl,  w^elche  der  Primform  nu  ~2  —  C  oder  dem  algebraischen  Prim- 
theiler div[nw  —  2  —  f  ]  äquivalent  wäre,  w^elche  also  die  für  eine  der  complexen 
Zahlen  1  —  C'  +  C"  verlangte  Bedingung  erfüllte.*)  Wenn  aber  von  der  zweiten 
durch  die  Congruenzbedingungen  (R°)  ausgedrückten  Jacobi sehen  Forderung  ab- 
gesehen wird,  so  ist  die  Aufgabe  auchiür  n  =  47  noch  lösbar,  d. h.  es  lässt  sich  auch 
m  diesem  Falle  noch  w"  als  Product  von  Potenzen  conjugirter  ^-Functionen  dar- 
stellen. Hierfür  ist  nämlich  die  in  der  Gleichung  (R')  oder  in  der  Congruenz  (R") 
ausgedrückte  Bedingung  einzig  massgebend,  und  es  soll  deren  Inhalt  nunmehr  näher 
dargelegt  werden. 


*)  Es  ist  hier  die  primitive  Wurzel  —  2  für  y  genommen. 
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Da  die  Congruenz  (R")  für  sich,  d.  h.  abgesehen  von  den  jetzt  bei  Seite  zu 
lassenden  Congi-uenzbedingungen  (R"),  ganz  behebige  ganzzahhge  Werthe  der  Coeffi- 
cienten  r  gestattet,  so  kann  dieselbe,  unter  Anwendung  der  in  meiner  Arbeit  (im 
92.  Bande  dieses  Journals^))  eingeführten  Divisoren- Systeme  höherer  Stufen,  ein- 
fach durch  die  Congruenz : 

(T)  n  =  0  (modd.  1  —  2'  -f  0'",  1  +  z) 

dargestellt  werden,  in  welcher  (1  —  z'  +  z\  1  -f  2')  ein  Divisoren -System  zweiter 
Stufe  ist.  Dieses  Divisoren- System  ist  in  Factoren  zerlegbar,  welche  den  einzelnen 
irreductibeln  Factoren  von  1+  2'  entsprechen.  Sind  nämhch  F{z)  und  G{z)  zwei 
Divisoren  von  1  +  z\  die  mit  einander  keinen  gemeinsamen  Theiler  (erster  Stufe) 
haben,  so  ist  das  Modulsystem 

(1  _,-"+/',i?(,-).G(2)) 
aus  den  beiden  Modulsystemen 

(1_,'+/',F(.)),     (l-,'+/',G(2)) 

zusammengesetzt*),  da  bei  der  Multiplication  der  Elemente  dieser  beiden  Modul- 
systeme zuvörderst  das  System 

((1  _  ^'  +  f^)\  (1  _  ,'  +  /')F(,),  (1  _  2'  +  ^•')G{z\  F{z) .  G{z)) 

resultirt  und  aber  die  in  den  drei  ersten  Elementen  mit  (1  —  2'  -f  z")  multiplicirten 

Functionen  ,       >«  j?/  x  r-/  \ 

1—2  +  2  ,F{z),G{z) 

ein  Modulsystem  bilden,  welches  äquivalent  Eins  und  daher  kein  Modulsystem  im 
eigentlichen  Sinne  des  Wortes  ist.  Um  dies  näher  darzulegen,  hebe  ich  zuvörderst 


*)  Vergl.  Bd.  92  dieses  Journals,  S.  78,  V.''')  Es  kan  nübrigensan  der  bezeichneten  Stelle 
hinzugefügt  werden,  dass  ein  Modulsystem  (M  •  M',  Mi,  Mj,  .  •  •)  auch  dann  aus  den  beiden 
Systemen  {M,  M^,  M^,  .  .  .),  (M',  Mj,  Mj,  .  .  .)  zusammengesetzt  ist,  wenn  das  Modulsystera 
(M,  M',  Ml,  Mo, . . .)  c\3  1  ist ;  denn  das  componirto  System  ist  aus  den  Elementen 

M  ■  M',  M  ■  Ml,  M  ■  M2,  .  .  .,    M'  ■  Ml,  M'  ■  M„,  .  .  .,    Mi  ■  Mj,  Mi  ■  M  ^,  .  .  . 

zu  bilden,  und  für  jeden  Werth  /i  =  1,  2,  .  .  .  können  die  Elemente  M  ■  M^,  M'  •  M»,  Mi  •  M^, 
Mj  •  M/,,  .  .  .  durch  das  einzige  Element  Mf,  ersetzt  werden,  weil  das  aus  den  damit  multipli- 
cirten Elementen  gebildete  System  der  gemachten  Voraussetzungen  gemäß  äquivalent 
Eins  ist. 

')  Bd.  II,  S.  329  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  II,  S.  33G  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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hervor,  dass  die  Eliminationsresultante  von  F{z)  und  G{z),  als  homogene  lineare 
Function  derselben,  dem  Modulsystem  {F{2),  G{z))  als  ferneres  Element  hinzugefügt 
werden  kann.  Diese  Resultante  wird  durch  das  Product  aller  Factoren  (f *  —  C*) 
dargestellt,  welche  man  erhält,  wenn  man  für  f''  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
F{z)  =  0  und  für  C'  alle  diejenigen  der  Gleichung  6-' (2)  =  0  setzt;  ihr  Werth  ist  eine 
ganze  Zahl  d,  und  da  sie  durch  ein  Product 

+  //(!- C'-^)    oder    +/7(l_c""^) 

h.k  l,,t 

gegeben  ist,  so  kann  sie  nur  ein  Divisor  von  >•  sein.  Es  mag  hier  beiläufig  bemerkt 
werden,  dass,  wenn  dieser  Divisor  d  von  Eins  verschieden  ist,  die  Functionen  F{z) 
imd  G(z)  ein  Divisoren- System  zweiter  Stufe  gemein  haben;  so  ist  z.  B. 

^^^  1  +z'+  z'  -  0  (modd.  1  +  2  +  2^  3) 

und  das  hier  auftretende  Modulsystem  zweiter  Stufe  (1  +  z  +  s-,  3)  ist  daher  in  den 
beiden  Functionen  1  +  z  +  2",  1  +2^  +  2*  zugleich  enthalten,  wenn  dieselben  auch 
keinen  Divisor  erster  Stufe  gemein  haben.  —  Nach  vorstehender  Darlegung  findet 
nun  die  Aequivalenz 

(1  -  /  +  /",  F{z),  G{z))  cvj  (1  -  2'  +  z"\  F{z),  G{z),  d) 

statt,  und  da  auf  Grund  der  Congruenz  (T)  die  Zahl  n  die  beiden  Modulsysteme 

(1_^'+/',F(^)),    (1  _,'+,"',G(,)) 
und  demnach  auch  das  den  beiden  gemeinsame  Modulsystem 

(1    _,'+/',F(3),G(2)), 

also  auch  das  diesem  äquivalente 

(1  ^,'+.-'>,F{z),G(z).d) 

enthalten  nuiss,  so  kann  eben  diesem  Modulsystem  die  Zahl  n  als  Element  hinzu- 
gefügt werden.*)  Alsdann  kommen  aber  die  beiden  Zahlen  d  und  n  als  Elemente  vor, 
und  da  d  ein  Theiler  von  »•  und  also  von  n  —  1  ist ,  so  ist  schon  das  Modulsystem 
{d,  n)  und  daher  auch  das  Modulsystem 

(1  -  /  +  A  F  (z),  G  (z)) 

*)  Vergl.  Bd.  92  dieses  Journals,  S.  77,  IIL^) 

')  Bd.  II,  S.  335  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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äquivalent  Eins.  Hieraus  folgt  aber,  dass  in  der  That,  wie  oben  behauptet  worden, 
das  System  (i  _,'+/',  j.(,) .  g(^)) 

aus  den  beiden  Modulsystemen 

(1  __,'+/',F(.)),     (1  _,'+,"',G(0)) 

componirt  ist.  Führt  man,  wie  im  §  22 1)  meiner  im  92.  Bande  dieses  Journals  ab- 
gedruckten Arbeit,  an  Stelle  der  Divisoren- Systeme  die  „Formen"  mit ,, Unbestimm- 
ten" u,  u' ,  .  .  .  ein,  so  besagt  die  Congruenz  (T), 

dass  die  Form  zweiter  Stufe  (l  —  z  +  z'")u  +  1  +  z''  in  der  Zahl  n  ent- 
halten sein  muss.*) 

Hiernach  muss,  wenn  F{z),  wie  oben,  einen  Divisor  von  1  +  z  bedeutet,  auch  die 
Form  ,.        ,  ,     „A      ,    „,  , 

in  der  Zahl  n  enthalten  sein,  und  andererseits  ist,  wenn  die  beiden  Formen 

(1  _  /+  ^")u  +  F{z),   (1  -  .•'-)-  z")u  +  G{z) 
in  n  enthalten  sind,  nothwendig  auch  die  aus  beiden  componirte  Form 

(1  -z'+z")u  +  F{z)-Giz) 
in  der  Zahl  n  enthalten.  Da  uämlioh,  wie  oben  dargelegt  worden,  das  Modulsystem 

il-z  +  z",F(z),G{z)) 

äquivalent  Eins  ist,  so  haben  jene  beiden  Formen  keine  andere  mit  einander  gemein, 
und  das  Enthalten- Sein  jeder  einzelnen  hat  darum  das  des  Products  zur  Folge.  Um 
dies  aber  hier  ohne  Bezugnahme  auf  meine  mehrfach  erwähnte  Arbeit  nachzuweisen, 
seien  P{z),  Q(z),  R{z)  ganzzahhge  Functionen,  welche  die  für  die  Aequivalenz 

{\-z'-\-z"',F{z),G{z))^\ 
erforderhche  Gleichung 

(1-2'+  z"')P{z)  -f  F{z)Q{z)  +  G{z)B{z)  -  1 

*)  Vgl.  Bd.  92  dieses  Journals,  S.  85,  I.  und  S.  91,  IX'.^) 

^)  Bd.  II,  S.  342  dieser  Ausgabe  von  Tj.  Kroneckei-'s  Werken.  H 

•)  Bd.  II,  S.  343  u.  S.  351  dieser  Ausgabe  von  l>.  Kronecker'B  \Verlien.  H 
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erfüllen.  Es  seien  ferner  0{z),  0i{z),  f  (z),  ^i{z)  ganzzahlige  Functionen,  welche  die 
den  Congnienzen 

n  =  0  (modd.  1  —  s'  +  s",  F(z)),     7^  üez  0  (modd.  1  —  s'  +  /',  G{z)) 
entsprechenden  Gleichungen 

n={l-z'+  z")0{z)  +  F{z)0^{z),     »  =  (1  -  3'  +  /') '/'(^)  +  G{z)  W, [z) 
befriedigen.  Alsdann  findet  die  Gleichung 

„  =  (1  _  2'  +  z"'){G{z)B{z)0{z)  +  F{z)q{z)W{z)  +  nP{z))  ^  F{z)G{z){B{z)0,{z)  +  Q{z)  W,{z)) 
statt,  welche  sich  durch  die  Congruenz 

n  =  0  (modd.  1  -  2'  +  /',  F{z)  •  G{z)) 
darstellen  lässt  und  welche  zeigt,  dass  in  der  That  die  Form 

(1  —z^z''')u~F{z)-G{z) 
in  der  Zahl  n  enthalten  ist.  Die  Congruenz  (T)  kann  demnach  durch  die  Congruenz 
(T»)  n  =  0(modd.l  —  2'-f /', /^(2))  i'.  =  i,s,...) 

ersetzt  werden,  wenn  daiin /, {z)  alle  verschiedenen  iiTeductiblen Factoren  von  z'  —  1 
repräsentirt,  und  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  sich 
cö"  in  der  Form  (Q)  mit  irgend  icelchen  Exponenten  /.  d.  h.  ohne  die  beschränkenden 
Congruenzen  (R")  darstellen  lasse,  können  also  auch  dahin  formulirt  werden,  dass 
es  Zahlen  l,  m  geben  muss, 

für  welche  die  sämmtlichen  Formen  zweiter  Stufe  {l  —  z'  +  z"')u  +  f^{z) 
in  der  Primzahl  n  enthalten  sind,  oder  für  welche  die  Primzahl  n  durch 
jede  der  complexen  Zahlen 

l_f*'_Lf*"'  (*=1,3,5..    .n-ä) 

theilbar  ist. 

Die  Werthe  'C,  T,  C',  •  .  •  C^'  sind  nämhch  die  v  verschiedenen  Wurzeln  der  sämmt- 
hchen  Gleichungen  f,{z)  =  0,  und  es  zeigt  sich  daher  als  Resultat  der  vorstehenden 
Entwickelung,  dass  die  aus  der  Gleichung  (R )  immittelbar  als  noiliwendige  Bedin- 
gungen folgenden  Congruenzen 

(TO  n^O  (mod.d  -  ü'' +  C""))  (*=i,3.5,...„-8) 

L  Kronecker'«  Werke  IV  20 
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zugleich  ein  System  von  hinreiclienden  Bedingungen  für  die  Darstellung  { Q)  bilden. 
Es  sind  also  Eigenschaften  der  Zahl  n  in  der  Theorie  der  aus  (n  —  l)ten  Wurzeln  der 
Einheit  gebildeten  complexen  Zahlen  oder  also  Eigenschaften  von  n  im  Rationah- 


täts-Bereich  _e"    ^J  *),  auf  denen  die  Möglichkeit  jener  Darstellung  der  Kreistheilungs 
Ausdrücke  durch  ^-Functionen  beruht,  und  darin  liegt  es,  dass  Jacohi,  der  in  seinen 

noch  nicht  benutzen  konnte,  bei  Aufsuchung  jener  Darstellung  zu  der  schon  oben 
citirten  Aeusserung  veranlasst  wurde:  ,,es  sei  sehr  schwer  ein  allgemeines  Verfahren 
anzugeben,  indem  jede  Primzahl  {n)  hier  als  Individuum  auftrete,  für  welches  bis 
jetzt  ganz  besondere  Verfahrungsarten  angewendet  werden  müssten". 

Um  die  obigen  Ausführungen  an  einigen  Beispielen  zu  erläutern,  knüpfe  ich 

zuvörderst  an  die  auf  S.  347^)  mitgetheilte  Jacobische  Darstellung  von  (ö"  oder  (a,  x)" 

an,  sodass 

n  —  l'J,  7  =  2,  ^^(a)  =  WjW,a)j   ,  m  =  1,  J  =  Vd,  v  =  d 

wird,  da  2^^  =  3  (mod.  19)  ist.  Alsdann  ist 

(1  -  z''+  z)yr/=  19  (mod.(/+  1)), 
wenn  * 

(U)  ^r^z'  =  i  +  2z  +  z'  +  5z*  +  6/  +  3/  +  9^"  +  7^"  +  8z" 

genommen  wird,  und  die  hierdurch  definirten  Zahlen  r  bilden  die  Exponenten  der- 
conjugirten  y -Functionen  bei  jenem  <7aco6ischen  Ausdrucke.  Hier  ist  also,  wenn 
—  C  eine  primitive  neunte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet, 

19 -rü(mod.(l  -  C'"' +  C*))  (*  =  i,3.5...  i7), 

und  diese  Congruenz  besteht  für  alle  neun  Werthe  von  k,  wenn  sie  nur  für  k  =  1,  3,  9 
erfüllt  ist.  Für  ^  =  1  ist  nun  1  —  C'"  +  C  oder,  was  dasselbe  ist,  1  +  C  +  C*  in  der 
That  ein  complexer  Primfactor  von  19  und  erfüllt  daher  die  obige  Bedingung  (S), 
während  sowohl  für  k  =  3  als  für  ä;  =  9 

1  -  c"*  +  C*  =  1 


*)  Vergl.  Bd.  92  dieses  Journals,  S.  14.^) 

')  Bd.  IV,  S.  144  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

*)  Bd.  II,  S.  2()0 — 2ül  dieser  .'Vusgabc  von  //.  Kroneclcer's  Werlien.  H 
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wird.  Die  durch  die  Gleichung  (U)  definirten  Exponenten  /•  genügen  somit  allen 
Jacobischen  Forderungen.  Wird  aber 

n  =  47,  7  =  —  '2,  V  =  23 

genommen,  so  kann  —  wie  schon  oben  dargelegt  worden  —  den  sämmthchen  Jacobi- 
schen Forderungen  nicht  genügt  werden,  sondern  nur  insoweit,  als  von  den  Con- 
gruenzbedingungen  (R")  abgesehen  wird.  Jede  ^'-Function,  welche  nach  der  Jacobi- 
schen Bezeichnung  den  Index  y""  hat,  d.  h.  also: 

y>^,„    oder    w ,  w^,,,  öJ^I  j,,„ 
^\iId  durch  die  Zahl  m  oder  auch  durch  die  complexe  Zahl 

1  -  f '  +  r", 

bei  welcher  l  durch  die  Congruenz 

1  —  y  -r  y"  ^  0  (mod.  ?^) 

bestimmt,  ist,  vollkommen  characterisirt.  P'ür  je  sechs  dieser  i/)-Functionen,  welche 
nach  der  oben  mitgetheilten  Jaco6i'schen  Bemerkung  sich  unmittelbar  auf  einander 
reduciren,  sind  die  beiden  Zahlen  l,  m  beziehungsweise : 

(l,  m),  {l  —  m,  —  m),  {m  -\-  v,l -{-  v),  {m  —  /,  —  l  —  v),  (—  m  +  v,l  —  tn  +  v),  ( —  l,  m  —l  —  v); 
es  sind  also  die  complexen  Zahlen 

i  —  C-f-i,.-!  —  ^        -T  i      .-l-rs    —  ^-l  —  ■^        —  li.    .iis       —  s       ,1  —  •^     —  ^        > 

welche  den  sechs  Functionen  v  entsprechen.  Diese  unterscheiden  sich  von  einander 
theils  gar  nicht,  theils  nur  diuch  einfache  Einheiten  C'",  —  C',  ■  •  •  Die  eine  com- 
plexe Zahl  ,       ,„ 

-1  —  Q  -r  Q 

ist  daher  für  die  sämmtHchen  sechs  auf  einander  zurückführbaren  v'-Functionen 
charakteristisch,  und  es  ist  für  die  Zahl  l  z.  B.  nur  je  einer  von  den  sechs  Werthen 

/,  l  —  m,  m  +  V,  m  —  /,  —  m  —  v,  —  l 

zu  nehmen.  Setzt  man  nun  ß  =  —  ;,  so  dass  für  n  =  47  mit  ß  eine  primitive  23ste 
Wurzel  der  Einheit  bezeichnet  ist,  so  sind  die  einzig  in  Betracht  kommenden  acht 
Functionen  yi: 

Q  _ 

I  1      8  1      3  1      4  1      5  _l 6  1     9  1     10 


o  '       o     '       a    '       a    '       ffl     '       fij.   '      o  „  '       5>„ 

S  3  4  5  6  ;  10  11 


20* 
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beziehungsweise  durch  die  komplexen  Zahlen 

2-ß,l+ß~  ß-\  1  ^-  ß-'  -  ß\  1  +  ß'  +  f,  l-ß'^  ß-\l+  ß-'  -  ß-'\ 

1  +ß-'+  ß">,-[  -ß''+  ß-' 

charakterisirt.  Von  diesen  Zahlen  sind  die  2te  und  6te,  sowie  auch  die  4te  und  7te 
mit,  einander  conjugirt.  Die  5te  und  8te  Zahl  sind,  abgesehen  von  einer  einfachen 
Einheit,  ebenfalls  mit  einander  conjugirt,  da 

_  ^'(1  ^ß!^^  ß-^)  =  1  „  ^'  +  ^'ä  _  1  _  ^-ä  '0  +  ß'-' 

ist.  Da  nun  jede  der  acht  complexen  Zahlen  den  algebraischen  Primtheiler 

div[47M  +  2  —  ß] 

enthält,  so  enthalten  jene  sechs,  d.  h.  die  2te,  4te,  5te,  tite,  7te  und  8te  der  com- 
plexen Zahlen  ausser  div  [47  ii  +  2  —ß]  noch  einen  der  damit  conjugirten  Primtheiler. 
Die  erste  und  dritte  dagegen,  nämlich  2  —  ^  und  1  +  ß^^ — -ß',  enthalten  nur 
div [47m  +  2-/3]  und  keinen  der  damit  conjugirten  Divisoren;  diese  beiden  com- 
plexen Zahlen  enthalten  daher,  da  div[47'i<  +  2  —  ß]  keiner  complexen  Zahl  in  ß 
absolut  äquivalent  ist,  noch  algebraische  Divisoren  gewöhnlicher,  von  47  verschiede- 
ner Primzahlen,  und  kömien  also  nicht,  wie  es  die  Congruenz  (T)  verlangt,  als  Thei- 
1er  in  der  Zahl  47  enthalten  sein.  Die  anderen  sechs  complexen  Zahlen  sind  dagegen 
in  der  That  Divisoren  der  Zahl  47,  und  jede  derselben  ist  dem  Producte  von  zwei  con- 
jugirten Primtheilern 
■•  ^  div[47u  +  2-/3] 

absolut  äquivalent.  So  ist  z.  B. 

1  +  ß  —  ß"''^  div  [47w  +  2  -  /?]  •  div  [47m  +  2  —  ß'^], 

da  einerseits  die  complexe  Zahl  links  durch  jeden  der  beiden  Primtheiler  rechts  theil- 
bar  ist,  und  da  andererseits  das  Product  der  1 1  conjugirten  Zahlen 

1   _|_   /3'''  __  ^     "''  (/i=l,2,3,...ll) 

gleich  47  ist,  so  dass  die  Zahl  l  +  ß  -- ß  *  nur  Primtheiler  von  47  und  von  diesen 
selbst  nur  zwei  conjugirte  enthalten  kann.  Da  die  Zahl  1  +  ß  —  ß~*  die  yi-Function 
cüjWjtöj'  charakterisirt,  so  ist  die  47  ste  Potenz  von  cd  mittels  eben  dieser  v'-Function 
in  der  Form  (Q)  darstellbar,  ohne  dass  jedoch  die  Exponenten  r  darin  die  Con- 
grucnzen  (R")  befriedigen. 
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Dass,  wie  Jacobi  vermuthet  zu  haben  scheint^),  die  von  ihm  mit  (a,  xY  be- 
zeichneten Kreistheilungs-Ausdrücke,  stets  als  Producte  conjugirter  v'-Functionen 
darstellbar  sein  sollten,  ist  nach  den  oben  dafür  gefundenen  Bedingungen  (T)  kaum 
anzunehmen:  denn  darnach  müsste  stets  eine  Zahl  m  existiren,  für  welche  jede  der 
complexen  Zahlen  ,    ,    a„,       uind(i+/") 

wo  C  eine  Wurzel  der  Gleichung  f^''"'  -f-  i  =  o  bedeutet,  entweder  eine  complexe 
Einheit  oder  aber  ein  Product  conjugirter  algebraischer  Primt heiler  von  A  ist.  Ich 
habe  jedoch  noch  für  keinen  Werth  von  ?.  feststellen  kömien,  dass  diese  Bedingungen 
nicht  erfüllbar  sind.  Die  erste  Primzahl,  welche  in  dieser  Beziehung  zur  Untersuchimg 
geeignet  erscheint,  ist  A  =  83.^)  Indessen  hat  die  von  Jocoi/ erstrebte  Darstellung  von 
(a,  x)' ,  ohne  jene  Congruenzbedingimgen  (R")  keinerlei  theoretischen  Werth;  imd 
mit  den  bezeichneten  Congruenzbedingungen  ist  —  wie  oben  gezeigt  worden  —  die 
Darstellung  schon  für  ?.  =  47  nicht  mehr  möglich.  Wenn  die  Congruenzbedingungen 
(R°)  erfüllbar  sind,  ist  die  für  die  Funktion  f,„,  charakteristische  complexe  Zahl 
1  —  C'  +  C"  ein  complexer  Primfactor  der  Primzahl  n,  welche  bei  Jacobi  mit  l  be- 
zeichnet ist,  und  gerade  auf  dieser  Eigenschaft,  nicht  auf  der  einfachen  Bildung  und 
Gestalt  der  t/)-Functionen,  beruht  ihre  theoretische  Bedeutung  für  die  Kreistheilungs- 
Gleichimgen  wie  für  die  .46eZ sehen  Gleichungen  überhaupt.  Tritt  nämhch  an  die 
Stelle  von  1  —  C'  +  V"  irgend  eine  complexe  Zahl 

^q^ß''  (*  =  u, I,.  .»-2), 

für  welche  die  Bedingungsgleichung  (R) 

A  h  U  =  l,  3,5,  ...n-ä/ 

erfüllt  ist,  wäkrend  die  Zahlen  r^  den  Congruenzbedingimgen  (R")  genügen,  so  ist 
genau  so  wie  oben  zu  erschliessen,  dass  der  Gleichung  (S)  gemäss 

(SO  Nm  J"?/'  =  n 

>, 

sein  muss.  Eine  solche  complexe  Zahl  ^q^C''  charakterisirt  alsdaim  einen  Ausdnick 
^'.,  der  sich  durch  die  Gleichung 


')  Vgl.  Zusatz  35  am  Ende  dieses  Bandes.  •  H 
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bestimmt  und  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  w"  in  der  Form  (Q)  darstellen  lässt, 
wenn  darin  an  Stelle  jener  specielleren  Functionen  f  diese  allgemeineren  ^  gesetzt 
werden.  Aber  nicht  bloss  für  den  Fall,  dass  gemäss  der  Bedingung  (S)  die  Primzahl 
n  sich  als  Norm  einer  complexeu  Zahl  in  C  darstellen  lässt,  sondern  ganz  allgemein 
führt  die  obige  Deduction,  wemi  darin  an  Stelle  von  1  —  ;'  +  C'"  irgetid  eine  com- 
plexe  Zahl  in  ^  genommen  wird,  zu  Resultaten  über  die  verschiedenen  Arten  der  Dar- 
stellbar keit  von  Wurzeln  Abelscher  Gleichungen,  welche  ich  in  einem  anderen  Auf- 
satze  näher  darlegen  werde. 

Für  den  Fall  der  Kreistheilung  erlangt  man  mit  Hülfe  der  ^'-Functionen, 
wie  von  Jacobi  in  seinen  Vorlesungen  hervorgehoben  wird ,  eine  zahlentheoretische 
Definition  für  die  Coefficienten  der  oben  mit  öj"  bezeichneten  Ausdrücke,  welche 
auch  zu  deren  Berechnung  sehr  geeignet  erscheint.  Aber  wenn  man  zu  Gunsten  der 
Einfachheit  der  zahlentheoretischen  Definition  auf  die  Einfachheit  der  wirklichen 
Ausrechnung  verzichtet,  so  ist  es  besser,  den  Werth  des  Kreistheilungs- Ausdrucks 
öj"  direct,  d.  h.  ohne  Vermittelung  durch  die  ^-Functionen  darzustellen. 

m. 

Bezeichnet  man,  wie  oben(I.),  mit  w  eine  Variable,  mit  x  eine  primitive  pte 
Wurzel  der  Einheit  und  mit  g  eine  primitive  Congruenzwurzel  von  p,  ist  ferner  n 
irgend  ein  Theiler  von  p  —  1  und  w  eine  primitive  rite  Wurzel  der  Einheit,  so  ist  ge- 
mäss der  obigen  Formel  (A),  wenn  darin  l  =  n,m  =  1  genommen  wird, 

{^w'x'yEE^  pj^c^  (mod.  {w"  -  1))  (^:»'  I'  "^i)  • 

wo  Co ,  Ci ,  .  .  .  c„_i  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  es  sind  eben  diese  ganzzahUgen  Coeffi- 
cienten c,  deren  Bestimmung  die  Kreistheilung  erfordert.  Da  nun,  je  nachdem  k 
einen  der  Werthe  1 ,  2,  ...  p  —  1  oder  den  Werth  p  hat, 

2w'x'"'"=Eiw'-""''^w'x''''    oder     -  O(mod.(w"  -  1))  (,=o,i,,..p-» 

ist,  so  wird  V/ V^'-/.'-N"^(p  _  1)/ v,/a;='^y'(mod.(i/-  ]))  (^Z^'^'p;)  > 

und  die  {n  +  1) -fache  Summe 

VV  V.  ..  V^n +  >-,+      +'■„ ^*(^'''+/'+      +»'■")         /  k  =  o,i,...p-i\ 

'fff  TT  ir,,,„...r„  =  0,l,..    p-S/ 
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ist  daher  dem  Ausdrucke  pip  —  l)^cw'  ((  =  o,  i,  ..«-i) 

für  den  ]\Iodul  {u"  —  1 )  congruent.  Die  in  Beziehung  auf  k  allein  ausgeführte  Sum- 

t 
hefert  aber  den  Werth  p  oder  Null,  je  nachdem  gr'  +  jr'^'  +  •  •  •  +  g''^"  durch  p  theil- 
bar  ist  oder  nicht,  und  es  wird  daher 

wenn  die  Summation  rechts  auf  alle  Werthe  r, ,  j-j ,  .  .  .  r„  ^  0,  1 ,  ...  7;  —  2  erstreckt 
wird,  welche  die  Congruenzbedingung 

'/'  +  9^'+ h  g''"--0{mod.p) 

erfüllen.  Setzt  man  w''  an  Stelle  der  Variabein  w,  so  werden  die  Coefficienten  c  alge- 
braisch   dadurch   charakterisirt,    dass   für    alle   ganzzahligen  Werthe   von   h   die 

Gleichung  /  ,,  .j        »/,  </■'  ,  ,      ip^nf.  y^-2\„         -v     «< 

*  (o;  +  <u  X  +  w    a;"  +  •  •  •  +  tu*^     '  a;       j   =  f^c^io  (/  =  o,i,...«-i) 

besteht ,  und  jeder  dieser  Coefficienten  c,  wird  auf  Grund  der  Gleichung  (V)  in  der 
elegantesten  Weise  rein  arithnetisch  als  der  [p  —  l)te  Theil  der  Anzahl  der  modulo 
(p  —  1)  unter  einander  verschiedenen  Werthsysteme  r^ ,  n,  .  .  .  r„  definirt,  welche  den 
beiden  Congruenzen 

r,  +  r,  H +  r„       i  (mod.  «).    ff"'  +/'+•■•  +  y"  =  0  (mod.  p) 

zugleich  genügen.  Dieselbe  Definition  läßt  sich  noch  in  etwas  anderer  Weise  formu- 
hren,  wenn  man  an  Stelle  der  Zahlen  r  die  durch  die  Congruenzen  g  s  (mod.  p) 
erklärten  Zahlen  s  einführt.  AJ.sdann  hat  man  für  Sj ,  s., ,  .  .  .  s,,  alle  diejenigen  von  den 
Werthen  \,2,  .  .  .p  —  1  zu  nehmen ,  für  welche  die  beiden  Congruenzen 

s^s,_  .  •  •  s„  =  (z'"^*",    s,  +  Sj  +  •  •  •  +  .s' _  ._!  0  (mod.  p) 

zugleich  erfüllt  sind,  wenn  h  eine  behebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Unterscheidet  man 
nun  die  sämmthchen  modulo  p  verschiedenen  Zahlen  nach  den  n  Gruppen,  von  denen 
eine  diirch  die  nten  Potenzreste  gebildet  ^\'ird,  so  wird  der  Werth  von 

(p  —  1)C^  ((  =  0,1, ...n-l) 

einfach  als  die  Anzahl  der  nach  dem  Modul  p  verschiedenen  Systeme  von  n  Zahlen 
Si,  S2,  .  .  .  s„  definirt,  deren  Summe  durch  p  theilbar  ist,  und  deren  Product  zu  der 
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durch  g'  bestimmten  Gruppe  von  ^ Zahlen  gehört.  Endlich  möge  noch  die  Gleichung 

selbst,  welche  entsteht,  wenn  in  (V)  die  Variable  w  durch  w''  ersetzt  wird,  hier  aus- 
drücklich hervorgehoben  werden,  nämhch  die  Gleichung : 

(v-)  f^-'^^'V^P-i  2  -"<^'-'-  -«'  (.=0... ....-.,, 

\     I-  /  r„r„...r„ 

in  der  die  Summation  rechts  nur  auf   alle   diejenigen  Werthe  r^,r„,  .  .  .r^^^  d, 
\,  .  .  .p  —  2  zu  erstrecken  ist,  welche  die  Congruenzbedingung 

ff'' +  3""'+  •••  +/"  =  0(mod.p) 
erfüllen. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  bei  der  Zählung  der  verschiedenen 
Werthsysteme  r^,  r.,,  .  .  .  r„  und  s^,  s^,  .  .  .  s^  z.  B.  die  beiden  Werthsysteme 

r,  =  0,    r^=l,    r^=2,    .  .  .;    r^  =  1,    r^  =  ü,    r^^'l,    ... 

als  zwei  verschiedene  zu  rechnen  sind.  Bezeichnet  man  nun  mit  m^.  die  Anzahl  der- 
jenigen Zahlen  r,  die  gleich  ä;  sind,  so  gehen  die  beiden  obigen  Congruenzen 

''i  +  ^s  H 1-  '■«  ^  *  (™o<i-  ^0.    /'  +  g'^  -i +  ff''"  =  0  (mod.  p) 

in  folgende  über: 

(W)  ^lirn^  =  t  (mod.  n),  ^km.^^^^  ^^^=  —  7i  (mod.  p) 

mit  den  Bedingungen  ^^^^^^    A  =  1,  2,  .  .  .  p  -  2. 

k 

Denn  jene  Congruenz  g'  +  g'  +  ■  ■  ■+  g'^"^0  (mod.  p)  ergiebt  zuvörderst  die 
folgende:  /,=,-»  >,=p-a 

^  mj'      0    oder    n  +  ^  7«,(ff''  —  1)  =  0  (mod.  p), 
/.  =  0  /.  =  1 

da  «  =  w,  +  Wj  H \-  m  .^  ist,  und  die  letztere  Congruenz  führt,  wenn  g  —l^^k 

(mod.  p)  gesetzt  wird,  unmittelbar  zu  der  zweiten  von  den  Congruenzen  (W).  Es  läßt 
sich  hiernach  der  Coefficient  c,  auch  in  der  Form: 

w!     -^ 1 

p  — 1.^/  mQ!TOj!m2!...m      j! 

darstellen,  wenn  die  Summation  auf  alle  Werthe  m^,  m,,  .  .  .  w  _j  =  0,  1,  2,  .  .  .  n 
erstreckt  wird,  für  welche  ausser  der  Bedingung 

m^-\-  m,-\-  VI ^-\-  ■••-{-  m     .  —  n 
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noch  die  beiden  Congruenzen  (W)  befriedigt  sind.  Dabei  hat  man,  wie  gewöhnlich, 
m !  gleich  dem  Product  1  •  2  •  3  .  .  .  m  zu  nehmen ,  wenn  m  >  0  ist,  während  man, 
wenn  w  =  0  ist,  m!  =  1  zu  setzen  hat.  —  Setzt  man  m^  =  1 1,  so  ist  h  die  Anzahl 
derjenigen  Zahlen  s,  die  gleich  h  sind,  imd  es  wird: 

wenn  die  Summation  auf  alle  diejenigen  Werthe  1^,1,, ..  .l^_^  =  1,2, ..  .n  erstreckt 
wird,  für  welche 

h-h^h+---  +  h-^  =  "'    h  ~  2i,  +  3^3  +  •  ■  ■  ^  (p  -  l)ip_,=  O(mod.p) 

ist,  und  für  welche  zu  gleicher  Zeit  der  Rest  der  Zahl 

2'' -3''.  .  .(p  —  1)'"-' 

modulo  p  zu  der  Gruppe  der  Reste  g',  g''^",  g'^'",  .  .  .  gehört.  So  erfüllen  füi-  n  ==  3, 
p  =  7  die  ^yerthsysteme : 


1^=1,    l,=  l,    Z,=  l; 

l,=  -2,    Z,=  l;    l,=  l,    «3-2; 

i,=  l,    Z,=  2;      _ 
die  Bedingungen 

h~h^h^h+h+h=  3,    Z,  +  21,  -^  3^3  +  4Z,,  ^  51^  +  6Zg  =  0  (mod.7), 


^3-^1,    Z,=  l,    Z,=  l 

Z,=  2,    ^3=1;    ;,=  2,    Z,=  l; 

L=l,    Z„=2 


wenn  diejenigen  l,  die  weggelassen  sind,  gleich  Null  genommen  werden;  für  die  bei- 
den ersten  Systeme  l  wird  nun  t  =  0,  für  die  sechs  anderen  t  =  2,  und  also,  da  hier 


n\  =  p  —  1  ist. 


Cg  =  2,    Cj  =  0,    Cj,  =  3. 


Für  eine  beliebige  Primzahl  p  von  der  Form  6^-  -f  1  und  für  «  =  3  ist  die  Anzahl  der 
Werthsysteme  81,82,83,  für  welche 81+82-7-  83  'i^  0  (mod.  p)  ist,  gleich  (p  —  1  )(p  —  2). 
Es  ist  daher  Cq  +  Ci  +  C2  =  p  —2;  ferner  \vird,  da 


(r  =  0,  1,   ..p-S) 


^CO      X^\    =p(Cg+CjW    —  C^OJ     ) 

ist,  die  Zahl  —  a  in  der  Gleichimg  4p  =  a"  +  276^^  durch  die  Bestimmung 

^<^o— (^0+ ^1"^  «^2)  = +a     oder     3c„  — (p  — 2)  =  +a 
gegeben.  Nach  obigen  Darlegungen  ist  nun  (p  —  l)Co  gleich  der  Anzahl  der  Werth- 

L.  Kioceckera  Werke  IV  21 


162  ZUR  THEORIE  DER  ABELSCHEN  GLEICHUNGEN 

Systeme  $1,82,  S3,  wofür  s^s-^Ss  kubischer  Eest  von  p  ist,  und  da  Sj  +  s^  +  S3  ^0 

ist,  so  resultirt  folgende  bemerkenswerthe  Losung  der  Gleichung  4p=a"  +  27fe^: 

Es  wird  2      lo  ,   o\2 

«   =  (3Co— p  +  2)". 

wenn  (p  —  l)oo  die  Anzalü  der  verschiedenen  Systeme  von  Zahlen 

Sj,    s^,    ^3=  1,    2,    3,    ...    p  —  1 

bedeutet,  wofür  die  Summe  «i  +  «2  +  «3  durch  p  ßieilhar  und  zugleich  die  neunfache 
Summe  der  Kuben  9  {s\  +  s'l -\-  s\)  kubischer  Rest  von  p  wird.  So  giebt  es,  um  einige 
einfache  Beispiele  anzuführen,  im  Falle  p  ^1,  nur  die  den  Bedingungen  genügenden 
Systeme:  ^^^    ^^^    «3=1,    2,    4;    s^,    s^,    «3=3,    5,    6, 

deren  Gesammtanzahl  12  ist,  so  dass  Co  =  2  und  a^  =  \  wird.  Für  p  =  13  giebt  es 
nur  die  Systeme 

s^,    s^,    «3=1,    3,    9;     2,    5,    G;     4,    10,    12;     7,    8,    11, 

deren  Gesammtanzahl  24  beträgt,  so  dass  ebenfalls  Co  =  2  imd  aber  a-  =  (3  •  2  —  11)^, 
also  a^  =  25  wird.  Für  p  —  19  existiren  folgende  Systeme: 

Sj,    Sj,    S3  ^ /;,    3/1,    —  4/i    (mod.  19)  y,  =  i,2,.  .  is), 

Sj,    s„,    Sj^A-,    TA-,    —  8fc    (mod. 19)  (t  =  i,2,2',s',2',2T; 

die  Gesammtanzahl  ist  daher  6  •  18  +  6  •  6,  und  da  diese  den  Werth  von  18Co  giebt, 
so  wird  Co  =  8  und  a^  =  (3  •  8  —  17)"  =  49,  und  es  ist  in  der  That  4  •  19  =  49  +  27. 
Ich  bemerke  schhessüch,  dass  sich  ähnliche  elegante  Bestimmungen  für  die  Dar- 
stellung der  Primzahlen  in  den  Formen  a^  +b^  und  a^  +  26"  aus  den  obigen  Ent- 
wickelungen  herleiten  und  aber  auch  auf  die  bekannten  Resultate  der  Kreistheilungs- 
Theorie  zurückführen  lassen. 
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ÜEBER  EINE  STELLE  IN  JACOBIS  AUFSATZ  „OBSERVATIUNCULAE 
AD  THEORIAM  AEQUATIONUM  PERTINENTES". 

(Auszug  aus  einem  Solireiben  an  Herrn  Weierslrans.) 

Ich  habe  von  Herrn  Cayley  eine  Zuschrift  erhalten,  in  welcher  er  darauf  auf- 
merksam macht,  dass  an  einer  Stelle  in  Jacobis  Aufsatz  ,,Observatiunculae  ad 
ilieoriam  aequationum  pertiiientes'^  der  Text  augenscheinlich  verdorben  ist.  Der 
erste  Satz  des  Abschnittes,  welcher  die  Ueberschrift  trägt  ,,Observatio  de  aequatione 
sexti  gradus,  ad  quam  aequatione^  quinti  gradus  revocari  possunt"  lautet  nämhch 
iu  dem  Originalabdruck  wie  folgt*): 

,,Sint  elementa  quinqne  proposita  x^,  x„,  x^,  x^,  x^,  ac  designemus  per 
syniholmn  (l2Bi  5) 

functionem  elementorum  rationalem,  quae  et  immviata  manet,  si  elementa 
x^,  x,,  ^3,  x^,  X.  eodem  ordine,  quo  ea  exhibemus,  commutamus  respective 
cum  his 

et  cum  his  r       x       x       x       x  " 

Hierzu   bemerkt   Herr   Cayley,   dass   aus   der   Unveränderlichkeit   der   Function 

(12345)  bei  der  ersten  Substitution  offenbar  die  Unveränderhchkeit  bei  der  zweiten 

Substitution  von  selbst  folge,  dass  aber  doch  eine  Verbessenmg  der  Stelle  nicht, 

wie  es  beim  Abdruck  im  dritten  Bande  von  Jacobis  gesammelten  Werken  (S.  276) 

versucht  worden,  durch  Weglassung  der  zweiten  Substitution  sondern  dadurch  zu 

erreichen  sei,  dass  in  der  Angabe  der  zweiten  Substitution  anstatt  x^,  x^,  x^,  x^,  x^ 

vielmehr 

1 '       5 '      4 '      3  *       2 

gesetzt  werde. 


*)  Dieses  Journal,  Bd.  XIII,  S.  345. 
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In  äliiiliclier  Weise  war,  wie  ich  aus  Ihren  eigenen  Mittheilungen  weiss,  für 
den  Abdruck  in  Jacohis  gesammelten  Werken  eine  Veränderung  in  der  Angabe  der 
zweiten  Substitution,  nicht  aber  deren  Weglassung,  beabsichtigt.  Doch  ist  es  eben 
diese  auf  einem  blossen  Versehen  beruhende  Weglassung,  durch  welche  bei  Herrn 
Runge  die  Meinung  entstanden  ist*),  Jacobi  habe  mit  (12345)  „cykhsche"  Func- 
tionen bezeichnet  und  nicht  bemerkt,  dass  die  Function : 

noch  bei  gewissen  anderen  als  den  cyklischen  Substitutionen  ungeändert  bleibt.  In 
der  That  geht  aber,  wie  auch  Herr  Cayley  in  seiner  Zuschrift  erwähnt,  aus  den  Ent- 
wickelungen  in  dem  Abschnitt  mit  der  Ueberschrift :  „Observatio  de  aequatione  sexti 
gradiis,  ad  quam  aequationes  quinti  gradus  revocari  possunt"  deuthch  hervor,  dass 
Jacobi  die  Functionen  (12345)  als  der  „heminietacyklisdien"  Gattung**)  angehörige 
hat  charakterisiren  wollen,  und  zwar  in  ebenso  natürhcher  als  einfacher  Weise  durch 
nur  zwei  Substitutionen,  bei  welchen  die  Functionen  ungeändert  bleiben.  Solche 
zwei  Substitutionen  können,  der  Natur  der  Sache  nach,  in  mannigfacher  Weise  ge- 
wählt werden;  aber  es  Hegt  wohl  am  nächsten,  die  Functionen  zuerst  als  cykhsche 
zu  charakterisiren  und  deshalb  als  die  erste  der  beiden  Substitutionen,  so  wie  es 
Jacobi  gethan  hat,  die  cyklische : 

X,    y  Xnj  Xo    ,  X.y  X. 


zu  wählen.  Alsdann  konnte  die  zweite  Substitution  nur  eine  solche  sein,  bei  welcher 
a^j,  x^,  tCg,  X4,  X5,  respective  in: 

X^,       X^,       X^,       Xj ,       Ig 


uuer . 

^3' 

X„ 

x„ 

•-^5' 

X, 

oder: 

X^, 

Xj, 

■^6. 

x„ 

^3 

oder: 

X,, 

^6' 

x„ 

X3 ' 

X, 

oder: 

X,' 

X4, 

X3, 

x^, 

Xj 

*)  Acta  Mathematica,  Bd.  VII,  S.  176. 
**)  Von  der  Bezeichnung  „hemimetacyklisch"  oder  „halbmetacyklisch"  mache  ich 
seit  vielen  Jahren  in  meinen  algebraischen  Vorlesungen  Gebrauch.   (Vergl.  auch  Herrn  Nettos, 
Substitulionentheorie.) 
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übergeht.  Herr  Cayley  nimmt  von  diesen  fünf  Anordnungen  die  dritte;  dabei 
müssen,  ebenso  wie  bei  jeder  der  fünf  möglichen  Anordnungen,  vier  von  den  Indices 
in  der  Anordnung  des  Jacoftrschen  Textes : 

5 '  1  *  2 '  3  '  4 

abgeändert  werden.  Aber  es  ist  doch  kaum  wahrscheinlich,  dass  der  Text  in  der 
einen  Reihe  von  nur  5  Indices  durch  4  Indexfehler  entstellt  sein  sollte,  und  ich 
möchte  Ihnen  daher  eine  ganz  andere  Art  der  Textverbesserung  vorschlagen,  näm- 
hch  nur  die  Einschaltung  der  Worte:  „inverso  ordine"  zwischen  et  und  cum  his.  Dann 
können  die  Indices  der  Elemente  x^,  x^,  x^,  x^,  x^  überall  im  ./a<;o6ischen  Text  un- 
geändert  bleiben,  und  die  Stelle  lautet  sonach: 

„Sint  elemenia  quinque  proposita  x^,  x^,  x^,  x^,  x^,  ac  designemns  per 
symbolum  (12  3  4  5) 

functionem  elementorum  rationalem,  quae  et  immutata  manet,  si  elemenia 
x^,  x^,  x^,  x^,  x^  eodem  ordine,  quo  ea  exhihemus,  commutamus  respective 
cum  his 

^2 '  3  *  4  *  5  *  1 

et  inverso  ordine  cum  his 
Nach  diesem  Wortlaut  soll  die  Function  ( 1 2  3  4  5)  bei  den  zwei  Substitutionen : 

Xj  ,       3*2 ,       J^3 ,       X^,       Jj  \  /  X- ,       X^ ,       Xg ,       X^, 

^^2 ,        X^,        X^f        X^,        X^  I  V^-^S  J        **'!  »        *^2 '        '^3  * 


oder: 


,  \         /  •'^ö»     "^4'     '''a'      ■^2'      •'i  \ 

/  \J^s  >        ■''1  '        '^2 '        ^3  '        ■''4  / 

(       *  1,  I       '        )  (*  =  0,  1,  2,  3.  4(mod  .i)) 

ungeändert  bleiben,  und  hierdurch  wird  die  ,, Gattung'"'  der  Functionen  (12345)  als 
„hemimetacyküsche"  vollkommen  definirt,  genau  übereinstimmend  mit  der  Stelle, 
wo  Jacohi  die  Function  '•_.,,, 

als  eine  die  Gattung  (12345)  repräsentirende  bezeichnet*).    Ueberdies  sind  jene 


*)  Dieses  Journal,  Bd.  XIII,  S.  346  und  Jacobis  Werke,  Bd.  III,  S.  277. 

')  Vgl.  Zusatz  36  am  Ende  des  Bandes.  "■ 
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zwei  Substitutionen  die  ihrer  Form  nach  einfachsten,  durch  deren  Zusammen- 
setzung sich  alle  herstellen  lassen,  bei  welchen  eine  hemimetacyklische  Function 
(12345)  ungeändert  bleibt,  d.  h.  eine  solche  Function  wird  am  einfachsten  durch 

die  beiden  Gleichungen : 

(1  2  3  4  5)  =  (2  3  4  5  1)  =  (4  3  2  1  5) 

charakterisirt,  und  eben  weil  ich  von  dieser  Bestimmungsweise  der  hemimetacykü- 
schen  Functionen  schon  bei  meinen  ersten  Arbeiten  über  Gleichungen  fünften 
Grades  Gebrauch  gemacht  hatte,  lag  mir  der  Gedanke  nahe,  den  Jacobisclxen  Text 
in  der  obigen  Weise  richtig  zu  stellen. 

Die  vorgeschlagene  Einschaltung  der  Worte  „inverso  ordine"  bei  der  Angabe 
der  zweiten  Substitution  empfiehlt  sich  übrigens  auch  insofern,  als  dadurch  erst  die 
Worte  „eodem  ordine,  quo  ea  exhibemus"  bei  der  Angabe  der  ersten  Substitution  eine 
warkliche  Bedeutung  erhalten. 

In  Beziehung  auf  das  Geschichtliche  des  Inhalts  des  Jacobischen  Aufsatzes 
bemerkt  Herr  Cayley  am  Schlüsse  seiner  Zuschrift:  The  Idstory  of  the  sextic  equation 
in  question is  rather  curious;  originally  discovered  by  Malfatti  in  1771  (SeeBrioschi, 
Math.  Ann.  T.  XIII,  p.151),  it  was  indcpendenüy  rediscovered  by  Jacobi  in  1835,  and 
by  Cookie  andHarley  (1858—59),  see  my  Memoir  „On  a  new  auxiliary  equation  in 
the  theory  of  equations  of  the  fifth  order"  (Phil.  Trans.  T.  GLII.  1861). 

In  Beziehung  auf  das  Sachliche  der  Jacobischen  Deduction  möchte  ich  hinzu- 
bemerken, dass  dieselbe  an  Durchsichtigkeit  gewinnt,  wenn  man  statt  der  Zahl  5 
eine  behebige  ungerade  Primzahl  n  nimmt  und  also  rationale  Functionen  der  n  Ele- 
mente Xo,  Xi,  Xi,  .  .  .  Xn~i  betrachtet.  Dann  wird  nämhch  eine  rationale  Function 
^{Xo,  «1,  Xi,  .  .  .  Xn-i),  welche  der  hemimetacykhschen  Gattung  angehört,  durch  die 
zwei  Gleichungen: 

§(.    ..   a;,,    ...)    =    §(..    .   X,^,,    .    .    .)    =    §(•    •    •   X^„,   .    .    .)  (A  =  0,,,...n-1, 

vollständig  charakterisirt,  wobei  in  übUcher  Weise  x^  =  x^+n  und  für  g  eine  primitive 
Congruenzwurzel  von  n  zu  nehmen  ist.  Die  ln{n  —  1)  Permutationen  der  hemi- 
metacykhschen Gattung  werden  demgemäss  durch  die  folgende  repräsentirt: 

wenn  man  darin  den  Buchstaben  v,  r  die  Werthe: 

»'  =  1,2,  ...'-i^;    r-0,  1,2,  ...n-1 
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beilegt.   Hiernach  ist  ersichtlich,  dass  auch  die  Differenz : 

§(.  ..j:,,...)-,V)(.  ..o;^,,...)  (*=o.i.. ..»-!) 

eine  Function  der  heminaetacykhschen  Gattung  ist,  und  wenn  dieselbe  zur  Ab- 
kürzung mit  H{.  .  .  Xk,  .  .  .)  und  das  Product  der  ln{n  —  1)  Differenzen  der  Grössen 
Xq,  Xi,  .  .  .  x„.i  mit  A{.  .  .  Xk,  .  .  .)  bezeichnet  wird,  so  bestehen  die  Kelationen: 

H{.  ..  x„  ...)=-  H(.  .  .  x^^,  .  .  .),     A{.  ..  X,,  ...)  =  -  ^(.  .  .  x^^,  .  .  .). 
Der  Quotient:  „,  , 

— —-      r  (t  =  0,l,..    n-1) 

/d(...Xj,...) 

ist  also  eine  Function  der  metacykliscJien  Gattung  und  genügt  daher  einer  Gleichung 
vom  Grade  {n  —  2) !,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen  von  Xb,Xi,...x„^i 
sind.  Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  hemimetacyklische  Fimction 
H(.  .  .  Xk,  .  ■  ■)  einer  Gleichvmg  desselben  Grades  genügt,  in  welcher  die  Coefficienten 
der  geraden  Potenzen  von  H  symmetrische,  die  der  ungeraden  Potenzen  aüernirende 
Functionen  der  Grössen  x  sind. 

Dass  endlich  jede  beüebige  hemimetacyklische  Function  ^(.  .  .  Xk,  .  .  ■) 
Wurzel  einer  Gleichimg  des  Grades  {n  —  2) !  ist,  deren  Coefficienten  zweiwerthige 
Functionen  der  Grössen  x  sind,  geht  einfach  daraus  hervor,  dass  die  Permutationen 
der  hemimetacyklischen  Gattung  imter  denen  der  zweiwerthigen  enthalten  sind, 
und  dass  demnach  umgekehi't  die  Gattmig  der  zweiwerthigen  Functionen  selbst 
unter  der  hemimetacyküschen  Gattung  enthalten  ist. 
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SÜR  UNE  FORMULE  DE  GAUSS.^) 

Si  l'on  designe  par  n  nn  nombre  premier  impair,  a  et  &  respectivement  les 
residus  et  les  uon  residus  (pris  positivement)  de  n,  et  que  l'on  fasse 

271 


CO  =  cos h  y —  1  •  sm 

n  '  n 


on  aura  requation 


v„."  _  'S,,.* = _i_y(_  i\  3 


(I)  ^w"  — ^w  =  +  K  (— 1)  «    -Tl. 

que  l'on  deduit  aisement  de  la  theorie  des  equations  binömes.  Des  methodes  dont 
l'usage  est  tres-frequent  dans  cette  theorie  suffisent  meme  pour  fixer  le  signe  du  radi- 
cal,  ce  que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots. 

On  a  par  considerations  les  plus  simples 

(II)  nw'-'  -  co"-'"-"i  =  +  V(- 1)^«. 

DU  le  signe  77  s'etend  ä  toutes  les  valeurs  de  ä:  =  1,  2,  .  .  .,  .,  •  Donc,  pour  faire 
disparaitre  l'ambiguite  de  l'equation  (I),  il  faut  decider  si,  dans  l'egalite 

(III)  ^f»"  - 2<^'  =  enioy'''"  -  oj'"''^') 

la  lettre  £  a  la  valeur  +  I  ou  —  1 . 

Designons  par  F{x)  la  fonction  entiere  de  x  ä  coefficients  entiers  que  voici: 

Cela  pose,  il  resulte  de  l'equation  (III)  que  la  fonction  F{x)  s'annule  pour  a;  =  co; 
donc  eile  contiendra  le  facteur  [x  —  a>).  Or,  ce  facteur  etant  en  meme  temps  un  des 
facteurs  Lineaires  de  la  fonction  in-eductible  -~_-^,  ü  faut  que  le  polynome  F{x) 
soit  divisible  par  cette  fonction  meme.  Observons  enfin  que  la  fonction  i^(a;)  s'annule 
pour  X  =  1,  c'est-ä-dire  qu'eUe  doit  contenir  le  facteur  üneaire  (x  —  1),  d'oü  l'on 


1)  Vgl.  Zusatz  37  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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voit  que  la  fonctiou  F{x)  doit  etre  divisible  par  {x"  —  1),  et  le  quotient  sera  evidem- 
ment  une  fonction  entiere  de  a;  ä  coefficients  entiers.  C'est  poiirquoi  Ton  peut  poser 

yx'  -  2x"  -  sj/ix''-'  -  x"-''^')  =  {x"--l)(Ä  +  Bx  +  Cx^  +  '-^+Hx"), 
A,  B,C,  . . .,  // designant  des  nombres  entiers.  En  substituant  e' au  lieu  de  x,  il  vient 

(IV)    ^e"'  -  2e"'  -  BnW'^'~'^'--e^"~"-'^'^']  =  ie"-l)iA  +  Be' +  Ce"+ ■■. +He'-). 

En  developpant  le  facteur  Fe'""*''"  —  g("-2*  +  i)-1  gj^  serie,  le  premier  terme 
sera  (4Ä;  —  2  —n)z;  par  suite,  le  premier  terme  dans  le  developpement  du  produit 
/7  sera  „_i 

z  *    •  JJ{ik  —  2  —  w). 

Donc  en  developpant  toutes  les  parties  de  l'equation  (IV)  en  series  suivant  les  puis- 


2^ 


sances  de  z,  et  en  egalant  les  coefficients  du  terme  z      ,  on  aura 

1-1  1-1 

(V)  — fzTi e-/y  (-ifc  —  2  —  w)  =  j^- , 

1-2. 3. ••-2- 

M  et  N  designant  des  nombres  entiers.  Le  numerateur  M  sera  evidemment  un 
multiple  de  n,  parce  que,  dans  le  developpement  de  (e"' —  1),  les  numerateurs  des 
coefficients  sont  tous  divisibles  par  n.  Ensuite  on  voit  aisement  que  le  denominateur  N 

ne  pourra  contenir  des  facteurs  premiers  que  ceux  par  lesquels  le  produit  1  •  2  •  3 ö— 

soit  divisible.  Donc,  N  etant  premier  ä  n,  l'equation  (V)  fournit  la  congruence 

7i  —  l  n  —  1 

2«  '    —  2^  '    =£-l-2-3.-.  -~-  77  (**''^  -  2  -  n)  (mod.  w), 

ou,  en  observant  que  Ton  a        „_i  „_i 

a  '  =  1,  b~^=~  1, 

il  vient  n  —  i  tt 

n  -  1  =  £  •  1  •  2  •  3  •  •  •  **  .^    j(  j  (4fe  —  2  —  n)  (mod.  n), 

et  comme  par  le  theoreme  de  Wilson,  le  produit  qui  est  multiplie  par  e,  se  trouve 
congru  ä  —  1  suivant  le  module  n,  on  a  enfin 

1  ^  £  (mod.n), 

d'oü  il  resulte  que  la  lettre  c  doit  etre  determinee  par  i'egalite  e  =  +  1  dans  l'equa- 
tion (III),  et  qu'il  faut  rejeter  par  suite  le  signe  inferieur  dans  l'equation  (I). 
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J'ajoute  encore  une  remarque:  Le  probleme  en  question  etant  resolu  par 
des  considerations  plus  generales  dans  les  deux  Memoires  celebres  de  Gauss  et  de 
M.  Dirichlet,^)  j'ai  eu  en  vue  seulement  de  donner  une  methode  qui  puisse  s'expliquer 
facilement  dans  des  le9ons  sur  la  theorie  des  equations  binomes.  En  considerant 
cette  methode  que  je  viens  d'exposer,  on  voit  que  j'ai  reussi  ä  trouver  la  valeur 
exacte  de  e  en  me  bornant  ä  determiner  la  valeur  a  laquelle  £  est  congrue  suivant 
le  module  n.  C'est  en  ce  point  que  la  methode  exposee  ci-dessus  ressemble  ä  celle  que 
M.  Cauchy  a  donnee  dans  un  Memoire  publie  dans  le  tome  (V)  de  ce  Journal  (page  161 
et  les  suivantes).  Mais  les  moyens  que  j'ai  employes  pour  obtenir  le  resultat 

£  ^  1  (mod.  n), 

sont  tout  ä  fait  differents  de  ceux  dont  M.  Cauchy  s'est  servi  pour  y  parvenir.  En 
effet,  le  moyen  principal  et  fort  ingenieux  de  cet  illustre  auteur  consiste  ä  remplacer 
dans  l'equation  (III)  tous  les  termes  w''  par  (-J,  et  ä  changer  alors  l'egalite  en  une 
congruence  suivant  le  module  n.  Cela  est  permis,  il  est  vrai,  si  prealablement  on 
imagine  que  le  produit  du  second  membre  de  l'equation  est  developpe  suivant  les 
puissances  de  w ;  niais  pour  le  demontrer,  il  faudrait  encore  quelques  considerations 
assez  simples,  dont  l'enonciation  complete  nuirait  cependant  ä  la  brievete. 


')  Gauss,  Sitmmatio  quarumdam  serieriini  singularium,  Werke,  Bd.  II,  S.  9.  I,-Dirichlet,  Über 
eine  neue  Anwendung  bestimmter  Integrale  auf  die  Summation  endliclier  oder  unendlicher  Reihen, 
Werke,  Bd.  I,  S.  237.  H 
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ÜBER  DIE  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN, 
FÜR  WELCHE  COMPLEXE  .AIULTIPLICATION  STATTFINDET.') 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  29.  October  1857.] 

In  einem  Aufsatze  Abel's  (Band  I.  p.  272)-)  der  oeu%Tes  completes)  findet 
sich  die  Bemerkung,  daß  die  Moduln  derjenigen  elliptischen  Functionen,  für  welche 
complexe  ^lultiphcation  stattfindet,  sämmtlich  durch  Wurzelzeichen  darstellbar 
seien.  Doch  fehlt  jede  Andeutung  über  die  Art  und  Weise,  wie  Abel  diese  merk- 
würdige Eigenschaft  jener  besonderen  Gattung  von  elliptischen  Functionen  ge- 
funden hat.  Daß  dies  erst  nach  Abfassung  des  Aufsatzes  ,,Recherches  sur  les 
fonctions  eUiptiques"  geschehen,  geht  aus  einer  in  demselben  befindUchen  Stelle 
(Band  I.  pag.  248  der  oeu\Tes  completes  oder  Band  III.  pag.  182  des  Crelleschen 
Journals)^)  hervor,  die  noch  Zweifel  an  der  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  enthält, 
dm-ch  welche  die  oben  erwähnten  Moduln  bestimmt  werden.  —  Angeregt  durch  die 
zuerst  angeführte  Bemerkung  Abel's  und  in  der  Absicht  einen  Beweis  dafür  zu  suchen 
beschäftigte  ich  mich  im  vergangenen  Winter  mit  der  Untersuchung  derjenigen 
elhptischen  Functionen,  für  welche  complexe  Multiphcation  stattfindet,  vmd  ich 
habe  dabei  außer  dem  gesuchten  Beweise  noch  mehrere  interessante  Resiiltate  ge- 
funden, von  denen  ich  einige  hier  in  Kürze  mittheilen  will. 

Bedeutet  n  eine  positive  ungrade  Zahl  welche  größer  als  3  ist,  bezeichnet 
man  ferner  mit  x  den  Modul  der  eUiptischen  Functionen  und  mit  k  dessen  Quadrat, 
so  ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  k,  für  welche  eine  Multiphcation  der 
eUiptischen  Functionen  mit  V  —  n  möghch  ist  d.  h.  für  welche  sin^  am  {y  —  n^u,}<) 
als  rationale  Function  von  sin*  am  {u,  k)  imd  y.  dargestellt  werden  kann,  gleich  dem 
Sechsfachen  der  Anzahl  der  verschiedenen  zur  Determinante  —  n  gehörigen  Classen 
quadratischer  Formen.   AUe  diese  Werthe  von  k  sind  exphcite  algebraische  Fimc- 

•)  Vgl.  Zusatz  38  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

=)  Abel,  Oeuvres  (Nouv.  fid),  T.  I,  p.  426.  H 

»)  Abel,  Oeuvres,  T.  I,  p.  383.  H 
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tionen  irgend  eines  derselben ;  sie  sind  ferner  Wurzeln  einer  ganzzahligen  Gleichung, 
deren  Grad  gleich  der  Anzahl  jener  Werthe  ist  und  welche  in  so  viel  ganzzahhge 
Factoren  zerlegt  werden  kann,  wie  die  Anzahl  der  verschiedenen  zur  Determinante 
—  n  gehörigen  Ordnungen  beträgt.  Zu  jeder  dieser  Ordnungen  gehört  ein  bestimmter 
Factor  jener  Gleichung,  dessen  Grad  gleich  der  sechsfachen  Anzahl  der  in  der  be- 
züglichen Ordnung  enthaltenen  Classen  ist.  Der  zu  der  eigenthch  primitiven  Ord- 
nung gehörige  Factor  ist  endhch  in  sechs  Factoren  von  gleichem  Grade  zerlegbar, 
deren  Coefficienten  nur  ganze  Zahlen  und  yn  enthalten.^)  Der  Grad  einer  jeden 
dieser  sechs  Theilgleichungen  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  zur  Determinante  —  n 
gehörigen  eigentlich  primitiven  Classen  und  eine  dieser  Theilgleichungen  ist  es, 
welche  den  Charakter  der  Auflösbarkeit  am  klarsten  darlegt.  Die  Wurzeln  derselben 
haben  nämlich  die  Eigenschaft,  daß  sie  sämmtlich  als  rationale  (nur  ganzzahlige 
Coefficienten  enthaltende)  Functionen  irgend  einer  derselben  dargestellt  werden 
können,  und  daß  für  je  zwei  solche  Functionen  (p{k)  und  y>{k)  die  Gleichung 
(p{y){k))  =  ip{^g?{k)^  stattfindet.')  Wenn  n  Primzahl  und  —  n  als  Determmante  qua- 
dratischer Formen  regulär')  ist,  so  ist  die  erwähnte  Theilgleichimg  eine  Abelsche 
Gleichung  und  in  allen  andern  Fällen  hängt  der  specielle  Charakter  derselben,  die 
Anzahl  der  Perioden  ihrer  Wurzeln  u.  s.  w.  von  der  Anzahl  der  Genera  und  dem 
Exponenten  der  Irregularität*)  für  die  Determinante  —  n  ab.  Wenn  endlich  n  eine 
grade  Zahl  ist  oder  die  Werthe  1,  3  hat,  so  haben  die  zugehörigen  Werthe  von  k 
Eigenschaften,  welche  den  eben  angeführten  durchaus  analog  sind.  Welchen  Werth 
die  Zahl  n  aber  auch  haben  möge,  so  entsprechen  stets  einer  und  derselben  Classe 
der  zur  Determinante  —  n  gehörigen  quadratischen  Formen  bestimmte  zusammen- 
gehörige Werthe  von  k,  und  zwar  so,  daß  durch  die  Coefficienten  irgend  einer  in 
jener  Classe  enthaltenen  Form  die  Werthe  des  k  und  umgekehrt  jene  Coefficienten 
durch  diese  Werthe  des  k  in  transcendenter  Weise  ausgedrückt  werden  können.'') 

Die  elliptischen  Functionen,  für  welche  complexe  Multiplication  stattfindet, 
stehen  ihren  wesenthchen  Eigenschaften  nach  zwischen  den  Kreisfunktionen  einer- 
seits und  den  übrigen  elliptischen  Functionen  andrerseits.  Wie  nämlich  die  den 
Kreisfunctionen  entsprechenden  Werthe  k  =  0  und  A;  =  ±  1  als  äußerste  Grenz- 


•)  Vgl.  Zusatz  89  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

•)  Vgl.  Zusatz  40  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  41  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

•)  Vgl.  Zusatz  42  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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werthe  zu  betrachten  sind,  so  werden  auch  die  Werthe  der  Moduln  jener  besonderen 
Gattimg  von  elliptischen  Functionen  dadurch  als  Grenzwerthe  charakterisirt,  daß 
nur  für  diese,  so  wie  für  jene  speciellen  Werthe  0  und  ±  1,  die  Modulargleichiingen 
gleiche  Wurzeln  enthalten.  Wähi-end  ferner  für  die  Kreisfunctionen  nur  Multi- 
pHcation,  für  die  allgemeinen  elHptischen  Functionen  aber  Multiplication  und  Trans- 
formation stattfindet,  verhert  die  Transformation  bei  jener  besondern  Gattung 
eUiptischer  Functionen  zum  Theil  ihren  eigenthiimhchen  Charakter  und  wird  selbst 
eine  Art  von  Multiphcation,  indem  sie  gewissermaaßen  die  MultipHcation  mit 
idealen  Zahlen  darstellt.  Wie  nämlich  für  eine  Zahl  p,  welche  sich  durch  die  zur 
Determinante  —  n  gehörige  Hauptform :  x^  +  n  y^  darstellen  läßt,  eine  der  Trans- 
formationen pter  Ordnung  die  MultipHcation  mit  x  +  yV  —  n  d.h.  die  Darstellung 
von  sin^  am  (x  +  yV  —  n)  u  als  rationale  Function  von  sin^  am  u  und  y.  gewährt, 
so  ergiebt  eine  der  Transformationen  qtex  Ordnimg,  wenn  q  durch  eine  der  übrigen  zur 
Determinante  —  n  gehörigen  Formen  darstellbar  ist,  eine  transformirte  Function : 
sin*  am  (ji  •  u,  '/.)  ausgedrückt  als  rationale  Function  von  sin*  am  {u,  y.)  und  x,  in 
welcher  ?.  einer  der  andern  Moduln  ist,  für  welche  Multiphcation  mit  Y  —n  statt- 
findet, in  welcher  ferner  u  zu  einem  bestimmten  Werthe  von  y  —  n  (mod.  q)  gehört 
und  gradezu  die  Stelle  eines  idealen  Factors  von  q  vertritt.  Diese  Multiphcatoren: 
/t  sind  expHcite  algebraische  Irrationaütäten  und  es  ist  in  vielfacher  Hinsicht  be- 
merkenswerth,  daß  hier  ein  erstes  Beispiel  gegeben  ist,  in  welchem  die  Analysis  die 
Irrationaütäten  zur  Darstellung  idealer  Zahlen  gewährt. 

Bei  dem  genauen  Zusammenhange,  in  welchem  die  elliptischen  Functionen, 
für  welche  Multiphcation  mit  ]/—  n  stattfindet,  zu  den  quadratischen  Formen  für 
die  Determinante  —  n  stehen,  ist  es  erklärhch,  daß  aus  der  Untersuchung  jener  be- 
sondem  Gattung  von  elliptischen  Functionen  viele  auf  die  Theorie  der  quadratischen 
Formen  bezüghche  Kesultate  hervorgehen.  Unter  diesen  will  ich  hier  nur  gewisse 
höchst  einfache  recurrirende  Formeln  hervorheben,  welche  sich  für  die  zu  negativen 
Determinanten  gehörigen  Classenanzahlen  aufstellen  lassen  und  welche  namenthch 
zu  deren  Berechnung  sehr  geeignet  sind.')  Die  Formeln  sind  aber  auch  von  rein 
theoretischem  Interesse,  zumal  einige  derselben  auf  arithmetischem  Wege  schwer 
zu  beweisen  sein  dürften.  Ein  anderer  Theil  der  erwähnten  Formeln  kann  zwar  aus 
der  bekannten  Beziehung  zwischen  der  Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  n  als 

•)  Vgl.  Zusatz  43  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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Summe  von  drei  Quadraten  und  der  zur  Determinante  —  n  gehörigen  Classenanzalil 
hergeleitet  werden;  die  Benutzung  dieser  Beziehung  zur  Aufstellung  jener  Formeln 
ist  indessen  durchaus  neu,  und  —  was  viel  wichtiger  ist  —  diese  Beziehung  selbst 
kann  umgekehrt  vermittelst  jener  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
resultirenden  Formeln  bewiesen  werden.  Als  Beispiele  der  erwähnten  Formeln 
mögen  die  folgenden  drei  dienen,  von  denen  nur  die  zweite  in  der  eben  bezeichneten 
Weise  auf  arithmetischem  Wege  hergeleitet  werden  kann.   Es  ist  nämUch 

(I)  2i^(re)  +  4F(n  —  2')  +  4F(n  —  4')  H =  (p{n)  —  ipin) 

(II)  4F(n  —  1')  +  4F(»  -  3-)  +  4F(n  -  5^) -\ =  <p{n)  +  y>{n) 

(III)  F(n)  +  2F(«  -  1")  +  2F(w  —  2")  -{-...  =  ,p{n) 

wenn  w  =  3  mod.  4,  wenn  ferner  F{m)  die  Anzahl  aller  zur  Determinante  —  m  ge- 
hörigen eigenthch  primitiven  und  von  diesen  derivirten  Classen  bedeutet  und  wenn 
endhch  95  (n)  die  Summe  derjenigen  Divisoren  von  n,  welche  größer  als  yn  sind, 
und  y){n)  die  Summe  der  übrigen  Divisoren  bezeichnet.  Ich  bemerke  noch,  daß  die 
Keihe  der  Zahlen  n,n  —  V,n  --  2^,  .  .  .  .  m  allen  drei  Formeln  nur  so  weit  fort- 
zusetzen ist,  als  dieselben  positiv  bleiben  und  daß  die  Formel  (III)  eine  unmittelbare 
Folge  der  Formeln  (1)  und  (II)  ist.  —  Bezeichnet  man  mit  H{m)  die  Anzahl  der  eigent- 
lich primitiven  Classen  für  die  Determinante  —  m,  so  kann  man  die  in  den  obigen 
Formeln  enthaltenen  Kesultate  auch  in  einer  andern  bemerkenswerthen  Weise  dar- 
stellen. Wenn  nämhch  D  alle  diejenigen  positiven  Zahlen  bedeutet,  für  welche  n 
durch  die  Form  ic*  +  Dy^  darstellbar  ist,  wenn  ferner  die  Anzahl  dieser  verschie- 
denen Darstellungen  (wobei  die  positiven  und  negativen  Werthe  von  x  und  y  von 
einander  zu  unterscheiden  sind)  mit  h  bezeichnet  wird,  so  enthält  die  Gleichung: 

'Eh-H{D)  =  2<p{n) 
genau  das  durch  die  Formel  (III)  ausgedrückte  Resultat.  —  Die  angegebenen  drei 
Formeln  gewähren  überdieß  noch  eine  sehr  elegante  Lösung  der  von  Hrn.  Dirichlet 
im  CreZZeschen  Journal  Bd.  III.  pag.  407i)  gestellten  Aufgabe,  eine  Lösung,  welche 
wohl  der  von  Jacobi  im  IX.  Bande  desselben  Journals  pag.  189*)  gegebenen  vor- 
zuziehen sein  düi-fte.  Die  erwähnte  Aiifgabe  verlangt  nämhch  für  diejenigen  Prim- 
zahlen n,  welche  durch  4  dividirt  den  Rest  3  lassen,  die  Bestimmung  des  Exponenten 
.  in  der  Congruenz:  ^  2.  3.  ...  "^  -i^^  (-  1)"  mod.  n 


>)  G.  L.-Dirichht,  Werke  Bd.  I,  S.  107—108.  H 

»)  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  248.  H 
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Die  obigen  Formeln  ergeben  nun,  wenn  man  die  berühmten  von  Hrn.  Dirichlet 
{Crelh's  Journal  Bd.  XXI.  pag.  152)^)  gegebenen  Ausdrücke  der  Classenanzahl  für 
die  Determinante  —  n  zu  Hülfe  nimmt,  folgende  Bestimmung  der  Zahl  v :  ,,die 
Zahl  V  ist  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen  ungraden  negativen  Deter- 
minanten, für  welche  sich  n  durch  die  Hauptform  darstellen  läßt  und  welche  Prim- 
zahlen oder  Primzahlpotenzen  sind."  Diese  Bestimmung  kann  auch  so  gefaßt 
werden  ,,daß  v  die  Anzahl  aller  derjenigen  unter  den  Zahlen  w  —  2^,  w  —  4*, 
»!  —  6^, .  .  .  ist,  welche  —  wenn  p  eine  Primzahl  und  r  eine  nicht  durch  p  theübare 
Zahl  bedeutet  —  von  der  Form:  r*  •  p^'"'sind";  und  man  sieht  hieraus,  daß  die  Er- 
mittelung der  Zahl  v  auf  die  Zerlegung  gewisser  Zahlen  in  ihre  Primfactoren  reducirt 
ist,  welche  selbst  kleiner  als  n  sind  imd  deren  Anzahl  kleiner  als  ^  Yn  ist. 


1)  G.  L.-Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  492—493.  H 
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ÜBER  DIE  ANZAHL  DER  VERSCHIEDENEN  CLASSEN 
QUADRATISCHER  FORJIEN  VON  NEGATIVER  DETERMINANTE.^) 

Die  Untersuchung  derjenigen  elliptischen  Functionen,  für  welche  complexe 
Multiplication  stattfindet,  hat  mir  höchst  merkwürdige  Formehi  für  die  Anzahl  der 
verschiedenen  nicht  äquivalenten  Classen  quadratischer  Formen  von  negativer  De- 
terminante geUefert.  Einige  von  diesen  Formeln  habe  ich  bereits  in  einer  Notiz  mit- 
getheilt,  welche  in  dem  Monatsberichte  der  hiesigen  Akademie  vom  Oktober  1857 
abgedruckt  ist  ^) ;  und  zwar  habe  ich  dort,  da  es  mir  nur  darauf  ankam,  den  allge- 
meinen Charakter  der  Formehi  anschauUch  zu  machen,  diejenigen  ausgewählt, 
welche  sich  mit  einfachen  Bezeichnungen  geben  lassen.  In  dem  Folgenden  werde  ich 
aber  die  erwähnten  Formehl  sämmtlich  aufstellen  und  führe  zu  diesem  Zwecke  meh- 
rere Bezeichmmgen  ein: 

Es  bedeute  n  eine  behebige  positive  ganze  Zahl,  m  eine  behebige  positive  un- 
gerade Zahl,  r  eine  behebige  positive  Zahl  von  der  Form  8Ä-  —  1  imd  s  eine  beliebige 
positive  Zahl  von  der  Form  8Z;  +  1. 

Ferner  sei : 

G{n)  die  Anzahl  aller  nicht  äquivalenten  Classen  quadratischer  Formen  für  die 
Determinante  —  n ; 

F  (n)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  solcher  quadratischer  Formen  der  De- 
terminante —  n,  in  welchen  wenigstens  einer  der  beiden  äußeren  Coefficien- 
ten  ungrade  ist; 

X (n)     sei  die  Summe  aller  iingraden  Divisoren  von  n ; 

0{n)      die  Summe  sämmtlicher  Divisoren  von  n; 

V{n)  der  Betrag,  um  welchen  die  Summe  der  Divisoren  von  n,  die  größer  als  yn 
sind,  die  Summe  derjenigen  übersteigt,  die  kleiner  als  yn  sind; 


')  Vgl.  Zusatz  44  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

'■)  Bd.  IV,  S.  182—183  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'&  Werken.  H 
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0'{n)  die  Summe  der  Divisoren  von  n,  die  von  der  Form  8k  ±  l  sind,  vermindert 
um  den  Betrag  der  Summe  derjenigen,  die  von  der  Form  Sä;  ±  3  sind; 

W{n)  die  Summe  der  Divisoren  8k  ±  1,  die  größer  als  Yn,  und  der  Divisoren 
8k  ±  S,  die  kleiner  als  Vn  sind,  vermindert  um  die  Summe  derer  von  der 
Form  SÄ;  ±  1,  die  kleiner  als  Yn,  und  derer  von  der  Form  8k  ±  3,  die  größer 

als  Yn  sind; 
q){n)      der  Betrag,  um  welchen  die  Anzahl  der  Divisoren  von  der  Form  4Z;  +  1  die 

Anzahl  derjenigen  von  der  Form  4Ä;  —  1  übersteigt; 
y){n)      der  Betrag,  um  welchen  die  Anzahl  der  Divisoren  von  der  Form  3Ä;  +  1  die 

Anzahl  derjenigen  von  der  Form  3Ä;  —  1  übersteigt; 
9?'  (n)     die  halbe  Anzahl  der  verschiedenen  Auf lösmagen  der  Gleichung  w  =  x^  +  64  ?/* 

und 
y>'{n)     die     halbe     Anzahl     der     verschiedenen     Auflösungen     der     Gleichung 

n  =  x^  +  3-  64:y'^m  ganzen  Zahlen,  wobei  aber  die  positiven  und  negativen 

Werthe  von  x  und  y  als  verschiedene  und  auch  die  NuUwerthe  derselben  zu 

berücksichtigen  sind. 

Nach  diesen  Festsetzungen  lassen  sich  die  aus  der  Theorie  der  elhptischen 
Funktionen  resultirenden  Beziehungen  für  die  Classenanzahlen  der  quadratischen 
Formen  negativer  Determinante  folgendermaaßen  ausdrücken :  ^) . 

(I)  F(4w)  +  2i^(4n  —  1')  +  2F(4n  —  2')  +  2F(4n  —  3')  +  ••  •  =  2Z(w)  +  0{n)  +  W{n), 

(II)  F{2m)  +  2F(2vi  —  1")  +  2F{2?m  —  2^^)  +  2F(2m  —  3')  H =  20{m)  +  <p{m), 

(III)  FC2m)  —  2F(2m  -  1')  +  2F(2m  —  2")  -  2F(2m  —  3")  H =  —  9>(w), 

(IV)2)  3G(»i)  +  6G(m  —  1')  +  6G(m  —  2')  +  6ü(m  —  3^)  +  •  •  • 

=  W{m)  +  S^{m)  +  Q(pim)  +  2y)  (tn), 

(V)  2F{m)  +  iF(m  —  1')  +  4F{m  —  2")  +  4F{m  —  3*)  +  •  •  ■  =  0{ni)  +  ^(m)  +  (p{m), 

(VI)  2F(w)  -  4F(m  -  1^)  +  4F(r»(  -  2') 

(VII)  2F(r)  -  4F(r  -  4'')  +  4F(r  -  8")  - 


')  Vgl.  Zusatz  45  am  Ende  dieses  Bandes. 
^)  Vgl.  Zusatz  46  am  Ende  dieses  Bandes. 


—  4F( 

[m  -  3^)  +  . 

(m- 

1) 

=  (-1)       ' 

{0{m) 

~^{m] 

l)  +  93  (m), 

4F(r- 

--  12^)  +  •  ■ . 

=  (- 

-1)>- 

'\0'{r) 

-"^'(r)). 

H 
H 
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(VIII)  4v:(-  l)Te <'-*') (^2F(^-=j-^')  -  3G(^-'^'))  =  (-  l)^"""(0'(s)  -  W'{s)) 

+  9?(s)  +  4y)(s)  —  4:(p'{s)  —  Sip'{s). 

In  den  ersten  sieben  dieser  Formeln  ist  die  Reihe  der  Functionen  F  und  G 
nur  so  weit  fortzusetzen,  als  die  dazu  gehörigen  Zahlen  nicht  negativ  werden,  so  daß, 
weim  man  z.  B.  das  letzte  Glied  in  der  ersten  Formel  mit  i^(4n  — k')  bezeichnet, 
die  Zahl  A-  durch  die  Bedingung  k'  g  4%  bestimmt  wird.  In  der  letzten  Formel 
(VIII)  bezieht  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  diejenigen  verschiedenen  positiven 
Zahlen  k,  für  welche  ^(s  —k^)  ganz  und  größer  oder  gleich  NuU  ist;  und  in  allen 
Formeln  ist  F{0)  =  0,  aber  G{0)  =  l  zu  setzen. 

Für  die  zahlentheoretischen  Functionen  F  und  G  bestehen  außerdem  fol- 
gende Fundamental-Beziehungen,  welche  ebenfalls  aus  der  Theorie  der  eUiptischen 
Functionen  sich  ergeben,  aber  auch  mittelst  einfacher  arithmetischer  Betrachtungen 
hergeleitet  werden  können : 

F{4:n)  =  2F{7i)  für  jede  behebige  Zahl  n, 

doch  mit  der  Ausnahme,  daß,  weim  n  ein  ungerades  Quadrat,  F{4:n)  =  2F{n)  —  1 

ist' 

'  6'(4w)  =  F{4:n)  +  G(n)  für  jede  beliebige  Zahl  n; 

G{n)  —  F(n),  wenn  n  für  den  Modul  4  den  Rest  I  oder  2  läßt; 

G{n)  =  2F{n),  wenn  »  =  7  (mod.  8); 

3(?(«)  =  4  J(n),  wenn  «  ee  3  (mod.  8), 

jedoch  mit  der  Ausnahme,  daß,  wenn  n  das  Dreifache  eines  ungraden  Quadrats  ist, 
3G-'(«)  =  4:F{n)  +  2  wird. 

Es  ist  ferner  die  Classenanzahl  F(;n)  gleich  der  Summe  der  Anzahlen  der 
eigentlich  'primitiven  Classen  quadratischer  Formen  für  alle  diejenigen  Determinanten 
—  V,  welche  Theiler  von  n  sind  und  für  welche  der  Quotient  "  ein  ungerades 
Quadrat  ist.  In  Folge  dessen  lassen  sich  aus  den  obigen  acht  Formeln  für  die  Classen- 
anzahlen  F  und  G  folgende  entsprechende  Formehi  für  die  Function  j{n)  ableiten, 
welche  die  Anzahl  der  eigenthch  primitiven  Classen  quadratischer  Formen  der  De- 
terminante —  n  bezeichnen  soll ; 

(1)  uj{l)  +  u,f{2)  +  u,f{d)  +  uj{4)  +  . . .  =  4X{n)  +  20(»)  -f  2 !?(«), 
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WO  M^  die  Anzahl  aller  mögliclien  Darstellungen  der  Zahl  4h.  durch  die  Form: 
af  +  k{2y  +  ly  bedeutet,  also  da  m^.  =  0  wird,  wenn  k  >  4:11,  die  Reihe  auf  der 
linken  Seite  abbricht.  Jene  Anzahl  der  Darstellungen  wird  übrigens  hier,  wie  im 
Folgenden  immer  in  dem  gewöhnhchen  Sinne  genommen ;  nämüch  so,  daß  darunter 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  positiver  oder  negativer  ganzzahliger  Werthe 
der  Unbestimmten  x  und  y  verstanden  wird,  für  welche  die  Darstellung  möghch  ist. 
Es  ist  nun 

(2)  uj{l)  +  uJC2)  +  ^3/(3)  +  wj(4)  +  •  ■  •  =  40(m)  +  |w,, 

(3)  uj{l)  -  u,f{2)  +  «3/(3)  -  Mj(4)  +  .  .  .  =  1«^, 

wenn  die  Anzahl  der  Darstellungen  von  2m  durch  die  Form:  x^  +  k(2y  +  1)"  mit 
Ui_  bezeichnet  wird.  Ferner  ist: 

(4)  3V^_,/(i)  +  v(2  +  (-  l)')M„_,/(4i  -  1)  =  20{m)  +  G^{rn)  +  |(u„  +  3«,), 

wo  sich  die  Summationen  auf  alle  positiven  Zahlen  i  erstrecken,  und  m^,  die  Anzahl 
derjenigen  Darstellungen  von  m  durch  die  Form:  x"  +  ky'  bedeutet,  bei  welchen  y 
von  Null  verschieden  ist.  Man  hat  ferner : 

(5)  ujil)  +  uj(2)  +  «3/(3)  +  uj{i)  +■■■  =  0{m)  +  ^{vi)  +  >, , 

(6)  uj{\)  -  uj{2)  +  «3/(3)  -  «,/(4)  +  •  •  •  =  {-ir""'\0{m)  -  W{m))   ]    lu^, 

wenn  u^,  die  Anzahl  der  Darstellungen  von  m  durch  die  Form:  x^  -]-  k(2y  -}-  ly  an- 
giebt.  Ferner  ist,  wenn  r      7  (mod.  8): 

(7)  2  v«^__  ^/(8i  _  1)  =  W{r)  -  |0(r)  +  (-  l)«''^"(!f"(r)  -  0'{r)), 

wo  sich  die  Summation  auf  alle  positiven  Zahlen  i  erstreckt,  und  m^.  die  Anzahl  der 
Darstellungen  von  r  durch  die  Form:  64 x^  +  ky^  bedeutet.  Endlich  ist,  wenn 
s  =  1  (mod.  8) : 

>:(3«,  +  «,)/(i)  +  i:(2  rb !)(«,,_,  -  ^,_,)/(4'^  - 1) 

=  {-  l)«'"'"(0'(s)  -  !^'(s))  +  H«o  +  3"i  -  i\), 

wo  sich  die  beiden  Summationszeichen  auf  alle  positiven  Zahlen  i  beziehen  und  das 
obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  i  gerade  oder  ungrade  ist,  wo  ferner  m^. 
die  Anzahl  der  Darstellungen  von  s  durch  die  Form:  x^  +  Mky^,  bei  welchen  y  von 
Null  verschieden  ist,  und  v^  die  Anzahl  aller  Darstellungen  von  s  durch  die  Form : 
x^  +  lQk{2y  +  ly  bedeutet. 
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Die  oben  für  die  Classenanzahlen  F  und  G  gegebenen  acht  Formeln  werden 
insoweit  vereinfacht,  daß  auf  der  rechten  Seite  derselben  die  Ausdrücke  (p,  y>,  q>',  f' 
überall  gänzlich  fortfallen,  wenn  man  die  zahlentheoretischen  Functionen  F{n)  imd 
(?(«)  durch  andere:  F(/i)  und  G(?i)  ersetzt,  welche  für  n  =  0  respective  die  Werthe: 
0  imd  —  ,',  haben  und  für  alle  positiven  Werthe  von  n  durch  folgende  Gleichungen 
bestimmt  werden : 

F(4n)  =  F{4:n),  für  jede  beliebige  Zahl  n; 

F(4w)  -  2F(n)  und  G(4n)  =  F(4n)  -f-  G(n)  für  jede  positive  Zahl  n; 

G{n)  =  F(m),  wenn  n  ^  1  oder  2  (mod.  4)  und 

3G(n)  =\ö  —  {-  1)  /F(n),  wenn  n  =  3  (mod.  4)  ist. 

Es  bestehen  demgemäß  für  die  Functionen  F  und  G  dieselben  Fundamentalbeziehun- 
gen wie  für  die  Classenanzahlen  F  und  G,  aber  ohne  die  Ausnahmen ;  und  die  Fvmc- 
tionen  F(n)  und  i^(/i)  stimmen  überhaupt  überein,  sobald  nicht  n  ein  ungrades  Qua- 
drat, G(«)  und  G(;n)  stimmen  mit  einander  überein,  sobald  nicht  yi  irgend  ein  voll- 
ständiges Quadrat  oder  das  Dreifache  eines  solchen  ist.  Aber  auch  für  diese  beson- 
deren Werthe  von  n  haben  die  Functionen  F(*j)  und  (jf{n)  ihre  uimiittelbare  zahlen- 
theoretische Bedeutung,  deren  Erörterung  indessen  hier  zu  weit  führen  würde.  ^) 

Außer  den  erwähnten  Veränderimgen,  welchedie  obigen  Formehi(I) bis (VIII) 
durch  Einführung  der  zahlentheoretischen  Functionen:  /(«),  F(?i),  G(?i)  und  anderer 
erfahren,  kann  man  die  Formeln  auch  dadurch  in  der  mannigfaltigsten  Weise  um- 
gestalten, daß  man  sie  unter  sich  so  wie  mit  den  für  die  Functionen  F  und  G  be- 
stehenden Fimdamentahelationen  combinirt;  und  man  erhält  dadurch  viele  neue 
elegante  Formeln.  Aber  keine  der  Gleichungen  (I)  bis  (VIII)  selbst  läßt  sich  aus  den 
übrigen  durch  bloße  Benutztmg  jener  Fundamental-Beziehungen  ableiten,  und  sie 
bilden  insofern  ein  System  von  unter  einander  unabhängigen  Formeln.  Von  den  durch 
Verbindung  derselben  resultirenden  Gleichungen  hebe  ich  nur  die  folgenden  beiden 
hervor,  indem  ich  dabei  der  größeren  Einfachheit  wegen  die  Functionen  F  und  G 
benutze  und  2F(»)  —  G(w)  =  E(n)  setze: 

(IX)  P(n)  +  F(n  —  2)  +  F(n  —  6)  +  F(w  —  12)  -V  F(n  -  20)  H =  \W{An  +  1) 

(X)  E(n)  +  2E(w  -  1)  -f  2E(n  -  4)  +  2E(n  -  9)  +  •  ■  •  =  |(2  +  (-  l)")Z(n). 

^)  Vgl.  Zusatz  47  am  Endes  dieses  Bandes.  H 
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Beide  Formeln  gelten  für  jede  positive  Zahl  n;  die  letztere  derselben  ergiebt,  wie 
ich  unten  zeigen  werde,  die  merkwürdigen  Beziehungen  zwischen  der  Anzahl  der 
Darstellungen  einer  Zahl  n  als  Summe  von  drei  Quadraten  und  der  zur  Deter- 
minante —  n  gehörigen  Classenanzahl  quadratischer  Formen;  die  Formel  (X)  läßt 
sich  auch  andererseits  aus  diesen  Beziehungen  ableiten,  sie  enthält  also  bereits 
bekannte  zahlentheoretische  Sätze  nur  in  neuer  Form.  Dasselbe  ist  bei  den  For- 
meln (II)  und  (III)  der  Fall,  so  wie  überhaupt  bei  allen  denjenigen  Verbin- 
dungen der  Formeln  (I)  bis  (VIII),  aus  welchen  die  Functionen  W  und  W  weg- 
fallen. Die  übrigen  in  jenen  Formeln  enthalteneu  Resultate  aber  lassen  sich  mit 
den  vorhandenen  arithmetischen  Hülfsmitteln  nicht  herleiten  und  sind  also  der 
Form  wie  dem  Inhalt  nach  durchaus  neu.  Der  wesenthche  Unterschied,  welcher 
hiernach  zwischen  den  Functionen  X,  0,  0'  einerseits  und  W,  ^'  andererseits 
begi'ündet  wird,  tritt  übrigens  auch  in  der  gänzlich  verschiedenen  Natur  der 
Reihen  hervor,  welche  man  erhält,  wenn  man  jene  Functionen  als  Entwickelungs- 
coefficienten  darstellt.  Es  ist  nämlich: 

wo  sich  die  Summationen  auf  alle  positiven  Werthe  «=  1  bis  00  erstrecken  und  auf 
beiden  Seiten  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade 
ist.  Ferner: 


'(1-3")^ 


g"'  +  " 


(1-9-)^' 

WO  sich  die  Summationen  ebenfalls  auf  alle  positiven  Werthe  von  w  =  1  bis  00  er- 
strecken. Endlich  ist:  , 

2'*'(».)5--2'(~i)*"";-^ 

wo  für  m  alle  positiven  ungraden  Zahlen  zu  nehmen  sind. 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  mit  den  acht  Formeln  für  die  Classenan- 
zahlen  der  quadratischen  Formen  von  negativen  Determinanten,  so  erhält  man  auch 
diese  als  Entwickelungscoefficienteu  dargestellt.  Namentlich  ergeben  die  erste  imd 
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dritte  obiger  Gleichungen  in  Verbindimg  mit  den  Formeln  (IX)  und  (X)  die  beiden 
folgenden  Relationen: 

(XI)  2^F («)2"  =  h\k)  2^(i'_,s„..). . 

(XII)  i22'E(n)g"  =  ^^  -  em^iTTi^T 


wo  sich  die  Summationen  auf  alle  Werthe  von  n  =  0  bis  oo  beziehen  und  in  der 
letzten  Summe  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade 
ist.  Die  Buchstaben  H,6,  K  vmd  q  haben  hier  die  ihnen  von  Jacohi  beigelegte  Be- 
deutung; die  letztere  der  beiden  Gleichungen  läßt  sich  deshalb  durch  Benutzung 
der  Formel  (8)  pag.  103  von  Jacohi?,  „Fundamenta"*)  in  folgende  verwandeln: 

12v:E(n)9"  =  {0{K)f  =  (l  +  2g  +  2g'  +  2g«  +  •  •  -f; 

und  hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  daß  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  n, 
als  Summe  von  drei  Quadraten,  gleich  12E(?i)  ist.  Dieses  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  hervorgehende  Resultat  enthält  in  einfacher  Zusammenfassung 
die  schon  oben  erwähnten  6-'ai/ySischen  Sätze  über  den  Zusammenhang,  welcher  zwi- 
schen der  Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  n  durch  die  Form :  x^  +  y'^  +  z^  und 
der  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  binärer  quadratischer  Formen  der  Determi- 
nante —  n  besteht.  Auf  diese  Weise  können  also  aus  der  Theorie  der  elUptischen 
Functionen  allein  jene  schönen  Sätze  der  höheren  Arithmetik  geschöpft  werden, 
welche  bisher  nur  durch  die  tief  hegenden  Betrachtimgen  in  Gauß,  Disq.  arithm. 
begründet  waren.  Da  der  Fermat&che  Satz  über  die  Triagonalzahlen  eine  einfache 
Consequenz  jener  Sätze  bildet,  so  ist  also  auch  dieser  aus  der  Theorie  der  elhptischen 
Fimctionen  ohne  alle  zahlentheoretische  Vorbereitimg  herzuleiten,  und  hiermit  ein 
von  Jacohi  in  seinen  Vorlesungen  oftmals  ausgesprochener  Wunsch  erfüllt.  —  Dieser 
grosse  Mathematiker  fand  nänüich,  wie  bekannt,  in  seiner  bedeutendsten  analy- 
tischen Schöpfung,  der  Theorie  der  eUiptischeu  Functionen,  zugleich  eine  reiche 
Quelle  zahlentheoretischer  Sätze,  und  er  scheint  grade  diese  mit  Vorhebe  daraus 
entwickelt  zu  haben.  So  wie  er  nun  aus  den  Reihen  für  die  graden  Potenzen  von 
0  {K)  die  Sätze  über  die  Anzahl  der  Zerlegungen  einer  Zahl  in  2,  4,  6  und  8  Quadrate 
erlangt  hatte,  wünschte  er  auch  aus  der  Entwickelung  des  Cubus  von  O  (K)  oder  ähn- 
licher Reihen  die  Sätze  über  die  Zerfällung  einer  Zahl  in  drei  Quadrate  und  in  drei 


1)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  160.  H 

L.  Kroneckor'a  Werke  IV  25 


194        CLASSENZAHLEN  QUADKATISCHER  FORMEN  NEGATIVER  DETERMINANTE 

Triagonalzahlen  abzuleiten.  Dies  ist  in  den  oben  angedeuteten  Untersuchungen  nun- 
mekr  geschehen;  freihch  nicht  durch  directe  analytische  Umformung  des  Cubus  von 
©  {K),  sondern  mit  Hülfe  der  speziellen  Moduln,  für  welche  complexe  Multiplikation 
stattfindet,  also  doch  immerhin  durch  Betrachtungen,  welche  ausschließlich  dem 
Gebiete  der  elliptischen  Functionen  angehören.*) 

Es  deutet  Alles  darauf  hin,  daß,  wie  die  zahlentheoretischen  Functionen 
E(n)  und  X{n)  mit  der  Anzahl  der  Zerfällungen  von  n  in  drei  und  vier  Quadraten 
zusammenhängen,  so  auch  den  Functionen  F(n)  und  W{n)  eine  ähnliche  Bedeutung 
für  die  Darstellung  von  n  durch  quadratische  Formen  mit  mehreren  Variabein  zu- 
kommt. Nur  aus  einer  solchen  anderv/eiten  zahlentheoretischen  Bedeutung  von  F(w) 
und  ^  («.)  dürfte  man  auf  rein  arithmetischem  Wege  die  gegenseitigen  Beziehungen 
derselben  herleiten  können,  welche  in  den  obigen  acht  Formeln  enthalten  sind.  In- 
dessen ist  zu  vermuthen,  daß  die  betreffende  Eigenschaft^  der  Classenanzahl  F(n) 
und  somit  die  Begründung  jener  acht  Formeln  auf  zahlentheoretischem  Wege  sehr 
tief  hegt,  da  selbst  Gauß  bei  seiner  umfassenden  arithmetischen  Behandlung  der 
binären  quadratischen  Formen  nicht  auf  jene  einfachen  Gesetze  für  die  Klassenan- 
zahl derselben  geführt  worden  ist.  Übrigens  handelt  es  sich  nunmehr,  da  die  zwischen 
den  Functionen  F  und  W  bestehenden  Relationen  gegeben  sind,  nur  darum,  die  ver- 
muthete  Eigenschaft  der  einen  von  beiden  zu  ermitteln,  und  daraus  unmittelbar  eine 
entsprechende  der  anderen  zu  erschließen.  Und  diese  Zurückführung  dürfte  von 
Wichtigkeit  sein,  weil  die  Analogie  zwischen  den  Functionen  X  und  W  einerseits  und 
zwischen  E  und  F  andrerseits  zu  der  Annahme  berechtigt,  daß  eine  etwaige  Be- 
deutung von  W{n)  für  die  Darstellung  der  Zahl  n  durch  eine  quadratische  Form 
näher  liegen  wird  als  die  entsprechende  Bedeutung  vonF(n).  Namentlich  auf  Grund 
dieser  Betrachtungen  habe  ich  auch  die  obigen  Reihen  aufgestellt,  in  denen  F(n) 
und  W{n)  die  Entwickelungscoefficienten  bilden,  aber  es  ist  mir  bisher  noch  nicht  ge- 
lungen, befriedigende  Resultate  für  die  gesuchte  weitere  Bedeutung  der  Functionen 
F  und  W  daraus  abzuleiten.  Leichter  scheint  es,  auf  rein  analytischem  Wege  die 
Eigenschaften  der  unendlichen  Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (XI)  in- 
soweit zu  ergi'ünden  und  aufzustellen,  daß  man  vermittelst  derselben  aus  dieser 
Gleichung  allein  die  obigen  acht  Formeln  sämmtlich  entwickeln  kann.  Hierzu  be- 
dürfte es  nämlich  nur  gewisser  Umformungen,  deren  jene  Reihe  fähig  ist,  wenn  man 


*)  Vgl.  /jiisatz.  48  am  Endo  dipsps  Bandes.  H 
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in  derselben  ^  mit  den  verschiedenen  achten  Wurzeln  der  Einheit  behaftet  annimmt; 
Umformungen,  welche  sich  andrerseits  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (I)  bis 
(VIII)  ergeben. 

Ich  bemerke  schließlich,  daß  die  Formeln  (V)  und  (VI)  zur  Berechnung  der 
Classenanzahlen  der  quadratischen  Formen  negativer  Determinante  vorzügUch  ge- 
eignet sind.  Ich  habe  auch  bereits  nach  einer  Verbindung  dieser  Formeln  den  Werth 
von  F{m)  für  alle  ungraden  Zahlen  m  bis  zu  10000  ausrechnen  lassen,  wobei  die  Leich- 
tigkeit und  Sicherheit  der  Rechnung  nichts  zu  wünschen  übrig  ließ.  Die  Anzahl  der 
eigentlich  primitiven  Classen  der  quadratischen  Formen  von  negativer  Determinante 
ergiebt  sich  aus  den  berechneten  Werthen  von  i^(m)  mit  leichter  Mühe. 
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ÜBER  EINE  NEUE  EIGENSCHAFT  DER  QUADRATISCHEN  FORMEN 
VON  NEGATIVER  DETERMINANTE.^) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  26.  Mai  1862.] 

Die  Formeln  für  die  Anzahl  der  verschiedenen  Klassen  quadratischer  Formen 
von  negativer  Determinante,  welche  ich  vor  fünf  Jahren  gefunden  und  theilweise  im 
Oktober  1857-)  der  Akademie  mitgeteilt  habe,  gaben  mir  schon  damals  Veranlassung 
den  inneren  Grund  der  darin  enthaltenen  Relationen  gewisser  Determinanten  zu  er^ 
forschen,  d.  h.  einen  Zusammenhang  der  verschiedenen  quadratischen  Formen  selbst 
aufzusuchen.  Während  ich  nun  sehr  bald  durch  eine  aus  der  analytischen  Quelle 
jener  Formeln  geschöpfte  Induction  zur  Auffindung  des  vermutlichen  Zusammen- 
hangs geführt  wurde,  ist  es  mir  erst  vor  kurzem  gelungen,  das  betreffende  Resultat, 
welches  eine  Beziehung  zwischen  den  reducirten  Formen  verschiedener  Determi- 
nanten angiebt,  und  welches  den  Gegenstand  der  vorUegenden  Mitteilung  bildet,  voll- 
ständig und  zwar  avif  rein  arithmetischem  Wege  zu  beweisen. 

Man  denke  sich  für  eine  ungrade  Primzahl  p  die  sämmtlichen  reducirten 
positiven  quadratischen  Formen  der  Determinanten:  —  p,  —  (p  —  1^),  —  {p  —  2^), 
—  (p  —  3^),  .  .  .  aufgestellt,  bei  denen  wenigstens  einer  der  äußeren  Coefficienten 
ungrade  ist;  von  den  hierbei  vorkommenden  Ambigen  nehme  man  diejenigen,  bei 
welchen  a  =  —  2&  ist,  so  wie  diejenigen,  bei  welchen  a  -=  c  und  zugleich  b  positiv 
ist;  endüch  bilde  man  für  alle  übrig  bleibenden  Formen:  (öj,  bi,  Cj),  («2)  ^2»  Co), 
(«3,  63,  Ca),  .  .  .  die  Congruenzen: 

ftjr  -T-  -Ib^z  +  Cj=  0,     a^z^  -\-  2b„z  +  c^^^O,     ...  mod.  j;. 

welche  offenbar,  je  nachdem  die  Determinante  der  betreffenden  Form  —  p  selbst 
oder  eine  der  Zahlen:  —  (/j  —  1),  —  (p  —  4),  —  {p  —  9),  .  .  .  ist,  je  eine  oder  je  zwei 
Wurzeln  haben.  Alsdann  ist,  wenn  F{n)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Klassen 


'■)  Vgl.  Zusatz  49  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

-)  Bd.  IV,  S.  181 — 182  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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quadratischer  Formen  für  die  Determinante  —  n  bedeutet,  die  Anzahl  aller  jener 
Congruenz^vurzeln  gleich : 

F(p)  +  2F(p  -  l'')  +  2F(p  -  2^)  +  2F{p  -  ^^)  +  ■  ■  ■ 

d.  h.  also  —  zufolge  der  von  mir  im  Journal  für  Mathematik  (Bd.  57,  pag.  249)^)  ge- 
gebenen Formel  No.  V.  —  gleich  {p  +  1)  oder  gleich  p,  je  nachdem  p  =  1  oder  3 
mod.  4  ist.  Wenn  man  nur  im  ersteren  Falle  für  diejenigen  ambigen  Formen,  in 
welchen  a  =  c  <  Vp  ist,  die  eine  der  beiden  Congruenzwurzeln  (und  zwar  diejenige, 
welche  dem  tinter  \p  liegenden  positiven  Werte  von  Vh^  —ac  entspricht)  mit  dem 
negativen  Werte  derselben  vertauscht,  in  dem  einzigen  Falle  aber,  wo  dieser  Wert 
mit  der  andern  Congruenzwurzel  identisch,  nämhch  wo  6  =  0  wird,  wegläßt,  so  ist 
die  Anzahl  aller  auf  diese  Weise  aus  jenen  Congruenzwurzeln  gebildeten  Zahlen  in 
jedem  Falle  gleich  p.  Alle  diese  Zahlen  sind  modulo  p  von  einander  verschieden,  d.  h. 
sie  bilden  für  eben  diesen  Modul  ein  vollständiges  Restensystem. 

Aus  dieser  merkwürdigen  Eigenschaft  der  quadratischen  Formen  von  nega- 
tiver Determinante  geht  unmittelbar  folgender  Satz  hervor: 

„Wenn  D,  D',  D",  ...  die  verschiedenen  Zahlen  bedeuten,  für  welche  p 
durch  die  Formen:  x^  +  Dy^,x'  +  D\f,  x^  +  Z)"?/^  •  •  •  darstellen  und  y  ungrade 
ist,  wenn  ferner  mit  {a^,  h^,  Cj),  [a^,  b^,  C2),  .  .  .  die  sämthchen  eigenthch  primitiven 
positiven  reducirten  Formen  der  Determinanten :  —D,  —  D' ,  —  D",  .  .  .  bezeichnet 
werden,  so  ergeben  die  Congtuenzen : 

OjS^  +  26^2  +  Cj=0,     a^z"  -\-  Ih^z  -\-  c^^^Q,     •  •  •  mod.  p 

für  2  alle  p  verschiedenen  Werte,  und  zwar  jeden  genau  zweimal,  sobald  man  die 
Wurzeln  aller  derjenigen  Congruenzen  doppelt  nimmt,  bei  welchen  der  Coefficient 
von  z^  mit  dem  absoluten  Werte  eines  der  beiden  andern  Coef ficienten  nicht  überein- 
stimmt." 

Da,  wenn  p  =  4w  +  3  ist,  für  keine  der  Determinanten  —  D  ambige  For- 
men existiren,  in  denen  o  =  +  26  oder  a  =  c  wäre,  so  läßt  der  erwähnte  Satz  in 
diesem  Falle  folgende  einfachere  Fassung  zu : 

„Wenn  (Oi ,  b^ ,  cj,  (a^ ,  h^ ,  c^),  ...  die  sämmtlichen  eigentlich  primitiven  po- 
sitiven reducirten  Formen  aller  derjenigen  negativen  Determinanten  —  D  sind,  für 

')  Bd.  IV,  S.  188  (liosor  Ausgabe  von  L.  Kromcker'B  Werken.  H 
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welche  p  durcli  die  Hauptform  x^  -f  D y*  darstellbar  und  y  ungrade  ist,  so  bilden 
die  Wurzeln  der  modulo  p  genommenen  Congruenzen : 

für  eben  diesen  Modul  ein  vollständiges  Restsystem." 

Endlich  kann,  indem  man  die  Wurzeln  jener  quadratischen  Congruenzen 
selbst  in  Betracht  zieht,  für  jede  behebige  Primzahl  f  der  Satz  folgendermaßen 
formulirt  werden: 

„Wenn  d  irgend  eine  der  positiven  ganzen  Zahlen  bedeutet,  welche  kleiner  als 
Yp  sind,  und  wenn  ferner  mit  {a^,  61,  &,),  («2,  &2>  c,),  .  .  .  alle  diejenigen  positiven 
reducirten  Formen  der  Determinanten  —(p  —  d^)  bezeiclmet  werden,  in  denen  we- 
nigstens einer  der  beiden  äiißeren  Coefficienten  imgrade  und  der  mittlere  Coeffi- 
cient  nicht  negativ  ist,  so  bilden  die  Ausdrücke:  ^-^t-  ein  vollständiges  Resten- 
system für  den  Modul  j),  sobald  man  im  Allgemeinen  alle  vier  Zeichenkombinationen 
zuläßt,  aber  in  den  besonderen  Fällen,  wo  a  =  2b  ist,  b  nur  negativ  nimmt  und  für 
den  Fall :  a  =  c  nur  das  obere  Zeichen  der  größeren  von  den  beiden  Zahlen  b,  d  bei- 
behält." 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  einerseits  auf  die  schon  oben  erwälmte  Formel 
(Journal  für  Mathematik,  Bd.  57,  pag.  249)^)  gegründet,  mit  Hilfe  deren  sich  er- 
gibt, daß  die  Anzahl  der  Ausdrücke :  ~ — —-  genau  gleich  p  ist,  imd  andrerseits  wird 
gezeigt,  daß  je  zwei  von  diesen  Ausdrücken,  modulo  p  betrachtet,  von  einander  ver- 
schieden sind.  Von  den  beiden  Hauptteilen,  in  welche  sonach  der  Beweis  zerfäUt, 
enthält  der  erstere  eine  rein  arithmetische  Herleitung  jener  Formel  für  die  Klassen- 
anzahlen, während  im  zweiten  Teile  die  UnmögHchkeit  der  Congruenz : 

a'{±b +  d)  + a{i;^b'  +  d'):LiO     mod.p 

in  folgender  Weise  dargetan  wird.  Es  wird  zuförderst  nachgewiesen,  daß  in  der  für 
die  Congruenz  zu  setzenden  Gleichung : 

a'(±  b±d)  +  a(+  b'  +  d')  =  hp 

mit  Rücksicht  auf  die  für  die  Zahlen  a,  b,  d,  a,  b',  d'  bestehenden  Ungleichheits- 
bedingungen der  absolute  Wert  von  h  nur  gleich  NuU  oder  Eins  sein  kann.  Da  nvm, 


')  Bd.  JX,  S.  188  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L.  Kronecker'B  Werke  IV  26 
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wenn  jene  Gleichung  stattfindet,  die  Zeichen  auf  der  linken  Seite  so  gewählt  wer- 
den können,  daß  h  positiv  ist,  so  sind  nur  die  beiden  Fälle  A  =  0  und  Ä  =  1  zu  be- 
trachten, d.  h.  es  ist  nur  die  Unmöglichkeit  der  beiden  Gleichungen : 

a'{±  h  +  d)  +  «(+  V  =F  d')  =  0 
a'{±h±d)  +  a{^h'  +  d')  =  f 

darzutun.  Es  wird  nun  angenommen,  daß  die  Gleichungen  durch  gewisse  Werte  von 
a,  h,  d,  a,  h',  d',  erfüllt  seien  und  daß  von  den  beiden  resp.  mit  a  und  a  multipli- 
cirten  Ausdrücken  der  erstere  positiv  sei.  Wird  derselbe  mit  s  bezeichnet,  so  ergeben 
sich  aus  der  ersteren  Gleichimg  die  Relationen: 

a  =  a',     +b^d~+b'+d',     c  ?e^.  c'  mod.  s. 

Es  zeigt  sich  nun  zuvörderst,  daß  '^^^^  nur  die  Werte:  0,  +  1,  +  2  haben  könnte, 
daß  aber  im  ersten  Falle  a,  b,  c,  resp.  mit  a,  b',  c  identisch  sind,  während  im  zweiten 
Falle  der  aufgestellten  Bedingung  zuwider  entweder  a  und  c,  oder  a  und  c  gleichzeitig 
gerade  sein  müßten.  Im  dritten  Fall  wird:  j^2b  =  +  26'  =  +  a  =  +  a',  und  dieß 
widerspricht  der  über  die  Wahl  des  Vorzeichens  von  b  und  b'  getroffenen  Festsetzung. 
Nachdem  auf  diese  Weise  die  Unmöglichkeit  der  Gleichung : 

a'{±  b±d)+  a{^^b'^^d')  =  0 
nachgewiesen  ist,  werden  aus  der  zweiten  obigen  Gleichung : 

a'i±  h±d)  +  a{+  b'  +  d')  =  p, 

folgende  Bestimmungen  für  a,  b',  c  entwickelt : 

a'  =  na  —  ib  -\-  s, 
'2b'  —  (mn  —  l)a  —  2mb  +  c  +  (m  —  n)s, 
c'  =  mc  —  {nin  —  l)s, 

in  welchen  der  Kürze  halber  b  für  +  b,  b'  für  +  b'  gesetzt  ist,  und  in  welchen  m  und  n 
nur  ganzzahlige  positive  oder  negative  Werte  haben  oder  auch  gleich  Null  sein  kön- 
nen. Aus  diesen  drei  Gleichungen  werden  endlich  sechs  Relationen  abgeleitet,  welche 
nicht  ohne  Mühe  zu  erlangen  waren  und  den  Kernpunkt  des  Beweises  bilden,  inso- 
fern mit  Hilfe  derselben  für  alle  verschiedenen  Annahmen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Größen  m  und  n  gemacht  w^erden  kömien,  die  Unvereinbarkeit  derselben  mit  den 
für  die  Zahlen  a,  b,  c,  a,  b',  c,  geltenden  Bedingungen  leicht  nachzuweisen  ist.  Die 
in  Rede  stehenden  sechs  Gleichungen  sind  folgende : 
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(c'  —  a')  —  m{a'  -|-  26')  +  {m-  +  m)a'  +  (a  —  '2b)  =  {m  ~  n  -^  l)a, 

(a  —  26')  +  (m  —  l)a'  -r  (c  —  «)  =  "«. 

»i{a'  —  26')  +  (c'  —  a')  -r  [a  —  26)  +  {m^  —  m){a  —  26)  +  (m'  —  vi)s 

=  {m  —  (w  —  l)(wr  —  w  +  l))a, 
(o' -  26')  +  (c  —  26  -1)4-  (»i  —  2)(ffl  —  26  4-  s)  +  1  =  («  —  !)(«  -i-  a  -  /na), 
(a'—  26')  +  ma'  -f  (c  -  26  —  1)  -  1  =  (u  -r  l)(a  -  s), 
(c'  —  o')  -L  (c  —  26  —  1)  +  n{a  +  ms)  +  1  =  (»n  -  l)c; 

und  es  sind  hierin  auf  der  linken  Seite  diejenigen  Verbindungen  der  Zahlen  a,  b,  c, 
a,  h\  c,  s  in  Parenthesen  eingeschlossen  worden,  welche  an  sich  vermöge  der  Un- 
gleichheitsbedingungen nicht  negative  Größen  darstellen. 

Der  hiermit  bewiesene  arithmetische  Satz  läßt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  eine 
Verallgemeinermig  in  der  Weise  zu,  daß  statt  der  Primzahl  p  eine  zusammengesetzte 
Zahl  genommen  wird.  Überdieß  sind  daraus  Andeutungen  für-  eine  neue  zahlentheore- 
tische Herleitung  jener  Formeln  für  die  Klassenanzahlen  zu  entnehmen,  imd  diese 
Andeutungen  erscheinen  um  so  wichtiger,  als  die  arithmetische  Begründung  der  er- 
wähnten Formeln,  welche  den  ersten  Hauptteil  des  obigen  Beweises  bildet,  auf  ganz 
andern  Betrachtungen  beruht.  Ich  richtete  nämhch  mein  Augenmerk  auf  die  Art 
und  Weise,  wie  Jacobi  den  durch  die  Reihen  (Fundamenta  nova  etc.  pag.  188)M  er- 
haltenen Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Zerfällungen  in  vier  Quadrate  im  12.  Bande 
des  Journals  für  Mathematik")  hergeleitet  hat,  indem  er  die  analytische  Entwicklimg 
gewissermaßen  zu  einer  arithmetischen  umgestaltete.  Im  Anschluß  an  diese  Methode 
habe  ich  die  Klassenanzahlen  für  die  quadratischen  Formen  negativer  Determinante 
als  Entwicklungscoefficienten  dargestellt  imd  einige  Andeutungen  darüber  in  dem 
•  oben  erwähnten  Aufsatze  im  57.  Bande  des  Journals  für  Mathematik^)  veröffent- 
hcht.  Aber  ich  habe  die  Mitteilung  der  weiteren  Resultate  dieser  Art  unterlassen, 
weil  ich  damals  zwar  eine  neue  Art  analytischer  Verifikation  der  betreffenden  For- 
meln nicht  aber  das  eigentliche  Ziel,  eine  arithmetische  Herleitung  derselben,  erlangt 
hatte.  Inzwischen  hat  Hr.  Hermite  in  einer  interessanten  Notiz  (Comtcs  rendus  etc. 
5  Aoüt  1861)*)  einige  analoge  Relationen  publicirt,  welche  ich  hier  durch  die  Mit- 

»)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  239.  H 

ä)  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  24.5.  H 

')  Bd.  IV',  S.  192  u.  f.  dieser  .\usgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

*)  Hertnite,  Oem-res  T.  II,  P.  109.  H 

26* 
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teilung  derjenigen  vervollständigen  will,  auf  die  ich,  wie  oben  bemerkt,  bei  der  Auf- 
suchung arithmetischer  Beweismethoden  geführt  worden  bin.^) 

Ich  behalte  zu  diesem  Zwecke  aUe  Bezeichnungen  und  Erklärungen  bei, 
welche  ich  in  dem  mehrerwähnten  Aufsatze  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  57,  pag. 
248sqq.)^)  gebraucht  habe  und  beziehe  mich  im  Folgenden  überall  auf  die  dort 
unter No.  (I)bis  (VIII) gegebenen  Formeln.  Ich  setze  aber  dabei  voraus,  daß  eben  diese 
Formehl  in  der  Weise,  wie  ich  a.  a.  0.  pag.  251  ^)  ausgeführt  habe,  durch  Benutzung 
der  Functionen  F  und  G  umgestaltet  seien.  —  Wenn  in  den  Formeln  (I),  (II),  (V) 
auf  beiden  Seiten  resp.  mit  q'",  </"'",  \q'  multiplicirt  wird,  wenn  man  ferner  die  hier- 
durch entstehenden  drei  Gleichungen  addiert  und  alsdann  über  alle  Werte  von  n 
und  m  summiert,  so  erhält  man  mit  Hilfe  der  auf  pag.  252 sqq. ^)  für  X,  0,  W  ge- 
gebenen Ausdrücke  die  Gleichung: 

Ebenso  ergibt  sich  aus  den  Formeln  (I),  (III)  und  (VI): 

(•2)  i:^(")i--WJH2''(-"y'-'^i'^- 

wo  die  Buchstaben  q,  K,  k'  ebenso  wie  die  im  Folgenden  vorkommenden  Buchstaben 
k,  0,  H,  die  Bedeutung  haben,  in  welcher  dieselben  in  Jacohbs  ,,Fundamenta"  ge- 
braucht werden.  Die  beiden  angegebenen  Formeln  drücken  nun  andererseits  genau 
die  in  den  Formeln  (1),  (II),  (III),  (V),  (VI)  enthaltenen  Beziehungen  aus,  wenn 
man  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Summen  nach  Potenzen  von  q  entwickelt. 
Die  Formel  (IV)  aber  läßt  sich  als  eine  Folge  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  aufzeigen, 
indem  zuvörderst  die  Relationen:*) 

2'F(8«  +  3)5-  =  4.£l/lf 


')  Vgl.  Zusatz  50  am  Ende  dieses  Bandes.  II 

^)  Bd.  IV,  S.  185  u.  f.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'R  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  191  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

*)  Bd.  IV,  S.  191  u.  f.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

')  Vgl.  Zusatz  51  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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daraus  abgeleitet  werden.  —  Mit  Hilfe  der  Entwicklung  von  sin^  am  ^^^^  nach  Co- 
sinus der  Vielfachen  von  x  (Fundamenta  pag.  110)  ^)  läßt  sich  die  Reihe  auf  der  rech- 
ten Seite  der  Gleichung  (1)  unmittelbar  als  bestimmtes  Integral  darstellen,  und  man 
erhält  auf  diese  Weise,  wenn  die  übhchen  Bezeichnungen: 

eingeführt  werden; 

(3)  2^{n)q  =  VSVf^    Ain^'am  ^f  ^  •  ^^{x)cosxdx. 

Diese  Relation,  welche  also  mit  der  Gleichung  (1)  identisch  ist,  kann  als  Erklärung 
für  die  Funktion  F(h)  aufgefaßt  werden.  Eine  directe  Bestimmung  des  Integi-als  er- 
gibt auch  die  zahlentheoretische  Bedeutung  von  F(«.),  und  dies  ist  unter  Anderem 
in  der  Weise  möghch ,  daß  man  für  sin'^  am  ^^^  das  Quadrat  der  Reihenentwick- 
lung von  sin  am  — ^  setzt.  Diese  Bestimmungsweise  hat  mich  nach  mancherlei  Re- 
duktionen zu  dem  oben  erwähnten  arithmetischen  Beweise  der  in  der  Relation  (3) 
enthaltenen  Formeln  (I),  (II),  (V)  geführt.  Aus  der  Gleichung  (3)  lassen  sich  die  sämt- 
lichen Formeln  (I)  bis  (VIII)  ableiten;  so  geht  namentlich,  wenn  man  unter  dem 
Integralzeichen ??2 (a;)  durch       i?i(x)cotam^  ersetzt,  die  Formel (3)  über  in: 

7t 

^F{n)q   =  -'^^^^y^^Jsmiim^^-cosam^^'&^{x)cosxdx, 
g*  "'       0 

und  hieraus  resultiert  die  Gleichung  (2),  wenn  man  für 

2Kx  2Kx 

sm  am cos  am 

-t:  ;i 

unter  dem  Integralzeichen  die  Reihenentwickelung  nimmt.  Ebenso  erhält  man,  wenn 

"1(3)  für  .   ,  ,    .   ,        2Kx 

V,  (x)  sm  am 

der  damit  identische  Ausdruck : 

1    a  /    \           1                   ^Kx   .          2Kx  a  ,   N 
Vi  ^2  (^) 7^  cos  am A  am w,  (x) 

gesetzt  wird: 

71 

^F(«)5   -^\^=  -^2^,[/2^  j  COS  am--  /l  am--- ^3  (X)  COS  a;da;, 
5*  0 

')  JacoU,  Werke,  Bd.  I,  S.  166.  H 
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und  hieraus  geht  die  Formel  (XI)  (Journal  für  Mathematik,  Bd.57,  pag.  253)^)  hervor, 
wenn  man  unter  dem  Integralzeichen  die  durch  Differentiation  der  Formel  19 
pag.  101^)  in  Jacobi's  ,,Fundamenta"  entstehende  Entwicklung  anwendet.  Auf  diese 
Weise  wird  die  Vermutung  bestätigt,  welche  ich  an  dem  Schlüsse  meines  mehr- 
erwähnten Aufsatzes  ,,Über  die  Anzahl  der  verschiedenen  Klassen  quadratischer 
Formen"  ausgesprochen  habe,  indem  die  sämtlichen  acht  Formeln  durch  analytische 
Umformungen  aus  einer  einzigen  erlangt  werden.  Aber  im  arithmetisch-algebraischen 
Sinne  bleiben  diese  Formeln  (s.  a.  a.  0.  pag.  252)*)  von  einander  unabhängig  und 
enthalten  in  expliziter  Weise  alle  die  mannigfachen  analogen  Relationen,  welche  mir 
die  Theorie  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  gehefert  hat, 
und  hierzu  gehören  auch  alle  diejenigen,  welche  von  Hrn.  Hermite  in  dem  oben  an- 
geführten Aufsatze'')  gegeben  worden  sind.  Ich  werde  dies  wie  die  übrigen  in  der 
vorliegenden  Notiz  enthaltenen  Andeutungen  nächstens  an  einem  anderen  Orte  voll- 
ständig ausführen.^) 


')  Bd.  IV,  S.  193  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

')  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  157.  H 

ä)  Bd.  IV,  S.  191—192  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

•)  Hermite,  Oeuvres,  T.  II,  P.  109.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  52  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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ÜBER  DIE  COMPLEXE  MULTIPLICATION  DER  ELLIPTISCHEN 

FUNCTIONEN.^) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  26.  Jum  1SG2.] 

Im  Verlauf  meiner  Untersucliungen  über  diejenigen  elliptisclien  Functionen, 
für  welche  complexe  Multiplication  stattfindet,  bin  ich  durch  die  Sache  selbst  darauf 
hingewiesen  worden,  hauptsächhch  die  arithmetischen  Eigenschaften  der  betreffenden 
Moduln  zu  erforschen,  um  in  die  Natur  dieser  merkwürdigen  Zahlenirrationalitäten 
tiefer  einzudringen.  Dabei  habe  ich  mich  auf  eine  neue  und  allgemeine  Theorie  der 
zerlegbaren  Formen  stützen  können,  mit  der  ich  mich  kurz  vorher  in  möghchst  um- 
fassender Weise  beschäftigt  hatte,  und  deren  Anwendbarkeit  sich  bei  dieser  speciellen 
Frage  vollkommen  bewährte.  Da  ich  nun  schon  im  JuH  v.  J.  die  Ergebnisse  meiner 
in  Rede  stehenden  Untersuchimgen  angekündigt  habe  und  doch  andrerseits,  durch 
algebraische  Arbeiten  in  Anspruch  genommen,  voraussichtUch  in  der  nächsten  Zeit 
noch  nicht  in  der  Lage  sein  werde,  dieselben  in  ihrem  ganzen  Umfange  der  Akademie 
vorlegen  zu  können,  so  erlaube  ich  mir  heute  einige  von  diesen  Resultaten  mitzu- 
theüen,  deren  Inhalt  und  Bedeutung  ohne  weitere  Auseinandersetzimg  verständUch 
zu  machen  ist. 

Ich  habe  bereits  im  Monatsbericht  vom  October  1857^)  einige  Eigenschaften 
der  Gleichung  angegeben,  deren  Wurzeln  die  verschiedenen  Moduln  bilden,  für 
welche  eine  Multiphcation  mit  V—n  stattfindet.  Es  ist  namenthch  dort  erwähnt 
worden,  daß  diese  Gleichung  in  Faktoren  zerfällt,  welche  den  verschiedenen  Ord- 
nungen der  zur  Determinante  —  n  gehörigen  quadratischen  Formen  entsprechen, 
und  daß  der  zur  eigenthch  primitiven  Ordnung  gehörige  Faktor  wiederum  in  sechs 
Factoren  von  gleichem  Grade  zerlegbar  ist,  deren  Coefficienten  nur  ganze  Zahlen 
und  Yn  enthalten  und  deren  Grad  genau  gleich  der  Anzahl  der  sämtHchen  Klassen 

')  Vgl.  Zusatz  53  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

ä)  Bd.  IV,  S.  177  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L.  Kronocker'«  Werke  IV  27 
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eigentlich  primitiver  Formen  der  Determinante  —  n  ist.  Die  speziellere  Untersuchung 
dieser  Theilgleichungen  ergiebt  aber  noch  eine  weitere  Zerlegung  derselben  in  solche, 
welche  den  ^mzelnen  Gattungen^)  der  quadratischen  Formen  entsprechen,  und  es  er- 
hält hierdurch  die  innerhalb  der  Zahleutheorie  schon  so  wichtige  Eintheilung  der 
Klassen  in  Genera  (Disqq.  arithm.  art.  227)*^)  noch  auf  einem  anderen  sowohl  der 
Algebra  als  der  Analysis  angehörigen  Gebiete  in  der  überraschendsten  Weise  ihre 
Bedeutung.  Den  wesentlichen  Charakter  der  erwähnten  Zerlegung  der  Gleichungen 
in  Kürze  auseinanderzusetzen  ist  hauptsächlich  der  Zweck  vorhegender  Älittheilung. ') 

Wenn  mit  n  eine  positive  ungrade  Zahl,  welche  größer  als  3  ist  und  mit  N 
die  Klassenanzahl  für  die  eigenthch  primitiven  quadratischen  Formen  der  Determi- 
nante —  n  bezeichnet  wird,  Avenn  ferner  z  und  q  die  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  übhche  Bedeutung  haben  und  ii^  =  k  gesetzt  wird,  so  giebt  es  6iV  ver- 
schiedene Werthe  von  h,  für  welche  complexe  MultipMcation  mit  Y  —  n  statt- 
findet und  welche  der  eigenthch  primitiven  Ordnung  der  quadratischen  Formen  der 
Determinante  —  n  entsprechen.  Von  diesen  Werthen  ordnen  sich  je  2iV  als  Wurzehi 
einer  und  derselben  Gleichung  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  einander  zu,  und 
wenn  man  in  den  bezüghchen  drei  Gleichungen  2A^ten  Grades  sämmtliche  Coeffi- 
cienten  ganz  macht,  so  ist  in  der  einen  sowohl  der  erste  als  der  letzte  Coefficient 
gleich  Eins,  in  den  andern  zwei  Gleichungen  aber  ist  resp.  der  erste  oder  der  letzte 
Coefficient  gleich  Eins  und  der  andre  eine  Potenz  von  Zwei.  Eine  dieser  drei  Glei- 
chungen enthält  als  Wurzel  den  bekaimten  Wert  von  yt,  welcher  z\xq  =  e"''  gehört. 
Sind  nun  PuPiiPs,  ■  ■  ■  f,  die  verschiedenen  in  der  Zahl  n  enthaltenen  Primfactoren, 
so  zerfällt  die  erwähnte  Gleichung  2iVten  Grades  unter  Adjunction  von  Vfi, 
Vf^,  .  .  .  Vp^.  in  2^  Factoren,  deren  jeder  vom  Grade  (i)'~'iV  ist.  Der  Grad  einer 
jeden  dieser  Theilgleichungen  ist  also,  je  nachdem  n  =  3  oder  1  mod.  4  ist,  gleich  der 
einfachen  oder  doppelten  Anzahl  der  in  einem  Genus  enthaltenen  Klassen  quadra- 
tischer Formen  der  Determinante  —  n.  In  dem  letzteren  Falle  ist  aber  mit  jedem 
Werthe  von  k  zugleich  der  entsprechende  Werth  von :  1  —  ä;  in  derselben  Gleichung 
enthalten,  so  daß  alsdann  Gleichungen  für:  k{l  —k)  existiren,  deren  Grad  ebenfalls 
gleich  der  einfachen  Anzahl  der  zu  einem  Genus  gehörigen  Klassen  ist."*)  Hiernach  läßt 

•)  Vgl.  Zusatz  54  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

»)  Gauss,  Werke,  Bd.  I,  S.  229.  11 

•)  Vgl.  Zusatz  55  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  56  am  Ende  dieses  Bandes.  II 


ÜBER  DIE  COMPLEXE  MULTIPLICATION  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN         211 

sich  das  erwähnte  Resultat  dahin  formuliren,  daß  die  singulären  Moduln,  für  welche 
complexe  MuÜiflicalion  mit  Y  —  n  stattfindet,  —  je  nachdem  ?i  =  3  oder  1  mod.  4: 
ist  —  durch  Gleichungen  für  k  oder  k{l  —  k)  bestimmt  werden,  deren  Coefficienten  aus 
den  Quadratwurzeln  der  einzelnen  in  n  enthaltenen  Primfactoren  zusammengesetzt  sind, 
und  deren  Grad  genau  gleich  der  Anzahl  der  zu  einem  und  demselben  Genus  gehörigen 
Klassen  eigentlich  primitiver  Formen  der  Determinante  —n  ist.^) 

Die  hier  angegebene  weitere  Zerlegung  der  Gleichungen,  von  denen  jene  sm- 
gulären  Moduln  der  elliptischen  Functionen  abhängen,  ist  nicht  nur  für  die  Einsicht 
in  die  Natur  dieser  Moduhi  selbst  von  der  größten  Wichtigkeit,  sondern  dieselbe  ver- 
vollständigt auch  die  bereits  früher  erwähnten  Anwendungen  der  Theorie  der  elüp- 
tischen  Functionen  auf  die  der  quadratischen  Formen,  indem  nunmehr  auch  die  auf 
die  Eintheilung  in  Genera  bezüghchen  arithmetischen  Sätze  aus  der  in  Rede  stehenden 
analytischen  Untersuchung  herzuleiten  sind.  Es  findet  nämhch  ein  genauerer  Zusam- 
menhang zwischen  jenen  Theilgleichimgen  und  den  einzelnen  Gattungen  quadrati- 
scher Formen  in  der  Weise  statt,  daß  jedem  Genus  eine  bestimmte  Theilgleichung  und 
jeder  einzelnen  darin  enthaltenen  Klasse  quadratischer  Formen  eine  bestimmte  Wurzel 
dieser  Gleichung  entspricht.  Dem  Hauptgenus  entspricht  z.  B.  diejenige  Theil- 
gleichung, in  welcher  der  zu  g  =  e~  '^  gehörige  Werth  von  ^  und  resp .  von  Ä;  ( 1  —  Z;)  als 
Wurzel  enthalten  ist,  und  hieraus  entstehen  die  den  übrigen  Gattungen  entsprechenden 
Theilgleichungen,  indem  die  Vorzeichen  der  in  den  Coefficienten  vorkommenden  Qua- 
dratwurzeln aus  pi ,  ^2 . . . .  p,  den  zugehörigen  Charakteren  gemäß  verändert  werden. 
Hierbei  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß  für  «  =  4m  +  3  kein  Charakter  mod.  4  existirt 
und  daß  also  in  diesem  Falle  eitie  Bestimmung  für  die  Zeichenänderimg  fehlt.  Diese 
wird  dadurch  ersetzt,  daß  die  Verwandlung  von  +  Yn  in  —  Vn  gleichzeitig  mit 
der  von  km:  \  —  k  zu  machen  ist.  Es  gelten  übrigens  ganz  analoge  Resultate  für 
grade  Zahlen  n  und  um  die  Zerlegung  der  Gleichungen  für  die  verschiedenartigen 
Werte  n  =  1,  2,  3  mod.  4  durch  einige  Beispiele  anschauhch  zu  machen,  lasse  ich 
hier  die  betreffenden  Bestimmungen  für  die  zur  complexen  Multiphcation  mit  y —  n 
gehörigen  Moduhi  folgen.  Die  Werthe  von  n  sind  hierbei  absichtlich  in  der  mannig- 
faltigsten Weise  ausgewählt,  so  daß  sich  darimter  sowohl  Primzahlen  als  zusammen- 
gesetzte Zahlen  finden  und  unter  den  letzteren  wiederum  solche,  welche  einen  qua- 
dratischen Factor  enthalten. 


')  Vgl.  Zusatz  57  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

27* 
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Für  »  =  2  mod.  4  und  zwar  für: 

n  =  10:  k  =  {l  +  V2)*(3  +  ylO)^ 
Für  w  =  3  mod.  4 : 
n=15:     2^(2/c  — 1)  =1/3(7 +1/5), 

n  =  39:     2'  {2k  —  1)^  +  2*  |/3  (7  +  2j/i3)  (2/v  ^  1)  +  21  (5  +  S^/IS)  =  0, 
»i  =  63:     2'(2/c  —  1)'+  8(71/3  +  9/7)  (2/c  —  1)  + 1/3  (iSS/S  +  1091/7)  =  0. 

Für  n  =  1  mod.  4 : 

?i  =  5:         4fc  (1  —  A-)  =  (2  +  l/5)^ 

n  =  13:      4fc  (1  —  fc)  =  (l8  +  5l/l3)^ 

n  =  21:      4fc  (1  -  fc)  =  (8  +  3l/7)''(3l/'3  +  2>/7)^ 

w  =  37:       4fc  (1  —  fc)  =  (6  +  1/37)*, 


n  =  49:       2j<;<;' +  4  (ll  +  4l/7)l/2x;«' +  1  =  0. 

n  =  105:     Ak  (1  —  fc)  =  (3a  —  2y)*(5  +  9a  +  16/S  +  4y  +  7/9y  +  12aß  +  Saßy)-, 
wenn  unter  a,  ß,  y  resp.  die  Quadratwoirzeln  aus  den  drei  Primfactoren  von  105,  d.  h. 
also  1/3,  1/5  und  ]/?  verstanden  werden.  Bei  dem  für  n  =  21  angegebenen  Wertlie 
von  h  entspricht  der  positive  Werth  von  ]/3  und  der  negative  von  Yl  dem  Haupt- 
genus d.  h.  der  Bestimmung;  a  =  1  in  der  Relation: 

während  überhaupt  für  alle  vier  Werthe  von  h{l  —  k)  die  Zeichenbestimmung  für 
1/3  und  resp.  V?  durch  die  Legendreschen  Zeichen:  ('^j,  (^J  erfolgt,  sobald  der 
positive  Werth  von  Ys  und  der  negative  von  V  7  beibehalten  wird.  Ebenso  sind  bei 
n  =  105  in  den  Ausdrücken  für  k{l  —  k)  die  negativen  Werthe  von  1^3,  VS,  K? 
für  a,  ß,y  zu  setzen,  wenn  derselbe  dem  Werthe  a  =  1  entsprechen  soll.  Bezeichnet 
man  diese  negativen  Werthe  beziehungsweise  mit  a',  ß',y',  so  muß  für  jede  beliebige 

genommen  werden. 

Für  die  Fälle  w  =  21,  37,  105  wäre  die  Ausrechnung  der  bezüglichen  Werthe 
der  Moduln  auf  algebraischem  Wege  kaum  möglich;  ich  habe  dieselbe  in  ganz 
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andrer  Weise  ausgeführt,  nachdem  ich  die  Form  des  Resultates  vorher  theoretisch 
ergründet  hatte.  Die  oben  auseinandergesetzte  Zerlegung  der  Gleichungen  gewährt 
nämhch  ein  Büttel,  die  Werthe  der  ]\Ioduln  durch  ziemhch  einfache  Rechnung  zu  er- 
halten,  namentUch  wenn  die  Anzahl  der  zu  einem  Genus  gehörigen  Klassen  nicht 
groß  ist.  So  habe  ich  z.  B.  in  dem  Falle:  n  =  21  aus  den  a  priori  bekannten  vier 
Werthen  von  Igg'  die  zugehörigen  Werthe  von  ^y.yJ  auf  nur  wenige  Decimalen 
genau  berechnet,  für  dieselben  die  durch  obige  Erörterungen  gegebene  Form: 

^ +  51/3  4:  C|/7  + 01/21 

angesetzt,  und  die  ganzzahügen  Werthe  von  A,  B,  C,  D  daraus  mit  Leichtigkeit  ge- 
funden. Die  hier  angedeutete  neue  Methode  zur  Berechnung  der  Moduln,  für  welche 
complexe  Multiphcation  stattfindet,  und  resp.  der  Coefficienten  der  Gleichungen, 
von  denen  dieselben  abhängen,  läßt  sich  auf  noch  größere  Werthe  als  n  =  105  prak- 
tisch anwenden,  und  ich  werde  mit  Hilfe  derselben  ein  Schema  für  die  auf  einander 
folgenden  Zahlen  w  =  1, 2,  3, . . .  anfertigen  und  so  weit  als  mögHch  fortsetzen  lassen. 

Eine  der  schwierigsten  Fragen,  welche  sich  mir  in  Bezug  auf  die  oben  er- 
wähnten Theilgleichungen  aufdrängten,  war  die  nach  der  Irreductibihtät  derselben. 
Für  spezielle  Werthe  der  Zahl  n  Heß  sich  zwar  die  Irreductibilität  jener  Gleichungen 
leicht  feststellen,  aber  zu  einem  allgemeinen  Beweise  dieser  Eigenschaft  reichten  alle 
bisher  bekannten  undgebräuchlichenMethoden  nicht  aus.  Es  hegt  dieß  an  einem  ganz 
eigenthümUchen  Umstände,  welcher  bei  den  in  Rede  stehenden  Gleichungen  auftritt 
und  welcher  wiederum  zeigt,  daß  —  wie  ich  schon  wiederholt  ausgesprochen  habe  — 
der  Fortschritt  der  Algebra  und  ihrer  Methoden  wesenthch  durch  das  ihr  von  Außen 
herzugebrachte  Material  an  Gleichimgen  bedingt  ist  oder,  wenn  ich  mich  so  ausdrücken 
darf,  durch  die  Mannigfaltigkeit  algebraischer  Phänomene,  welche  die  Analysis  in 
ihrer  weiteren  Entwickelung  darbietet.  —  Die  bisherigen  Beweismethoden  für  die 
Irreductibilität  von  Gleichungen  mit  Zahlcoefficienten  stützen  sich  fast  sämmthch 
auf  die  Natur  der  in  der  Discriminante  enthaltenen  wesenthchen  Primfactoren.  Die 
Discriminanten  jener  Theilgleichimgen  aber,  von  denen  die  Multiphcation  mit  y—n 
gehörigen  Moduln  abhängen,  enthalten  mit  gewissen  Ausnahmen  gar  keine  Prim- 
zahlen als  wesenthche  Factoren,  sondern  nur  Einheiten.  Ich  habe  diese  merkwürdige 
Eigenschaft  jener  Gleichungen  zwar  nur  durch  Induction  gefunden  und  noch  nicht 
allgemein  beweisen  können;  aber  auf  Grund  der  bisher  gewonnenen  Erkenntniß 
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mußte  ich  doch  schon  von  der  Benutzung  der  gebräuchlichen  Methoden  abstehen 
und  durch  andre  Mittel  den  Beweis  der  Irreductibilität  der  erwähnten  Gleichungen 
zu  führen  suchen.  Dieß  ist  mir  in  der  Tat  gelungen,  nachdem  ich  mit  Hilfe  der 
Dirichletschen  Principien  die  Klassenanzahl  für  die  aus  jenen  Moduln  gebildeten 
complexen  Zahlen  ermittelt  habe.^)  Hierdurch  wird  nämlich,  was  sonst  am  Anfange 
zu  geschehen  pflegt,  erst  am  Schlüsse  der  arithmetischen  Theorie  die  Irreductibihtät 
der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung  bewiesen,  und  es  ergiebt  sich  zugleich  der  damit 
nahe  verwandte  Nachweis,  daß  durch  jede  eigentlich  primitive  quadratische  Form 
von  negativer  Determinante  unendhch  viel  Primzahlen  dargestellt  werden.^) 

Die  hier  erwähnte  Theorie  complexer  Zahlen,  deren  Behandlung  ich  großen 
Theils  durchgeführt  habe,  schließt  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  mit  com- 
plexen Coef  f  icienten :  a  +  bV—n  ah  speziellen  Fall  in  sich,  und  es  wird  hierdurch 
unter  Anderem  Dasjenige  erledigt,  was  allen  Vermuthungen  nach  den  Inhalt  des 
nicht  erschienenen  zweiten  Theils  der  die  Zahlen  a  +  bV~  1  betreffenden  Dirichlet- 
schen  Abhandlung  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  24)^)  bilden  sollte.  Ferner  ist  in 
jener  Theorie  der  complexen  Zahlen  als  spezieller  Fall  auch  die  Theorie  aller  der- 
jenigen enthalten,  welche  aus  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen  zusammengesetzt  sind. 
Eine  nähere  Angabe  der  hierbei  gewonnenen  arithmetischen  Resultate  würde  dem 
Zwecke  dieser  vorläufigen  Notiz  nicht  entsprechen,  aber  ich  darf  eine  algebraisclie 
Folgerung  nicht  übergehen,  welche  die  obige  Zerlegung  der  Gleichung  für  k  und 
Ä;(l  —h)  gestattet.  Der  Affcct  derTheilgleichungen,  deren  Coef ficienten  die  Quadrat- 
wurzeln der  einzelnen  Primfactoren  von  n  enthalten,  hat  nämhch  für  jede  behebige 
Zahl  n  zur  Regularität^)  der  betreffenden  Determinante  jene  einfache  Beziehung, 
welche  ich  in  meiner  Notiz  vom  October  1857^)  nur  für  den  Fall  angeben  konnte, 
wo  n  Primzahl  ist.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Perioden  der  Wurzeln  ist  gradezu 
gleich  dem  Exponenten  der  Irregularität^)  und  die  Theilgleichung  selbst  ist  für  den 
Fall,  wo  die  Determinante  —  n  regulär  ist,  eine  ^6e/sche  Gleichung  in  dem  Sinne, 
daß  die  cyklischen  Functionen  ihrer  Wurzeln  rationale  Functionen  von  V—  1  und 
den  Quadratwurzeln  der  einzelnen  Primfactoren  der  Zahl  n  sind.  Auch  hierin  zeigt 


')  Vgl.  Zusatz  58  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

•)  Vgl.  Zusatz  59  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

=)  L.  Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  535.  H 

')  Vgl.  Zusatz  41  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Bd.  IV,  S.  180  dieser  Ausgabe.  H 
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sich  die  Bedeutung  der  weiteren  Zerlegung  der  Gleichungen,  durch  welche  ursprüng- 
Hch  jene  singulären  Moduln  der  elliptischen  Functionen  bestimmt  werden,  und  ich 
will  nun  zum  Schlüsse  die  Methode  1-airz  andeuten,  mit  Hilfe  deren  ich  dazu  gelangt 
bin,  zumal  die  Auffindung  derselben  nicht  olme  Schwierigkeiten  gewesen  ist.  *)  — 
Das  dabei  angewendete  Princip  ist  dasselbe,  welches  mir  schon  die  Trennung  der 
Moduln  nach  verschiedenen  Determinanten  der  zugehörigen  quadratischen  Formen 
und  überhaupt  die  Aufstellimg  jener  früher  erwähnten  Gleichvmgen  iVten  Grades  er- 
raöghcht  hat,  deren  Coefficienten  nur  Vn  enthalten  und  deren  Wurzeln  sämmthch 
als  rationale  Functionen  einer  einzigen  mit  ganzzahhgen  Coefficienten  von  der  Form 
a  +  bi  ausdrückbar  sind.  Ich  setzte  nämhch  in  der  Gleichung:  (p{/j.,  k)  =  0,  welcher 
die  verschiedenen  Multiplicatoren  der  Transformation  «ter  Ordmmg  genügen,  und 
deren  Coefficienten  ganzzahhge  Functionen  von  x^  oder  k  sind,  für  den  MultipHcator 
/j.  den  Werth:  Yn.  Da  nim  die  Modulargleichung  für  die  Transformation  nter  Ord- 
nung: y>{k^,>i^)  =  0,  wenn  man  in  derselben  X^  =  1  ~  x^  setzt,  d.  h.  also  die  Glei- 
chung: ^(1  —  Ä',  Ä")  =  0  Werthe  von  k  ergiebt,  für  welche  Multiplication  mit  y—n 
stattfindet,  so  enthält  der  gemeinsame  Factor  von  q}(yn,k)  und  ^(1  —  k,k)  grade 
nur  diejenigen  Werthe  von  ä;,  für  welche  der  Multiplicator  gleich  yn  ist.  Alle  diese 
Grössen  sind  also  durch  eine  Gleichung  mit  einander  verbunden,  deren  Coefficienten 
Im  enthalten,  und  es  werden  auf  diese  Weise  nicht  nur  die  zu  den  quadratischen 
Formen  der  Determinante  —  n  gehörigen  Werthe  von  k  isolirt,  sondern  auch  für 
n  ^3  3  mod.  4  je  zwei  complementäre  Moduln,  für  n  ^  1  aber  diejenigen  beiden  Arten 
von  Moduln  von  einander  getreimt,  für  welche  sich  die  entsprechenden  quadratischen 
Formen  diirch  den  auf  die  Zahl  4  bezüglichen  Charakter  unterscheiden. 

Zum  Zwecke  der  allgemeinen  Trennung  der  Genera  und  also  der  quadrati- 
schen Formen  von  entgegengesetztem  Charakter  in  Bezug  auf  eine  in  n  enthaltene 
Primzahl  p  handelte  es  sich  nun  darum,  eine  Gleichung  für  k  aufzustellen,  welche  in 
ihren  Coefficienten  die  Quadratwurzel  aus  p  enthielte,  und  zwar  so,  daß  deren  Vor- 
zeichen durch  den  Charakter  der  Formen,  welche  den  verschiedenen  Werthen  von 
k  entsprechen,  bestimmt  sei.  Zur  Ermittelimg  einer  solchen  Gleichung  dienen  fol- 
gende Betrachtungen.  Wenn  p  eine  ungrade  Primzahl  und  A  einen  der  Moduln  be- 
deutet, welche  durch  eine  Transformation  pter  Ordnung  aus  x  entstehen,  wenn  femer 
ic^  =  k  und  X^  =  l  gesetzt  wird,  so  besteht  bekannthch  zwischen  l  und  k  eine  ganz- 


')  Vgl.  Zusatz  60  am  Ende  dieses  Bandes.  " 
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zahlige  Gleichung  (p  +  l)sten  Grades.  Die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante 
derselben  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  ganzzahlige  Function  von  k  multiplicirt  mit 
y+p,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  ^^  ^^  1  oder  3  mod.  4  ist.  - 
Hiernach  wird  für  die  Gleichung  2>ten  Grades,  deren  Wurzeln  p  von  den  transfor- 
nairten  Moduln:  1,^,1^,  ..  .1  ^  und  deren  C'oefficienten  rationale  Functionen  des 
übrig  bleibenden  t  und  k  sind,  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante,  abgesehen 
vom  Factor  ]/+  p,  eine  rationale  Function  von  k  und  l',  so  daß  eine  Relation  von 
der  Form:  _-_,  ,        . 

II{lr-l,)=^V±Vfi^.l') 

besteht.  Nimmt  man  k  gleich  einem  der  Werthe,  für  welchen  complexe  Älultiplica- 
tion  mit  Y—  n  stattfindet  und  n^zO  mod.  p  ist,  so  giebt  es  unter  den  {p  +  1) 
Werthen  von  l  einen  und  nur  einen,  welcher  ebenfalls  zu  jenen  Werthen  gehört.  Be- 
zeichnet man  denselben  mit  t,  so  wird  also  t  als  rationale  Function  von  k  und  yn 
darstellbar  und  die  Gleichung  für  Z„,  Z^,  .  .  .  Z,_j  eine  solche  sein,  deren  Coefficienten 
nur  k  und  Vn  rational  enthalten.  Diese  Gleichung  ist  nun  in  dem  bezüglichen  Sinne 
eine  Abelsche  Gleichung,  wie  namentlich  aus  dem  oben  Gesagten  unmittelbar  her- 
vorgeht, wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  Wurzeln  zugleich  Werthe  des  Moduls 
für  die  Multiplication  mit  V—np^  ergeben.  Demnach  ist  jedes  der  |(p  —  1)  Pro- 


eine  rationale  Function  von  k,  Yn  und  ]/—  1.  Hieraus  resultirt  also  in  Verbindung 
mit  der  oben  angegebenen  Form  der  Discriminante  eine  Gleichung  für  ä-,  deren  Coeffi- 
cienten außer  Yn  und  l/—  1  noch  ]/+  p  enthalten,  und  eine  genauere  Untersuchung 
zeigt,  daß  dieselbe  Gleichung  für  alle  zur  Multiplication  mit  ]/--  w  gehörigen  Werthe 
von  k  bestehen  bleibt,  jedoch  so,  daß  für  die  Hälfte  derselben  das  Zeichen  jenes  Pro- 
ducts n  also  das  Zeichen  von  Y:hP  verändert  werden  muß.  Diese  Veränderung 
selbst  hängt  von  dem  Charakter  derjenigen  Form  in  Beziehung  auf  p  ab,  welche  dem 
betreffenden  Modul  entspricht,  dergestalt,  daß  für  Werthe  von  k,  für  welche  der  Cha- 
rakter der  zugehörigen  Formen  der  Determinante  —  n  derselbe  ist,  auch  das  Vor- 
zeichen Yr^P  beizubehalten,  für  die  übrigen  aber  in  das  entgegengesetzte  zu  ver- 
wandeln ist.  Alsdann  ist  nur  noch  durch  einfache  Betrachtungen  zu  zeigen,  daß 
aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  für  k  die  (Quadratwurzel  aus  —  1  verschwindet, 
um  die  oben  gegebene  Form  jener  Theilgleichungen  zu  erschließen,  welche  die  ein- 
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zelnen  Genera  der  quadratischen  Formen  repräsentiren.  Die  spezielle  Ausführung 
der  hier  angedeuteten  Methode  wird  nur  dadurch  einigermaßen  weitläufig,  daß 
bei  dem  Nachweis  der  Gültigkeit  jener  Gleichung  für  alle  und  resp.  für  die  Hälfte 
der  Werthe  von  k  die  Composition  der  quadratischen  Formen  angewendet  werden 
muß.  Doch  giebt  auch  hierfür  die  Theorie  der  complexen  Multip lication  einige  neue 
und  einfache  Gesichtspunkte,  wie  ich  später  bei  der  vollständigen  Darstellung  der- 
selben zeigen  werde. 


L.  Kronecker'ä  Werke  IV 
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ÜBER  DIE  AUFLÖSUNG  DER  PELLSCHEN  GLEICHUNG  MITTELS 
ELLIPTISCHER  FUNCTIONEN.^) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschalten  am  22.  Januar  1863.] 

Über  die  dabei  angewendeten  Methoden  sollen  hier  einige  Andeutungen  ge- 
geben und  zugleich  diejenigen  Resultate  herausgehoben  werden,  welche  sich  mit  ein- 
fachen Bezeichnungen  darstellen  lassen. 

Wenn  P  und  Q  positive  ungrade  Zahlen  ohne  quadratischen  Factor  bedeuten, 
von  denen  die  erstere  größer  als  Eins  ist,  und  wenn  ferner  den  Buchstaben  m  imd  n 
nach  einander  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  beigelegt  werden,  welche  beziehungs- 
weise zu  2  P  und  2Q  relativ  prim  sind,  so  ergiebt  sich  der  Grenzwerth,  den  die  beiden 
Eeihen  "V/^^     ^  ^/'~*^^    ^ 

für  o  =  0  erhalten,  unmittelbar  aus  der  Dir icMet sehen  Abhandlung  im  19.  und 
21.  Bande  des  Cre^Zeschen  Journals.^)  Hiernach  wird^): 

vfo  P  ■  Q  =  D  gesetzt  ist,  mit:  H{~Q),  H{P)  resp.  die  Klassenanzahlen  der  eigent- 
Hch  primitiven  quadratischen  Formen  der  Determiiaanten  —  Q  und  P  bezeichnet  sind, 
und  wo  T  und  U  die  kleinsten  Zahlen  bedeuten,  für  welche  T^  —  PU^  =  1  sind. 
Es  ist  aber  hierbei  zu  bemerken,  daß  i?(—  1)  =  i  genommen  werden  muß. 

Im  Falle  D  ohne  quadratischen  Factor  und  von  der  Form  4r  +  1  ist,  läßt 
sich  das  Product  jener  beiden  Reihen  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Doppelreihe: 

j^  j^\m)  \   n  /(,nn)'+-' 


^(^'*'-(i))2B] 


—  ^  {ax-  +  2bxy  +  cyY'^'-' 


')  Vgl.  Zusatz  61  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

2)  Lejeune-Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  413.  H 

')  Vgl.  Zusatz  62  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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umwandeln.  Hierin  ist  R  gleich  P  oder  Q  zu  setzen,  je  nachdem  P  i^  1  oder  3  mod.  4 
ist,  das  erste  Summationszeichen  bezieht  sich  auf  alle  nicht  äquivalenten  eigentlich 
primitiven  Formen  (a,  b,  c)  der  Determinante :  —  D,  das  Zeichen  f  ^1  bedeutet  den 
Charakter  der  bezüglichen  Form  für  aUe  Primfactoren  von  R  in  der  Weise,  daß 

[-«]  =  («)• 

wenn  (a,  b',  c)  eine  mit  (a,  b,  c)  äquivalente  Form  ist,  deren  erster  Coefficient  a 
keinen  gemeinsamen  Theiler  mit  R  hat;  endhch  sind  die  beiden  letzten  Summationen 
auf  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen  Werthe  von  x  und  y  zu  erstrecken 
mit  alleiniger  Ausnahme  des  Werthsystems :  x  =  0,  y  =  0.  Demnach  erhält  man: 

Um  den  Grenzwert  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  zu  bestimmen,  wird 

™o ^  ^  {ax'  +  2bxy  +  cy'y  +  <! 

untersucht  für  den  Fall,  daß  a,  r,  a,  b,  c  irgend  welche  reelle  Größen  bedeuten, 
welche  indessen  der  Bedingung:  ac  ~b-  =  D  >  0  genügen.  Dieser  Werth  findet  sich 
in  folgender  Weise  ausgedrückt :  ^) 

^~  +  3^0^°^  4!r^'^'(^'  ^''^)^'^- •  '"^^  ~  |/D^°^*(^  +  '"'"»'  '"■)'^(^  +  '''"^'  ^^)' 

wo  ■&  (z,  w)  die  Reihe : 


H  =  +00 

^  ^A—  1)  e'      ■' 


d'  deren  in  Bezug  auf  z  genommenen  Differentialquotienten  bedeutet,  und  wo  der 
Kürze  halber  .  ,  .,,.,  ,  ,  ,  .,,,. 

gesetzt  ist.  Mit  Benutzung  des  eben  angegebenen  Ausdrucks,  welcher  für  alle  meine 
bezüglichen  Untersuchungen  die  Grundlage  bildet,  ergiebt  sich  für  die  Differenz : 


(aa;«  +  2baj/  +  ct/=')'  +  ^^       -^ -*^  (a'a'«+ 2b'a;2/  +  c'j/7  +  e' 


•)  Vgl.  Zusatz  63  am  Endo  dipses  Bandes.  H 


^  log  -^  »'(o,tc;)»(o,ic;) 

V'D      ^   a'l  a'd'(0,iOi)d(0,Wj)  ' 


AUFLÖSUNG  DER  PELLSCHEN  GLEICHUNG  MITTELS  ELLIPTISCHER  FUNCTIONEN     223 

in  welcher  {a,  b,  c)  und  (a,  b',  c)  zwei  verschiedene  Formen  der  Determinante  —  D 
bedeuten,  der  Grenzwerth:') 

_2£ 

wenn  sich  q  der  Null  nähert  und  wenn  für  w\,  w[,  die  den  Größen  w^,  w^  analogen 
aus  d,  b',  c  gebildeten  Ausdrücke  gesetzt  werden.  Hiernach  bekommt  man  für 
D  ^  1  mod.  4  die  Gleichung: 

H(-«)fl(P).«g(r  ^  UVF)  =  §(2  -  (I^^H'^^noTT^,^^.-,- 
in  welcher  vermöge  der  obigen  Bestimmungen  die  rechte  Seite  gleich : 

3  ^  L  pj  "^  &^(q:^)W(o:^)  ' 

wird,  wenn  P=  1  mod.  8  ist,  aber  das  Dreifache  davon,  wenn  P  —  5  mod.  8,  wäh- 


rend dieselbe  gleich : 


3  -«iJ  L<3  J  ^  ^'(0,  ?<;,)*' (0,  w,) 


wird,  sobald  Q  =  7  mod.  8  und  das  Dreifache  davon,  sobald  Q  =  3  mod.  8  ist.  Die 
Summen  sind  hier  überall  auf  irgend  ein  System  nicht  äquivalenter  Formen  der 
Determinante  —  D  auszudehnen,  und  der  Factor: 

H(P)log(r  +  ?7l/P) 

auf  der  linken  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  kann  nach  Dirichlet  durch  einen  aus 
4Pten  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  Ausdruck  ersetzt  werden.^) 

In  ähnhcher  Weise  läßt  sich  mit  Hilfe  der  obigen  Formeln  der  Werth  von: 

H {- Q)H{P)  log  {T  +  UyP) 

auch  für  alle  anderen  Zahlformen  von  P  und  Q  und  selbst  dann,  wenn  dieselben  einen 
gemeinsamen  Factor  haben,  durch  elhptische  Functionen  darstellen. 

Berücksichtigt  man,  daß  für  reducirte  Formen  (a,  b,  c)  bei  einer  gewissen  An- 
näherung nur  das  erste  Glied  der  Reihe  ■&'  (0,  iv)  genommen  zu  werden  braucht,  so 
sieht  man  leicht,  daß  der  Werth  von : 

H{~Q)H{P)\ogiT  +  üVP) 


')  Vgl.  Zusatz  64  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  65  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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annäherungsweise  durch: 


(2-a))2K]('-|5+'s») 


ausgedrückt  ist,  wenn  die  Summation  auf  alle  Zahlen  a  erstreckt  wird,  welche  die 
ersten  Coefficienten  der  verschiedenen  reductrten  Formen  bilden.  Eine  größere  Ge- 
nauigkeit kami  man  durch  Hinzufügung  weniger  GHeder  der  Reihe  &'  ohne  Mühe  er- 
langen, aber  schon  jene  erste  Annäherung  ist  besonders  interessant,  weil  sie  einer- 
seits auf  die  leichteste  Weise  einen  ungefähren  Überschlag  über  die  Größe  der  Zahlen 
T,  U  gestattet,  und  andrerseits  über  die  Vertheilung  der  Zahlen  a  in  den  verschiede- 
nen Gattungen  einigen  Aufschluß  giebt.  Um  die  überaus  merkwüi-dige  Beziehung 
jener  zwei  auf  so  ganz  verschiedenen  Definitionen  beruhenden  Zahlenausdrücke  durch 
einige  Beispiele  anschauUch  zu  macheu,  wähle  ich  zuvörderst  die  Fälle : 

P  =  D  =  5,     P  =  D  =  13,     P  =  D  =  37, 

in  denen  resp.  die  Zahlenwerthe : 

2  +  1/5,     18  +  51/13,     882  +  145|/87 

durch  den  gemeinsamen  Ausdruck:     ^    i^^^; 


8-^ 


annäherungsweise  dargestellt  werden.  ^)  Ferner  wird  die  Fundamentalauflösung  der 
Gleichung:  T^  —  PJJ-  =  -  1  in  den  Fällen  P  =  17  und  P  =  97  nämhch: 

4  +  yrf,     5604  +  569|/97 

resp.  amiäherungsweise  durch :    ^    ^„yy;      o   »'«vw 

9  ^  '49* 

ausgedrückt,  wenn  man  in  den  obigen  Formeln  wiederum  ^  =  1  setzt.  Endlich  fin- 
det man  für  Z)  =  85  je  nachdem  ^==1,5  oder  17  genommen  wird,  die  Fundamental- 
auflösungen der  Gleichungen: 

T"  — 8517'=  ~  1,     T'-17t/'=-l,     T'— 5C/''=-l, 
d.h.  also        378  +  4i|/85,  4 -f 

resp.  ungefähr  gleich 

8  *        '  ys* 


-17t/'  = 

-1, 

T^-5U'^ 

-yrf. 

2  +  y5 

* 

•)  Vgl.  Zusatz  CG  am  Endo  dieses  Bandes.  H 
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Die  verschiedenen  Formen,  welche  man  auf  diese  Weise  (wie  in  vorstehenden  Bei- 
spielen für  4  +  Kl?)  für  eine  und  dieselbe  Aiiflösung  der  Pelhchen  Gleichung  er- 
hält, geben  zu  vielen  interessanten  Bemerkungen  Anlaß ;  aber  bei  weitem  wichtiger 
sind  die  theoretischen  Folgerungen,  welche  aus  den  erwähnten  Resultaten  zu  ziehen 
sind.  Nicht  allein  daß  in  denselben  ein  überraschender  Zusammenhang  zwischen  den 
quadratischen  Formen,  welche  zwei  entgegengesetzten  Determinanten  entsprechen, 
offenbart  wird,  sondern  es  ergiebt  sich  hierbei  auch  jene  Zerlegbarkeit  der  Glei- 
chungen für  die  singulären  ]\Ioduln,  welche  den  Hauptgegenstand  meiner  Mitthei- 
lung vom  Juni  v.  J.  bildet.^)  Eben  diese  Zerlegbarkeit  heß  zwar  die  Möghchkeit  leicht 
erkennen,  durch  die  singulären  Moduln  der  elliptischen  Functionen  gewisse  Lösungen 
der  PeKschen  Gleichung  darzustellen;  aber  um  die  interessante  Beziehung  derselben 
zu  der  betreffenden  Fundamentalauflösung  zu  ermitteln,  bedm-fte  es  jener  Anwendung 
der  Dir ichlet  sehen  Methoden,  denen  die  höhere  Älathematik  schon  so  viele  merk- 
würdige Resultate  verdankt,  und  welche  sich  hier  auch  für  die  Algebra  so  fruchtbar 
erweisen.  Es  ist  nämlich  die  algebraische  Natur  der  oben  eingeführten  i?-Ausdrücke 
von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  singulären  Moduln  der  eUiptischen 
Functionen  überhaupt,  wemi  auch  in  speziellen  Fällen  jene  Ausdrücke  durch  diese 
Moduln  selbst  ersetzt  werden  können.  In  dieser  Hinsicht  mag  nur  die  eine  für 
D  =  Sil  +  5  giltige  Formel  erwähnt  werden : 


an 

.  sin 


n^.=w^ 


ßn 

in  welcher  a  und  ß  resp.  alle  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner  als  D  sind,  und  für  die 
(j^  =  -\-  l,Ujy^=  —  l,  während  das  Productzeichen  auf  der  rechten  Seite  über 
einen  gewissen  sechsten  Teil  aller  derjenigen  Moduln  k  auszudehnen  ist,  für  welche 
complexe  Multiphcation  mit  ]/—  Z)  stattfindet.  Die  eigenthümliche  Verknüpfung  von 
zwei  verschiedenen  algebraischen  Theorieen,  welche  in  sämmthchen  oben  erwähnten 
Resultaten  enthalten  sind,  tritt  in  dieser  speciellen  Formel  deuthch  hervor,  insofern 
dieselbe  eine  unmittelbare  Beziehung  zwischen  den  Wurzeln  der  Einheit  und  den 
singulären  Moduln  der  elliptischen  Functionen  angiebt. 

')  Bd.  rV,  S.  207  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'A  Werken.  Vgl.  auch  Zusatz  67  am  Ende  dieses 
Bandes.  H 
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ÜBER  DEN  GEBRAUCH  DER  DIRICHLETSCHEN  METHODEN  IN  DER 
THEORIE  DER  QUADRATISCHEN  FORMEN.^) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  12.  Mai  1864.] 

Die  klassische  Abhandlung  Dirichlet's,  welche  im  19ten  und  21sten  Bande 
des  Journals  für  Mathematik")  veröffenthch  ist,  und  in  welcher  seine  „Unter- 
suchimgen  über  verschiedene  Anwendungen  der  Analysis  des  UnendUchen  auf  die 
Zahlentheorie"  ausführhch  dargelegt  sind,  enthält  die  Lösung  zweier  Hauptpro- 
bleme aus  der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  nämhch  die  Bestimmung  der 
Anzahl  der  Klassen  und  der  Gattungen.^)  Die  hierbei  entwickelten  Methoden  haben 
seitdem  ihre  große  Fruchtbarkeit  in  vieKacher  Weise  bewährt.  NamentUch  sind 
dieselben  für  analoge  Fragen  aus  höheren  Gebieten  der  Arithmetik  mit  Erfolg  be- 
nutzt worden.  Die  Arbeiten  Dirichlet's  über  quadratische  Formen  mit  complexen 
Coefficienten,  diejenigen  des  Hrn.  Kummer  über  complexe  Zahlen,  welche  aus 
Wurzeln  der  Einheit  gebildet  werden,  so  wie  endüch  meine  eigenen  Untersuchungen 
über  die  arithmetischen  Eigenschaften  der  singulären  Moduln  der  elliptischen  Fimc- 
tionen  verdanken  die  werthvollsten  und  überraschendsten  Resultate  der  Anwendung 
eben  jener  Methoden.  Aber  auch  für  die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  binären 
quadratischen  Formen  kann  man  noch  weiteren  Nutzen  daraus  ziehen  und  sogar 
fast  diese  ganze  Theorie  mit  Hilfe  analytischer  Betrachtungen  entwickeln,  wenn  nur 
die  einfachsten  arithmetischen  Grundbegriffe  zuvor  festgestellt  sind.  Bei  einer  der- 
artigen Behandlungsweise  der  quadratischen  Formen  ist  die  Eintheilung  des  ge- 
sammten  Stoffes  in  zwei  verschiedene  Theile,  wie  sich  dieselbe  in  der  fünften  Section 
der  „disqiiisitiones  arithmeticae"  vorfindet,  im  WesentHchen  beizubehalten.  Indessen 
ist  in  dem  ersten  elementaren  Theile  die  Lehi-e  von  der  Reduction  der  Formen  gänz- 
lich auszuschließen,  weil  die  wichtigsten  Resultate,  zu  deren  rein  arithmetischer  Be- 
gründung sie  dient,  sich  anderweit  ergeben.   Ferner  ist  die  Lehre  von  den  ambigen 


')  Vgl.  Zusatz  68  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

'-)  G.  L.-Dirichlet,  Werke.  Bd.  I,  S.  413.  H 

')  Vgl.  Zusatz  69  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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Klassen  aus  dem  ersten  Theile  in  den  zweiten  zu  verweisen,  welcher  die  tiefer  liegen- 
den Eigenscliaften  der  quadratischen  Formen  behandelt,  weil  bei  einer  solchen 
Darstellungsweise  die  Theorie  der  Ambigen  durch  die  der  Composition  begründet 
werden  muß. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  will  ich  in  kurzen  Umrissen  andeuten,  wie 
sich  eine  systematische  Entwickelung  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  ge- 
staltet, weim  man  von  den  Dir ichlet  sehen  Methoden  Gebrauch  macht  und  zugleich 
rein  arithmetische  Betrachtungen  so  viel  als  möglich  ausschüeßt.  Ich  werde  hierbei 
zuvörderst  Gelegenheit  nehmen,  einige  nicht  unwesenthche  und  in  mancher  Hin- 
sicht vortheilhafte  Modificationen  jener  Methoden  anzugeben,  alsdann  aber  zu  dem 
Hauptzwecke  der  vorhegenden  Mittheilung  übergehend  eine  der  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  quadratischen  Formen  in  ganz  directer  Weise  auf  analytischem  Wege 
herleiten. 

Bedeuten  (A,  B,  C)  und  (a,  h,  c)  eigenthch  primitive  Formen  einer  Deter- 
minante D,  welche  nur  keine  positive  Quadratzahl  sein  darf,  so  hat  man  vermöge 
des  Begriffes  der  Äquivalenz  die  rein  formale  Gleichung : 

(I)  T  .  ^F{A,  B)  =  T^Fiaa"  +  2?;«y  +  c/,     aaß  +  l{aö  -{-  ßy)  +  cyb), 

weim  F  irgend  eine  eindeutige  Function  zweier  Variabein  bezeichnet,  und  wenn  die 
Summation  links  auf  alle  möghchen  Werthe  von  A  und  B  erstreckt  wird,  rechts 
aber  einerseits  auf  alle  Zahlen  a,  h,  c,  welche  einem  Systeme  nichtäquivalenter 
Formen  angehören,  andrerseits  auf  alle  ganzzahhgen  Werthe  von  a,  ß,y,  d,  für 
welche  ad  —  ßy  =  1  ist.  Mit  dem  Buchstaben  t  ist  die  Anzahl  der  Transformationen 
einer  Form  in  sich  selbst  bezeichnet  und  es  ist  hierbei  zu  erinnern,  daß,  wie  die  ein- 
fachsten arithmetischen  Betrachtungen  zeigen,  diese  Anzahl  mit  derjenigen  der 
ganzzahligen  Werthe  von  t,  u  übereinstimmt,  für  welche  die  Gleichung  t^  —Dir  =  1 
stattfindet.  Hieraus  erhellt  unmittelbar,  daß  r  den  Werth  2  hat,  wenn  D  negativ 
und  seinem  absoluten  W^erthe  nach  größer  als  Eins  ist.  Ebenso  leicht  ist  einzusehen, 
daß  für  positive  Determinanten  r  entweder  gleich  2  oder  unendhch  groß  sein  muß. 
Daß  aber  der  letztere  Fall  eintritt,  d.  h.  daß  die  Feilsche  Gleichung  stets  unendhch 
viele  Lösungen  darbietet,  soll  hier  nicht  als  bewiesen  angenommen,  und  es  soll  auch 
die  Endlichkeit  der  Anzahl  der  Formen  (a,  b,  c)  nicht  vorausgesetzt  werden,  da  sich 
diese  beiden  Eigenschaften  der  quadratischen  Formen  als  Folgerungen  aus  der 
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obigen  Gleichung  (I)  ergeben.  —  Wenn  man  in  dieser  Gleichung  nur  je  eines  der 
unendhch  vielen  Werthepaare  für  ß,  d  beibehält,  welche  zu  denselben  Zahlen  a,  y 
gehören,  so  dürfen  links  für  jedes  bestimmte  A  nur  solche  Werthe  von  B  genommen 
werden,  welche  für  den  Modul  A  mit  einander  incongruent  sind.  Bezeichnet  man 
die  Anzahl  derselben  mit  y>{A),  so  ist  alsdann,  wenn  die  Function  F{A,  B)  von  B 
unabhängig  ist,  die  auf  die  verschiedenen  Zahlen  B  bezügUche  Summation  durch 
Hinzufügung  des  Factors  wi-^)  zu  ersetzen.  Die  Gleichung  (I)  verwandelt  sich  dem- 
nach, wenn  z  eine  unbestimmte  Größe  bedeutet  und  für  F{A,  B)  die  Fvmction  einer 
einzigen  Variabein:  f{Az)  genommen  wird,  in  folgende: 

(II)  r^tp{A)  ■  f{Az)  =  ^f{{aa-  +  2hay  +  cy'')z); 

und  man  kami  sich  in  derselben  alle  diejenigen  Gheder  weggelassen  denken,  in 
denen  die  unter  dem  Functionszeichen  stehende  ganze  Zahl  negativ  ist,  so  wie  die- 
jenigen, in  welchen  sie  einen  gemeinsamen  Factor  mit  irgend  einer  durch  die  Deter- 
minante theilbaren  graden  Zahl  P  hat.  Alsdann  sind  für  A  sämmtUche  positiven 
Zahlen  zu  setzen,  welche  zu  P  prim  smd  und  von  denen  D  quadratischer  Rest  ist. 
Alle  diese  Zahlen,  welche  offenbar  die  Eigenschaft  haben,  daß  D  auch  quadratischer 
Rest  von  jedem  ihrer  Primfactoren  ist,  mögen  jetzt  durch  fx  bezeichnet  werden; 
durch  V  dagegen  alle  diejenigen  Zahlen,  von  deren  sämnitlichen  Primfactoren  D 
Nichtrest  ist,  imd  welche  überdieß  ebenfalls  zu  P  relativ  prim  sind.  Da  nun  die 
oben  definirte  Fimction  y(/«)  die  Anzahl  aller  Lösungen  der  Congruenz:  B'^D 
mod.  n  bedeutet,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  die  Anzahl  aller  Systeme  relativer 
Primzahlen  (i' ,  ii" ,  für  welche  n  =  //>"  wird,  so  ist 

und  also: 

(III)  •^2(f')/(/'>"^)  --2 /((««'  +  2fcay  +  cy^)z), 

wo  unter  dem  Summenzeichen  links  sowohl  für ,«'  als  für  n"  alle  Zahlen  /<  zu  nehmen 
sind,  jedoch  mit  Ausschluß  derjenigen  Werthsysteme,  für  welche  n'  und  ,w"  einen 
gemeinsamen  Factor  mit  einander  haben.  Diese  Einschränkung  für  die  Werthe  von 
fi' ,  fi"  kann  aber  wegfallen,  wenn  man  zugleich  auf  der  rechten  Seite  für  a,  y  nicht 
bloß  wie  früher  relative  Primzahlen  sondern  auch  solche  ganzzahlige  Werthe  nimmt, 
deren  größter  gemeinsamer  Factor  irgend  eine  Zahl  jj.  ist;  denn  für  alle  Zahlen  a,  y 
und  resp.  für  alle  Zahlen /*',  ^a",  welche  eine  bestimmte  Zahl/^  als  gi'ößten  gemein- 
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Samen  Theiler  haben,  gilt  ebenfalls  die  obige  Gleichung  (III),  da  dieselbe,  wenn 
a  =  oi/i,  y  —  Yiii,  fi'  =  fJi/i,  fj."  =  ^2/";  Z[i-  =  z'  gesetzt  Avird,  in: 

übergeht  und  hier  /«i,  //a,  a^,  y^  resp.  die  Bedeutung  haben,  welche  ursprünghch  in 
der  Gleichung  (III)  den  Buchstaben  /«',  /«",  «,  y  beigelegt  worden  ist.  Berücksichtigt 
man  endlich,  daß  die  auf  alle  Divisoren  /  einer  Zahl  j»  ausgedehnte  Summe  ^,  (  ,) 
den  Werth  Eins  oder  Null  hat,  je  nachdem  v  ein  vollständiges  Quadrat  ist  oder 
nicht,  so  erhält  man  für  eine  beüebige  Function  (p  die  Gleichung: 

wo  für  v,v' ,v"  resp.  sämmtliche  oben  definirte  Zahlen  v  zu  nehmen  smd.  Man  hat 
demnach,  wenn 

V{^)  =  •^2(?)/('">"^)  =2'/((««'+  2&«7  +  ^t')4 
gesetzt  wird:  ^iDx., ,       ^.h     o  ,   ,,        ,       2-»  2\ 

oder,  wenn  man  die  Producte  fi'v',fi"v",av,yv  resp.  durch  die  Bezeichnungen 
n,  n',  X,  y  zusammenfaßt: 

(IV)  ^2(!J)/(«'0  =^f{ax'+2bxy  +  cif), 

wo  unter  den  Summenzeichen  für  a,  6,  c  alle  Coefficienten  eines  Systems  nicht- 
äquivalenter Formen ,  für  n,  n'  nur  alle  positiven ,  für  x,  y  aber  alle  ganzzahligen 
Werthe  mit  alleiniger  Ausnahme  derjenigen  zu  nehmen  sind,  für  welche  die  unter 
dem  Functionszeichen  stehenden  Zahlen  einen  negativen  Werth  oder  einen  gemein- 
samen Theiler  mit  P  bekommen.  Auf  diese  Weise  ist  also  die  fundamentale  Dirich- 
Zeische  Gleichung,  welche  im  21sten  Bande  des  Journals  für  Mathematik')  zuerst 
entwickelt  ist,  direct  und  mit  Umgehung  der  unendHchen  Producte  herzuleiten.  Ich 
bemerke  dabei,  daß  eine  ähnliche  Herleitung  sich  auch  in  einem  der  verdienstvollen 
Supplemente^)  findet,  welche  Hr.  Dedekind  seiner  überaus  dankenswerthen ,  mit 
geschickter  und  sorgsamer  Hand  veranstalteten  Herausgabe  der  Dir ichlet  sehen  Vor- 
lesungen über  Zahlentheorie  beigefügt  hat. 


')  G.  L.-UiriMet,  Werke,  Bd.  I,  S.  449  u.  454.  II 

«)  Supplement  IV.  H 
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Um  nun  zuvörderst  den  Nachweis  zu  liefern,  daß  für  positive  Determinanten 
die  Anzahl  der  Transformationen  einer  Form  in  sich  selbst  unendHch  groß  ist, 
braucht  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (IV)  nur  diejenigen  GHeder  zu 
nehmen,  in  denen  {a,  b,  c)  =  (1,0,  —  D),  in  denen  ferner  sowohl  x  als  y  nicht  negativ 
und  X  _.  1  mod.  2D,  y  aber  grade  ist.  Die  Summe  aller  dieser  Glieder  ist: 


\^  X" 


/((2D|  +  l)=-4D,r), 


wo  die  beiden  Summationen  auf  alle  diejenigen  nicht  negativen  ganzen  Zalilen  I, »? 
auszudehnen  sind,  für  welche  der  unter  dem  Functionszeichen  stehende  Ausdruck 
positiv  und  zu  P  prim  ist.  Die  letztere  Bedingung  ist  an  sich  erfüllt,  wema  man  — 
wie  es  erlaubt  ist  —  P  =  2Z>  setzt.  Bedeutet  nun  q  eine  positive  Größe  und  nimmt 
man  /(z)  =  z" '"'-',  so  ist  die  einfache  aiif  |  allein  bezügliche  Summe  größer  als: 

//((2DI+  l)^-4D/r)ri|, 

wo  die  untere  Grenze  u  dmch  die  Gleichung:  2Du  =  2>;  YD  +  22)  —  1  bestimmt 
wd.  Da  dieses  Integral  selbst  eine  mit  wachsendem  ?/  abnehmende  Function  dieser 
Größe  ist,  so  folgt  ferner,  daß  jene  obige  Doppelsumme  größer  sein  muß  als  der 
Werth  des  DoppeUntegrals : 

fdn  fi({2Di  ^\f-\D,f)di 

0  u. 

d.  h.  größer  als: 

(2Dr^   A 

IQDyD  '  g2  * 

Für  positive  Determinanten  muß  daher,  wenn  man  sich  bei  der  über  die  Function  / 
gemachten  Aonahme  die  Gleichung  (IV)  erst  mit  q  multipHcirt  denkt  und  alsdann 
Q  ins  Unendliche  abnehmen  läßt,  selbst  ein  Theil  der  aus  lauter  positiven  GUedern 
bestehenden  rechten  Seite  schon  jede  behebige  Größe  übersteigen,  während  die 
auf  der  linken  Seite  mit  dem  Factor  t  multiplicirte  Summe  auch  für  5  =  0  eiaen 
endhchen  Werth  behält.  Also  ist  die  Anzahl  der  Transformationen  einer  Form  in 
sich  selbst  und  ebenso  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  Pe/Zschen  Gleichung  im- 
endJich  groß.  Xachdem  dieser  eine  Fundamentalsatz  des  elementaren  TheUs  der 
Theorie  der  Formen  erwiesen  ist,  sind  für  den  Fall  positiver  Determinanten  die 

L.  Kroneoker'g  Werke  IV  30 
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Summationsbeschränkungen  in  der  Gleichung  (IV)  wie  gewölinlicli  einzuführen. 
Die  Gleichung: 

(IV)  ^2'(¥)/("^'')  ^S/^«^'  +  2^^2/  +  <=y") 

ist  demgemäß  in  folgender  Weise  aufzufassen: 

I.Unter  den  Formen  {a,b,c)  sind  nur  solche  zu  verstehen,  in  denen  a 
positiv  ist. 

2.  Bezügüch  der  Werthe  von  n,  n'  bleiben  die  früheren  Bestimmungen  maß- 
gebend. Was  ferner  die  Summationsbuchstaben  x,  y  anlangt,  so  erhalten 
diese  für  negative  Determinanten  alle  möghchen  ganzzahligen  Werthe, 
für  positive  Determinanten  aber  nur  solche,  die  den  Ungleichheitsbe- 
dingungen:  ax  +  ip±my>^, 

.  ^  ax+  (b+jAD)^2/       t  +  wyD 
=  ax-\-{b  —  yD)y       t  —  uyD' 

WO  y  D  positiv  zu  nehmen  ist,  genügen.  Überdieß  sind  in  beiden  Fällen 
diejenigen  Werthsysteme  auszuschließen,  für  welche  ax^  +  2b xy  +  c^/^ 
einen  Primfactor  von  P  enthält. 

3.  Für  negative  Determinanten  ist  t  —  2,  für  positive  dagegen  t  =  m  an- 
zunehmen, vorausgesetzt  daß  im  letzteren  Falle 

t  +  uyD  =  {T  +  U\/D)'" 

ist,  während  T,  U  die  kleiasten  positiven  der  Gleichung:  T^  —  Dü^  =  1 
genügenden  ganzen  Zahlen  bedeuten. 

Die  wesentlich  formalen  Umgestaltungen  der  Gleichung  (I),  welche  zu  der 
Gleichung  (IV)  gefühi-t  haben,  sind  in  gewissem  Simie  für  jede  behebige  Function  / 
gestattet;  aber  es  ist  nicht  nöthig  hierauf  näher  einzugehen,  da  die  Zulässigkeit 
jener  Umwandlungen  an  sich  klar  ist,  wenn  man  speziell  f{z)  =  q'  setzt,  und  da 
schon  aus  dem  Bestehen  jener  Gleichung  für  diesen  besondern  Fall  deren  allgemeiaere 
Gültigkeit  und  Bedeutung  unmittelbar  hervorgeht.  Die  aus  dieser  Gleichung  weiter 
zu  entwickehiden  Folgerungen  erlangt  man  auf  die  einfachste  Weise,  wemi  man  wie 
Dirichlet  für  die  Function  f{z)  eine  negative  Potenz  von  z  nimmt,  deren  Exponent 
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seinem  absoluten  Werthe  nach  gi'ößer  als  Eins  ist,  obwohl  auch  andre  SpeciaUsa- 
tionen  von  f{z)  —  wie  z.  B.  die  Annahme:  /(s)  =  3"  —  zu  eben  denselben  Resul- 
taten führen. 

Setzt  man  der  Kürze  halber 

(ax^ +2bxy -\- cif)~'~'-' =  (p{x,y), 

so  hat  man,  um  die  Endhchkeit  der  Klassenanzahl  zu  beweisen,  zuvörderst  den 
Werth  jeder  einzelnen  auf  eine  bestimmte  Form  (a,  b,  c)  bezüglichen  Summe: 
QZ(f(x,  y)  für  5  =  0  zu  ermitteln.  Dieß  kann,  ohne  den  allgemeinen  DiricJilet  sehen 
Satz  (J.  f.  M.  Bd.  19  pag.  326)')  zu  Bülfe  zu  nehmen,  in  einfacher  Weise  geschehen, 
wenn  man  von  der  Bemerkung  ausgeht,  daß  der  Werth  von : 

X  =  eo 
X  =  M 

zwischen  den  beiden  Werthen  des  Ausdruckes : 

±(pQi'y,y)  +y*9'(a:,  y)dx 

hegt,  sobald  für  die  ganze  Zahl  s  die  Ungleichheiten:  hy  <  s  <  hy  +  l  stattfinden. 
Hiemach  wird  nämüch,  wenn  ah^  -\-  2b h  -\-  c  von  Null  verschieden  ist,  der  Werth 
der  Doppelsumme :  j,=^  ^=„ 

für  g  ~  0  durch  die  einfache  Summe : 


Q^  J <pix,y)dx 

y=\  hy 

dargestellt  und  diese  reducirt  sich  nach  Substitution  von  ax  +  by  =  zy  auf: 

ac 

2V    ^^_d' 


2, 

ah  +  i 


Da  nun  g  I<f  (x,  0)  gleichzeitig  mit  q  verschwindet,  so  wird  der  gesuchte  Werth  von 
qZ(p{x,  y)  für  positive  Determinanten  identisch  mit  dem  der  obigen  Doppelsumme, 


1)  G.  L.-Dirichlet,  \Yerke,  Bd.  I,  ö.  415.  H 

3Ü* 
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also  auch  mit  dem  dafür  gefimdeneu  Integrale,  weim  darin  ah  -{- h  =  ^  gesetzt  wird. 

Man  hat  daher  in  diesem  Falle  für  o  =  0: 

V    /        \  1     1       t-\-uyD 

el^(.r,2/)=^^^log^-5^,^. 

Für  negative  Determinanten  ist  der  gesuchte  Werth  identisch  mit  demjenigen  der 
Doppelsumme :  *  „ = » ^  =  +  » 


tl  —  \      X=  —00 


wenn  q  ins  Unendhche  abnimmt.  Zerlegt  man  hierin  die  auf  x  bezüghche  Summe 
in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  die  positiven  der  andre  die  negativen  Werthe  von 
ax  +  by  umfaßt,  so  ergiebt  die  obige  Bemerkung  für  jede  der  beiden  hierdurch 
entstehenden  Doppelsummen  den  Werth: 

r  dz 

0 

so  daß  in  diesem  Falle  für  q  =  0: 

Q^<p{x,  y)  = 


wird.    Die  beiden  auf  positive  und  negative  Determinanten  bezüghchen  Resultate 
können  nimmehr  in  folgender  Weise  zusammengefaßt  werden : 

„Es  ist  für  Q  =  0: 

Q^iax^  +  Ihxy  +  cur'-"  =  \rX, 

wenn  mit  l  der  kleinste  reelle  positive  Werth  bezeichnet  wird,  welchen 
der  Ausdruck : 

^^log(<, +  «,>/!)) 

für  irgend  welche  der  Gleichung:  t]  —  Du\  =  \  genügende  reelle  ganze 
Zahlen  ^,  u-^  überhaupt  annehmen  kaim." 

Bei  der  angegebenen  Bestimmutig  de;'  Grenzwerthes  von  QS(p{x,y)  sind 
diejenigen  Zahlen  x,  y,  für  welche  der  Werth  der  quadratischen  Form  durch  eine 
der  verschiedenen  in  P  enthaltenen  Primzahlen  f  theilbar  wird,  noch  nicht  ausge- 
schlossen.   Diese  Ausschließung  ist  aber  leicht  zu  bewerkstelligen,  wenn  man  be- 
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rücksichtigt,  daß  die  obigen  Ausführungen  auch  für  nicht  primitive  Formen  (a,  b,  c) 
ihre  Geltung  behalten.  Man  hat  nämUch  von  dem  gefundenen  Gesammtwerthe  von 
oI<p{x,  y)  nur  den  Werth  derjenigen  Thcile  abzuziehen,  in  welchen  die  Form  durch 
eine  der  Primzahlen  p  theilbar  wird,  und  dadurch  reducirt  sich  derselbe  auf: 

^^•"('-p)(i-;-)- 

wo  £  =  0  oder  «=  (  J  zu  setzen  ist,  je  nachdem  p  ein  Primfactor  von  22)  ist 
oder  nicht.  Die  obige  Gleichung  (IV)  ergiebt  daher: 

für  ß  =  0,  wenn  H  die  Anzahl  der  Werthsysteme  a.  b,  c,  d.  h.  also  die  Klassenanzahl 
bedeutet.  Die  Endlichkeit  dieser  Anzahl  erscHießt  man  demnach  ebenso  wie  oben 
die  Auflösbarkeit  der  PeKschen  Gleichung  daraus,  daß  der  Ausdruck  auf  der  linken 
Seite  einen  endhchen  bestimmten  Werth  hat;  und  bei  dem  hierfür  erforderhchen 
Nachweise  bildet  bekanntUch  das  Eeciprocitätsgesetz  die  zahlentheoretische  Grimd- 
lage.  Die  Anwendung  der  Dirichlet sehen  Methoden  zeigt  daher,  daß  dieser  Funda- 
mentalsatz aus  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  merkwürdiger  Weise  auch  als 
eigentliche  Quelle  für  jene  beiden  elementaren  Haupteigenschaften  der  quadrati- 
schen Formen  angesehen  werden  kann. 


Im  zweiten  Theile  der  fünften  Section  der  „disquisitiones  arithmeticae"  sind 
folgende  drei  Punkte  als  Hauptziele  der  Untersuchung  zu  betrachten : 

erstens:  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Ambigen; 

zweitens:  der  Nachweis,  daß  alle  zum  Hauptgenus  gehörigen  Klassen 
durch  DupUcation  zu  erzeugen  sind,  oder  —  was  damit  unmittelbar  zu- 
sammenhängt —  daß  sämmthche  Formen  des  Hauptgenus  quadratische 
Werthe  annehmen  können*) ; 

drittens:  die  Ermittelung  der  Anzahl  der  Genera. 

Durch  die  rein  arithmetischen  Methoden  von  Gauß  werden  diese  drei  Punkte  in  der 
angegebenen  Reihenfolge  erledigt,  während  dieselben  bei  Anwendung  der  analyti- 
schen Hilfsmittel  in  umgekehrter  Ordnvmg  erörtert  werden  müssen. 

*)  Näheres  über  den  erwähnten  Zusammenhang  findet  man  auch  in  zwei  Abhand- 
lungen des  Hrn.  Arndt  (J.  f.  M.  Bd.  56). 
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Die  AnzaM  der  in  irgend  einem  Genus  enthaltenen  Klassen  ist  nach 
Diric/i^ei  scher  Weise  zu  bestimmen,  indem  die  Function  /  in  der  obigen  Gleichung  (IV) 
so  gewählt  wird,  daß 

x,y 

im  jede  dem  gegebenen  Genus  angehörige  Form  einen  und  denselben  Werth  hat,  für 
jede  andre  Form  aber  verschmndet.  Dieß  geschieht  unter  Ander m,  wenn  man 

und  alsdann  g  =  0  setzt.  Die  sämmtlichen  Einzelcharaktere  des  betreffenden  Genus 
sind  hierbei  durch  6,  %  bezeichnet,  dergestalt,  daß  die  Gleichungen: 

in  denen  sämmtliche  b  bestimmte  Werthe  ±  1  haben,  das  System  der  Charaktere 
bilden.  Da  bekaimtlich  alle  zulässigen  Charaktere  einer  Form  (a,  6,  c),  in  welcher  a 
keinen  Theiler  mit  2Z)  gemein  hat,  durch  Angabe  der  Werthe  von 

{^>  (Ö-  (i>  - 

und  (in  gewissen  Fällen)  auch  von  ( — )  bestimmt  werden  können,  wenn  je  nach  den 
verschiedenen  Zahlformen  von  Z)  mod.  8  unter  q^,  q^,  q^,  .  .  .  sämmthche  Prim- 
factoren  der  Determinante  verstanden  werden  oder  einer  derselben  weggelassen  wird, 
so  hat  man  oben  „x  .„x 

und  eintretenden  Falls  auch  /    i^ 

zu  setzen.  Man  kann  demnach  den  Werth  der  Form  unter  dem  Functionszeichen  % 
durch  den  ersten  Coefficienten  a  ersetzen.  Alsdann  tritt  bei  der  Summation  über 
alle  Werthe  von  x,  y  der  Factor : 

n{\  +  d.x{a)) 

heraus,  und  dieser  hat  offenbar,  wenn  x  die  Anzahl  aller  zulässigen  Einzelcharaktere 
bedeutet  und  wenn  {a,  h,  c)  eine  Form  aus  jenem  bestimmten  Genus  ist,  den  Werth 
2\  während  derselbe  für  alle  übrigen  Formen  verschwindet.  Da  nun  überdieß 
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für  alle  Formen  einer  und  derselben  Determinante  einen  bestimmten  von  dieser 
allein  abhängigen  Wertb  S  hat,  wenn  q  =  0  gesetzt  ^vi^d,  so  ist  bei  der  obigen  Be- 
stimmung von  /  in  der  That : 

^f{ax''+2bxy  +  cy-)^-2''-S    oder     =0, 

je  nachdem  (a,  b,  c)  zu  dem  gegebenen  Genus  gehört  oder  nicht.  Benutzt  man  diese 
Function  /  in  der  Gleichung  (IV),  so  erhält  die  linke  Seite  derselben  den  Werth: 
H  ■  S,  während  die  rechte  Seite  gleich:  2^  •  G  ■  S  wird,  wenn  G  die  gesuchte  Anzahl 
der  in  dem  gegebenen  Genus  enthaltenen  Klassen  bedeutet.  Dieselbe  wird  demnach 
durch  die  Relation:  -,"  r^      tj 

i    •  Cr   =  ü 

bestimmt,  aus  welcher  zugleich  die  Anzahl  der  Genera  resultirt. 

Für  die  Erledigung  des  zweiten  der  oben  erwähnten  drei  Punkte  sind  die 
Dirichlet sehen  Methoden  bisher  noch  nicht  benutzt  worden;  sie  sind  aber  in  der 
That  auch  darauf  anwendbar  imd  ergeben  in  bemerkenswerther  Weise  eine  directe 
Bestimmimg  der  Anzahl  aller  derjenigen  Klassen,  durch  welche  Quadrate  darstell- 
bar sind,  d.  h.  solche,  die  keinen  Theiler  mit  2D  gemein  haben.  Es  können  nänüich 
alle  diese  Klassen  offenbar  durch  Formen  (^4",  B,  C)  repräsentirt  werden,  in  denen 
A  eine  ungrade  keinen  Primfactor  der  Determinante  enthaltende  ganze  Zahl  ist. 
Die  Anzahl  aller  dieser  Formen  sei  G  und  das  Product  sämmthcher  in  2D,  A,  Ä 
Ä,  .  .  .  enthaltenen  verschiedenen  Primzahlen  sei  gleich  P.  Setzt  man  nun  fest, 
daß  durch  [x,  y]  der  Werth  Eins  oder  Null  bezeichnet  werden  soll,  je  nachdem  die 
beiden  Zahlen  x,  y  relativ  prim  sind  oder  nicht,  so  kann  die  obige  Gleichung  (II)  mit 
Beibehaltimg  von  [i  und  xp{fj)  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

tXv^C")  -iiß)  =  ^[x,  ij]f(ax-+  2bxy  +  cy% 

Für  die  auf  a,  h,  c,  x,  y  bezügliche  Summation  gelten  hierbei  die  auf  pag.  234  an- 
gegebenen Bestimmungen,  und  wenn  man  in  denselben  für  den  Fall  einer  positiven 

Determinante 

t  -f  wyD  =  (T  +  üyDf 

setzt,  so  erhält  t  sowohl  für  positive  als  auch  für  negative  Determinanten  den  Werth 
Zwei.  Es  ist  also  bei  diesen  Festsetzungen : 

W  2  S  V-l^)  •  /(/«)  =  ^[x,  ^]/(ax^  4-  Ihxy  +  oy^). 
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während  in  der  Gleichung: 

(VI)  r'^wi/')  ■  fif)  =  ^[^.  vViai'  +  'ib^rj  +  cv/^) 

der  Factor  t',  je  nachdem  D  negativ  oder  positiv  ist,  den  Werth  Zwei  oder  Eins 

erhalten  muß,  wenn  man  die  für  x,  y  aufgestellten  Bedingungen  auch  für  die  Sum- 

mationsbuchstaben  |, »;  gelten  läßt,  jedoch  mit  der  Maßgabe,  daß  darin  für  positive 

Determinanten  ^   ,       ,^ 

t  +  u\/D  =  T  +  UyD 

angenommen  wird. 

Man  kann  die  Formen  (o,  h,  c)  so  wählen,  daß  sämmtliche  Formen  {A^,  B,  C) 
darunter  vorkommen;  ferner  kann  man  unter  /(«)  eine  solche  Function  der  ganzen 
Zahl  n  verstehen,  die  verschwindet,  sobald  n  kein  vollständiges  Quadrat  ist,  die 
aber  für  jede  Quadratzahl  n  den  Werth:  {Vny^~"  erhält.  Alsdann  bleiben  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (V)  nur  diejenigen  Glieder  übrig,  welche  die  Formen 
{A',  B,  C)  enthalten,  und  es  wird,  da  offenbar  v'd«')  =  fif)  ist, 

2>:v'(/0  •  /t"'"^  =  ^[x,  yUA'x-  +  2Bxij  +  Cy^)'^^'^''\ 

wo  nunmehr  zu  den  für  x,  y  geltenden  Bedingungen  noch  die  hinzukommt,  daß 
Ä^  X'  +  2Bxy  +  Cy^  ein  vollständiges  Quadrat  sein  muß.  Andrerseits  ergiebt  die 
Gleichung  (VI),  wenn  darin  f{z)  =  2"'""  genommen  wird: 

so  daß  also  die  Relation : 

2i:[|,7^](af^+  2fcf/;  +  O/T '"' =  ^'^^[a-,  ii]{A^x^  +  2Bxy  +  Cj/^)^^"^^' 
stattfindet.   Der  Grenzwerth  der  in  Beziehung  auf  I,  »y  alleingenommenen  Summe: 

für  Q  =  0,  ist  von  den  Coefficienten  a,  b,  c  unabhängig.  Derselbe  ist,  wenn  man  ihn 
mit  R  bezeichnet,  durch  die  Gleichung: 

\p  + 1/ 

bestimmt,  in  welcher  A,  f,  e  die  auf  pag.  236 — 237  angegebene  Bedeutung  haben. 
Es  ist  daher: 

(VIT)  2RH  =  T'ev;[a-,  ,,]{A'^x''  -|-  2Bxy  +  Cy^f  ^'''\ 
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wenn  man  die  auf  A,  B,  C,  x,  y  bezügliche  Summation  unter  den  angegebenen 
Modalitäten  ausführt  und  alsdann  g  =  0  setzt. 

Zum  Zwecke  der  erwähnten  Summation  sind  vor  Allem  die  Bedingungen  zu 
ermitteln,  unter  denen  der  Werth  der  Form  ein  vollständiges  Quadrat,  also 

wird.  Da  zugleich  weder  Au  und  2Z)  noch  auch  A  und /.i  einen  gemeinsamen  Theüer 
haben  sollen,  so  folgt  aus  der  Gleichimg: 

UV  -  Bij  -r  -4,«)UV-  -r  By  -^  Afx)  =  Dif, 

daß  die  beiden  Factoren  auf  der  Unken  Seite  resp.  gleich: 

r  '      r  ' 

sein  müssen,  \7o  t],  6,d,  6  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  deren  letztere  d-  ö  =  D  ist, 
imd  wo  r  =  1  oder  2  genommen  werden  muß,  je  nachdem  y  grade  oder  ungrade  ist. 
Die  Zahlen  r],  d,A,fi  können  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  während  die  Vor- 
zeichen von  d  und  6  nur  durch  die  Gleichimg:  d-  6  =  D  zu  beschränken  sind. 

^a  ^^-  rA^x  =  d0-~  -IBe,!  -  drf,    rrj  =  -ler, 

wird,  so  folgt:  dd  ^  Bi]  mod.  A,  und  also,  wenn  man  B  ungrade  voraussetzt  und 
mit  £  eine  durch  die  Congruenz  de  ^\  mod.  A  definirte  imgrade  Zahl  bezeichnet : 

6  =  Brie  +  Ar^. 

In  den  hier  aufgestellten  Gleichimgen  für  x,  y,  d  sind  die  nothwendigen  imd 
hinreichenden  Bedingungen  dafür  enthalten,  daß  der  Werth  des  Ausdrucks: 
Ä^x^  -r  2Bxy  —  C y^  ein  vollständiges  Quadrat  werde;  nämhch  wenn  für  d,  d 
irgend  welche  der  Gleichung:  dö  =  D  genügende  Zahlen  und  für  |,  t)  irgend  welche 
beliebige  ganze  Zahlen  gesetzt  vmd  alsdann  x  und  y  in  der  angegebenen  Weise  be- 
stimmt werden,  so  ist: 

A^'x^  -L  2Bxij  -f  Cy^  =  {W  +  2m h]  -^  nri'f, 

WO  der  Kürze  halber  die  drei  ganzen  Zahlen : 

de^B^  —  d 


drA.  dsB. 


rA 


beziehimgsweise  durch  /,  m,  n  bezeichnet  sind.  Demgemäß  handelt  es  sich  nur  noch 
darum,  diejenigen  Bestimmimgen  für  r,  d,  d,  |,  r/  zu  ermittehi,  welche  bewirken,  daß 

L.  KrnneckFT'9  Werke  IV  31 
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X  und  y  auch  die  übrigen  oben  für  die  Summation  aufgestellten  Bedingungen 
erfüllen. 

Was  zuvörderst  den  Werth  von  r  anlangt,  so  sieht  man  leicht,  daß  derselbe 
sowohl  Eins  als  Zwei  sein  kann,  wenn  D  durch  8  theilbar  oder  von  der  Form 
4w  +  3  ist.  In  allen  andern  Fällen  kann  füi'  r  nur  der  Werth  Eins  angenommen 
werden.  Was  ferner  die  Wahl  der  beiden  Divisoren  der  Determinante  d  und  & 
betrifft,  so  ergiebt  eine  einfache  Diskussion  der  bei  den  Zahlen  x,  y,  A,  fi  voraus- 
gesetzten Eigenschaften  hierfür  die  folgenden  Bedingimgen:  erstens  müssen  d  und 
d  den  größten  gemeinsamen  Factor  Zwei  haben,  wenn  D  grade  ist  und  r  =  2  an- 
genommen wird ;  zweitens  dürfen  in  allen  übrigen  Fällen  d  und  d  gar  keinen  Theiler 
mit  einander  gemein  haben ;  cbittens  sind  d  und  d  dem  Zeichen  nach  so  zu  bestimmen, 
daß  d  stets  positiv  ist.  EndUch  resultiren  in  ähnlicher  Weise  füi-  |  und  7]  die  ein- 
schränkenden Bestimmungen,  daß  sie  relative  Primzahlen  sein  und  für  den  Fall 
positiver  Determinanten  den  Ungleichheitsbedingungen: 

IS  +  {m±yD)>j  >0, 

=  U+{m  —  yD)7]        T—UyD 

genügen  müssen,  so  wie  daß  der  Werth  von  H^  +  2m|»/  +  «?/'"  keinen  Primfactor 
von  P  enthalten  darf. 

Giebt  man  den  Größen  r,  d,  d,  i,  -q  alle  hiernach  zulässigen  Werthe,  so  erhält 
man  alle  durch  die  obigen  Bedingungen  gestatteten  Systeme  von  Zahlen  x,  y  und 
keine  andern;  und  zwar  erhält  man  jedes  dieser  Systeme  sovielmal  als  der  Werth  von 
t'  angiebt  d.  h.  einmal  oder  zweimal,  je  nachdem  die  Determinante  positiv  oder 
negativ  ist.  Denn  die  Zahlen  d,  d,  6,  >]  sind  in  dem  ersteren  Falle  durch  x,  y  ein- 
deutig bestimmt,  im  zweiten  aber  so,  daß  für  ein  und  dasselbe  System  d,  d  die 
Zahlen  0,  >;  und  —  6,  —  rj  genommen  werden  können. 

Aus  vorstehenden  Erörterungen  folgt  unmittelbar  die  Gleichung: 

T'^[x,  y]{A^x'  +  2Bxy  +  Cy*)" "'''"'"  =  ^[f,  r]]^'-  +  Im^r,  +  nyfY'-", 

weim  die  Summation  links  über  alle  gestatteten  Werthe  von  x,  y  ausgedehnt  wird, 
rechts  aber  einerseits  über  alle  zulässigen  Werthe  der  in  den  Ausdrücken  von 
l,  m,  n  enthaltenen  Zahlen  r  und  d,  andrerseits  über  alle  den  obigen  Bedingungen 
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genügenden  Zahlen  f ,  i].  Die  in  dieser  Weise  in  Beziehung  auf  |,  >;  allein  genom- 
mene Summe:  v-,         ,    „ 

hat  aber  für  q  =  0  den  oben  definirten  Werth  B,  da  m'  —  In  ^  D  ist  und  die  so 
eben  für  i,  ?]  aufgestellten  Summationsbedingungen  mit  denjenigen  genau  überein- 
stimmen, welche  auf  pag.  240  für  I,  //  festgesetzt  worden  sind.  Hiernach  wird  für 
0  =  0,  wenn  die  Anzahl  der  für  r,  d  zu  wählenden  Werthsysteme  mit  N  bezeichnet 
wird:  i 

r'gE[x,  y]{Ä'x-  -^  IBxy  +  Cy*)"^*'^"'  =  .V  •  B, 

und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  noch  mit  G  d.  h.  mit  der  Anzahl  der 
Formen  {A',  B,  C)  zu  multipliciren,  wemi  die  Summation  links  nicht  bloß  über  alle 
Werthe  von  x,  y  sondern  auch  über  alle  diejenigen  von  A,  B,  C  ausgedehnt  wird. 
Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  demjenigen,  welches  durch  die  Gleichung  (VII) 
ausgedrückt  ist,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Zahl  G  die  Relation : 

NG  =  2H, 

in  welcher  nur  noch  der  Werth  von  iV  näher  zu  untersuchen  ist.  —  Zu  diesem 
Zwecke  bemerke  man,  daß  die  Anzahl  der  vermöge  der  obigen  Bedingungen  ge- 
statteten Werthsysteme  von  d,  Ö  gleich  2"  ist,  wenn  durch  w  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen in  der  Determinante  enthaltenen  Primfactoren  bezeichnet  \vird.  Die 
Anzahl  der  zulässigen  Werthe  von  r  ist  aber,  wie  schon  oben  erwähnt  worden,  gleich 
Eins,  wenn  Z)^  1,  2,  4,  5  mod.  8,  und  gleich  Zwei,  wenn  Z>  ^e  0,  3,  7  mod.  8 
vorausgesetzt  wird.   Hiernach  ist  je  nach  den  beiden  unterschiedenen  FäUen: 

A'  =  2"   oder  X  =  2"+', 

d.  h.  es  wird,  wenn  die  Zahl  y.  in  dem  auf  pag.  238  definirten  Sinne  genommen  wird, 
in  jedem  Falle  N  =  2'^'.  Die  Zahl  G  wird  somit  durch  die  Gleichung: 

2'-G  =  H 

bestimmt  und  ist  also  identisch  mit  der  oben  gefundenen  Anzahl  der  in  jedem  ein- 
zelnen Genus  enthaltenen  Klassen,  welche  dort  ebenfalls  mit  G  bezeichnet  WTirde. 
Die  Anzahl  aller  derjenigen  unter  einander  nicht  äquivalenten  Formen,  welche  die 
Eigenschaft  haben,  daß  ungrade,  keinen  Factor  der  Determinante  enthaltende 
Quadratzahlen  durch  dieselben  dargestellt  werden  können,  ist  also  gleich  der  Anzahl 
aller  verschiedenen  zum  Hauptgenus  gehörigen  Formen;  und  da  es  einleuchtend  ist, 

.31* 
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daß  nur  solche  Formen  die  erwähnte  Eigenschaft  haben  können,  so  folgt  daß  alle 
diese  Formen  auch  eben  jene  Eigenschaft  haben  müssen. 

Nachdem  hiermit  auch  das  zweite  der  drei  oben  angeführten  Haupttheoreme 
mit  Benutzung  analytischer  Methoden  bewiesen  worden,  läßt  sich  das  erste  derselben, 
welches  die  Anzahl  der  ambigen  Klassen  bestimmt,  mit  Hilfe  der  Theorie  der  Com- 
position  leicht  ableiten.  Man  bedarf  hierzu  nämhch  bloß  des  Begriffes  der  Com- 
position  von  Klassen,  welcher  sich  sehr  einfach  auseinandersetzen  läßt,  wenn  man 
aus  den  zu  componirenden  Klassen  solche  Formen  auswählt,  deren  mittlerer  Coef- 
ficient  identisch  ist.  Werden  alsdami  die  ambigen  Klassen  als  solche  definii't,  die  mit 
sich  selbst  zusammengesetzt  die  Hauptklasse  ergeben,  so  kann  man  sich  im  Wesent- 
lichen der  bei  Gauß  vorkommenden  rein  arithmetischen  Schlüsse  bedienen,  um  die 
Identität  der  Anzahl  der  Ambigen  und  der  Genera  nachzuweisen. 
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[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  19.  April  1875.] 

Es  sei  wie  in  meinem  Aufsatze  in  Borchardt's  Journal,  Bd.  57.  pag.  248^): 

G{n)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  quadratischer  Formen  für 
die  Determinante  —  n, 

F  («)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  solcher  quadratischen  Formen 
der  Determinante  ~  n,  in  welchen  wenigstens  einer  der  beiden 
äusseren  Coefficienten  ungrade  ist, 

0  (»)    die  Smnme  der  Divisoren  von  n, 

W{n)  der  Betrag,  um  welchen  die  Summe  der  Di\'isoren  von  n,  die 
grösser  als  Vn  sind,  die  Summe  derjenigen  übersteigt,  die  kleiner 
als  y  n  sind, 

imd  es  seien  ferner  die  Functionen  E,  F,  G  folgendermassen  definirt: 

F(4k)  =  F(4n),  P(n)  =  ^F(4rt) 

G(4n)  =  F(4n)  +  G(«) 

G(4w  +  1)  =  F(4h.  +  1),     G(4n  4-  2)  =  F(4n  -^  2) 

36(8»  +  3)  =  4F(8?i  +  3),     G(8n  +  7)  =  2F{8n  +  7) 

Ein)  =  2F(n)  —  G(w). 

Alsdann  ergeben  die  a.  a.  0.  mit  (U),  (III),  (V),  (VD  bezeichneten  Formehi  den  Werth 
der  Summe  .^_- 


')  Vgl.  Zusatz  70  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

-)  Bd.  IV  S.  187  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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erstreckt  über  alle  Zahlen  A  =  0,  ±  1,  ~  2,  .  .  .,  deren  Quadrat  kleiner  als  die 
positive  Zahl  n  ist,  gleich 

2-e'"'~'V(")  H- f'^(M)l      oder      .^(IH   «)0(»), 

je  nachdem  ii.  ungrade  oder  das  Doppelte  einer  ungraden  Zahl  ist.   Aber  der  Werth 

der  Summe  "sn       ../,„.         .,2, 

^(—1)  F(»i  —  4/r), 

h 

erstreckt  über  alle  Zahlen  ä  —  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  .,  deren  Quadrat  kleiner  als  -^n  ist, 
geht  aus  den  a.  a.  0.  aufgestellten  Formeln  nur  für  den  Fall  hervor,  wo  n  =  Z 
mod.  4  ist,  und  zwar  ist  dieser  Werth  dann,  wie  sich  durch  Combination  der  Formeln 
(IV),  (V)  und  (VI)  ergiebt,  gleich 

.^(-l)*""'"{<?(rt)-  •?(«)}. 

Es  ist  mir  nun  gelungen,  die  Lücke,  welche  sich  hier  zeigt,  auszufüllen,  und  den 
Werth  jener  Summe  auch  für  die  Fälle  n  ":i  1  und  n  ^  2  mod.  4  zu  ermitteln. 

Bezeichnet  man  mit  m  eine  positive  ungrade  Zahl,  so  hat  man  gemäss  den 
Formeln  (II)  und  (III)  meines  oben  citirten  Aufsatzes 

2^(2'«  -  4/«'')  =2'F(2m  -  (2/t  +  1)')  =  0(w), 

h  h 

wo   die   Summationen   über  alle  Zahlen  /«  =  0,  i  1,  ±  2,  .  .  .  auszudehnen  sind, 

wofür  die  Ai'gumente  der  Function  F  positiv  sind.    Multiplicirt  man  diese  Glei- 

1 

chungen  mit  q^  und  summirt  alsdann  über  alle  positiven  ungraden  Zahlen  m,  so 
erhält  man  vermöge  der  Formel  39.  pag.  106  von  Jacobi'a  Fimdamenta  nova  theoriae 
Functionum  Ellifticarum^) : 


22^('2'"'  -  -l'^')?^""  =22^(2.,  -    (2Ä  +  \f)q^"'  = 


und  hieraus,  wie  ich  bereits  im  Monatsberichte  vom  Mai  1862  pag.  309")  angegeben 
habe,  "  =  »  1 


n  =  0 
n  =00 


2'F(4n +])?"=  9"' ^]/| 


71  =  0 


TtK 

71 


')  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  162.  H 

■*)  Bd.  l\^  S.  204  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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\\'erden   nun  diese  beiden  Gleichungen  mit   y"-       multiplicirt  und  alsdann  die 
Formeln  6,  7,  8,  9  pag.  184^)  von  Jacobi's  Fundamenta  benutzt,  so  kommt 


2'2(-  ir^(4«  +  2)<z"^""^  =2'2'(- 1) 


mq 


•^2'2'(-irF(4«-fih"'*"^*=2'2'(-^) 


»?+"+l        -V  ^Tl,       ,,T<"'-"      jO"'-"?) 


»Kj 


(m,  m,  =  1.3,5,  7 ;  .1  =  0.  1,S,  3,  ..    ;n,=0,  +1.  +S,  +  3,  ...) 


und  aus  der  Vergleichung  der  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  (/  folgt  für 
jede  positive  ganze  Zahl  n,  welche  ^  1  oder  2  mod  4  ist,  die  Relation: 

(A)  l'^{^^\)"nn--m--^^m.. 

h  m 

Die  Summe  links  ist  hier  auf  alle  Zahlen  h  =  0,  1-  1,  --  2,  ...  zu  erstrecken,  für 
welche  h'  <  ^  «  ist,  rechts  dagegen  nur  auf  alle  diejenigen  positiven  oder  negativen 
Zahlen  m,  welche  durch  4  dividirt  den  Rest  1  lassen,  und  wofür  n  =  t'  -!-  m"  ist; 
dabei  ist  die  Zahl  m  sovielmal  zu  nehmen,  als  es  zugehörige  Werthe  von  l  giebt, 
d.  h.  also  nur  einmal,  wenn  l  =  0  ist,  aber  zweimal,  sobald  l  von  Null  verschieden 
ist.  Bezeichnet  man  die  zahlentheoretische  Fmiction  von  n,  welche  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (A)  steht,  mit  Q  (n),  so  findet  sich  der  Werth  der  Summe 

■2^{^-  1)"F(«  -  4/r) 
durch  j 

Q{n)     oder     (— l)**"~^'(<?(rt)  ~  «PC«)) 


ausgedrückt,  je  nachdem  n  durch  4  dividirt  die  Reste  1,  2  oder  den  Rest  3  lässt, 
und  es  ist  auch  überhaupt,  wenn  w  irgend  eine  achte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet, 
die  Summe  _-_ 


* 


durch  die  arithmetischen  Functionen  ü{n),0(n)/F{n)  darstellbar. 

Der  zahlentheoretische  Character  der  Function  Q{n)  unterscheidet   sich 
zwar  wesenthch  von  dem  der  Functionen  <?(»),  Y' (n) ,  aber  es  ist  doch  auch  eine 

»)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  235—236.  H 

L.  Kroneckei's  Werke  IV  32 
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gewisse  Analogie  zwischen  diesen  beiden  Alten  von  Functionen  zu  bemerken.  Da 
nämlich  „=„  

t!To  '    VI      ^ 

«  =  0  i  .T 

ist,  so  kommt,    wenn   man   die  erste  Gleichung  mit  y  ~ —  und  die  zweite  mit 
1/ —  multiphcirt: 

2^(4"  -r  ])ri"^"-+""  =2^(4«  +  2)5"  +  "?  (",''.  =  ü,i,2,...), 

und  beide  Doppelsummen  sind  mit  Hilfe  der  Formel  (13)  p.  104*)  der  Fundanienta 
durch 

2>(—   1)^^ 1:LJ1 C«,n,  =  0,l,2,...) 

oder 

2^{~  iy'0{2n^  +  1)5"'+"'  („.»,=0,1,2,...) 

darzustellen.  Hieraus  resultiren  die  Gleichungen 

^ü(in  +  2  -  g^)  =^ü(4n  +  -2  -  u^)  =  22(-  l)*^(2n  +  1  -  2;^^) 

ff  u  h 

(y  =  0,  +  2,  +  4,  .  . . ;  a  =  +  1,  +  ö,  +  6,  .  .  . ;  A  =  0,  +  1,  +  2,  . . .) 

und  es  folgt  die  Recursionsformel 

S^n(in  +  2  -  4/(2)  =  2^{—  l)''0{4n  +  2  —  4/r),      ('-o,±i,±2,.  .;4n  +  2>4 


*') 


in  welcher  sich  offenbar  eine  gewisse  Analogie  zwischen  den  Functionen  ü  und  0 
zu  erkennen  giebt.  *)  Eine  formale  Analogie  zwischen  den  Functionen  Q  und  W  zeigt 


(■«  + 1- 


sich  aber  auch  darin,  dass  für  e  =  (—  1)*  in  den  drei  Fällen  w  =  1,  2,  3  mod.  4 

resp.  i 

^e'         m  =  Q{n),     ß(w),     !^(w) 


*)  In  der  einfacheren  Gestalt,  welche  der  obigen  Kecursiousformel  auf  der  über- 
nächsten Seite  gegeben  wird,  tritt  die  Analogie  zwischen  den  Funktionen  ß  und  0  noch 
deutlicher  hervor. 

')  Jacobi,  Werke,  Bd.  i,  S.  160.  H 
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wird,  wenn  man  die  Summation  links  auf  alle  positiven  ungraden  Zahlen  m  erstreckt, 
für  welche  w  -f  em^  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  und  dabei  jede  Zahl  m,  für  welche 
n  +  sm'  >  0  ist,  zweimal  nimmt. 

Da  die  Functionen  .Q(4»i  —  1),  ß(4jt  --  2)  als  Entwickelungscoefficienten 
auftreten,  wenn  die  Quadrate  der  Ausdrücke 


;Er"'2^^ ^y'T"'  Sr^^'S^" ^yi"" 


(n  =  0,  +  1, 


nach  Potenzen  von  q  ent\vickelt  werden,  so  erhält  man  mit  Hilfe  der  Formeln  (5) 
(6)  pag.  103')  der  Fuiidanienta  für  die  beiden  Reihen 

"^Qi4n^l)<t"-\     2ß(4«  +  2)3--' 

n=0  u=0 

resp.  die  beiden  Ausdrücke 

I 


1 


(»1  =  1,3,  5,...) 


.2  „4:  m 


^        14-'?*'"  ^       1 


1)  3 


^         1  +  q""  \^        1- 

( 

und  hieraus  die  für  jede  positive,  nicht  durch  4  theilbare  Zahl  n  geltende  Relation: 
Ü{n)  =  2(3  -H  (-  1)")2(-  l)VWy("  -  S'O  («<"<), 

wenn,  wie  in  meinem  oben  citirten  Aufsatze  in  Borchardfs  Journal,  9?  {n)  der  Betrag 
ist,  um  welchen  die  Anzahl  der  Divisoren  von  der  Form  4Ä;  -r  1  die  Anzahl  der- 
jenigen von  der  Form  4Ä;  —  1  übersteigt  und  (p{0)  =  ^gesetzt  wird,  so  dass  über- 
haupt 4:(p{n)  die  Gesammtanzahl  der  Darstellungen  von  n  als  Summe  zweier  Qua- 
drate bedeutet. 

Da  jeder  Darstellung  einer  ungraden  Zahl  n  als  Summe  zw^eier  Quadrate 
n  =  l'  +  m^  eine  Darstellung  von  2n,  nämhch  2n  =  (Z  +  mf  -^  {l  —  m)'  entspricht, 
so  lässt  sich  die  Function  ß(2n)  unmittelbar  auf  Q{n)  reduciren,  und  zwar  \räd 

(— l)'*"""ß(2>i)  =  2ß(«). 

')  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  159.  H 

32* 
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Bemerkt  man  überdies,  dass  Q(2n)  und  ü{n)  gleich  Null  sind,  sobald  n  =  3  mod  4 
ist,  so  lässt  sich  die  oben  aufgestellte  Recursionsformel  auf  die  einfachere  Gestalt 
bringen : 

+  ^  (-  l)''Q(m  -  2h^)  =2^"  l)''<P(m  -  2/r)  (;,=o,  +i,  +■.■,...), 

*  * 

wo  ünks  für  m  =  ±  1  mod  8  das  obere,  für  m  =  ±  3  mod  8  aber  das  untere  Zeichen 
zu  nehmen  ist.  —  Die  Function  Q{n),  welche  nunmehr  nur  für  ungrade  Zahlen  n 
zu  betrachten  ist,  kann  auch  in  einfacher  Weise  durch  die  in  der  Zahl  n  enthaltenen 
complexen  Primfactoren  von  der  Form  a  f  hi  dargestellt  werden.   Ist  nämlich 

wo  r  nur  reelle  Primzahlen  von  der  Form  4:k  l  enthält  und  a^  +bii,  a^  +  bii,  ■  .  . 
lauter  complexe  Primzahlen  in  der  primären  Form  bedeuten,  d.  h.  lauter  solche,  für 
welche  a  =^  1  mod  4  ist,  *)  so  wird 


k  * 

odei-,  weim  ^~zZb~-  =  e  *  gesetzt  wird, 

,  -  1 — r  sin  XiV. 
Qln)  -^  1/71  I  I       ."^^  (t  =  l,8,...), 

die  Quadratwurzel  positiv  oder  negativ  genommen,  je  nachdem  r=  +  1  oder  —  1 
mod  4  ist.  Falls  auch  nur  iixr  eiiien  Primfactor  von  der  Form  4Ä;  —  1  die  höchste 
in  n  enthaltene  Potenz  ungrade  ist,  hat  ü  («)  den  Werth  Null. 

Aus  der  Addition  der  Formeln  (V)  und  (VI)  meines  mehrfach  citirten  Aufsatzes 
in  ßorchardt's  Journal  (Bd.  57)  resultirt  unmittelbar  die  bereits  im  Monatsberichte 
von  1862  pag.  309')  aufgestellte  Gleichung**): 


2F(8n  +  3),'-.(,^4)-^ 


*)  Der  Ausdruck  , .primär"  ist  hier  im  DiricJilet sahen  Sinne  genommen  fcf.  Crellc'a 
Journal  Bd.  24,  pag.  301-)). 

**)  Die  Gleichung  kommt  schon  in  dem  Heraiife sehen  Aufsatze  vor,  welcher  in  den 
Comptes  Bendus  vom  5.  August  18G1  abgedruckt  ist  (Bd.  .53,  pag.  226). 

■)  Bd.  IV,  S.  204  dieser  Ausgabe  von  /,.  Kroneckcr's  Werken.  H 

■)  Dirichht,  Werke,  Bd.  I,  S.  545.  11 
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Es  ist  daher,  wenii  in  üblicher  Weise 

OO  — ^00 

l  »  1  00 

0  0 

gesetzt  wird : ')  ^  i 


1 


0 

0 

Wird  die  Gleichung  (6)  mit  «?o(?")  multiplicirt,  so  kommt,  da 

#;(g)  =  2i?Jg')^^(g')    und    &[(q)  ^  &ß)^Sq)^^{q) 
ist: 

0 

und  wenn  hierin  die  Reihen  für  ^o{q^)>  ^2{q)>  ^  iq^)  eingesetzt  werden,  so  resultirt 
die  für  »  =  8Ä;  +  3  geltende  Formel: 

<^)  S(-  1)"F(«  -  Sh')  =  ^{-  1)'"""' m, 

wo  die  Summe  links  auf  alle  Zahlen  Ä  =  0,  zr  1,  +  2,  .  .  .  zu  erstrecken  ist,  für 
welche  8/r  <  n  ist,  rechts  aber  auf  alle  diejenigen  positiven  Zahlen  m,  füi"  welche 
n  ~  2m^  ein  vollständiges  Quadrat,  also 

n  =  /'+  2ot^ 
ist.  —  Combinirt  man  die  Gleichung*) 

00 

12^E{n)q   =  &l{q) 


*)  cf.  Borchardt's  Journal  Bd.  57  pag.  253.^) 

')  Vgl.  Zusatz  71  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

2)  Bd.  rV,  S.  19.3  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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mit  der  obigen  Formel  (9t),  so  kommt: 

0  0 

lind  wenn  diese  Gleichung  mit  ^o^q^ )  mnitiplicirt  und  dann  g'*  statt  q  gesetzt  wird, 

0  u 

Vergleicht  man  hierin  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  q  und  benutzt 

alsdann  die  Formel  v-^    , 

4  ^  F  {m  -K-)=W{m)  (a = :,  3, 6, . .  0 , 

/, 

welche  für  m  =  \  mod  4  aus  den  Formeln  (V)  und  (VI)  meines  Aufsatzes  hervorgeht, 
so  erhält  man  die  für  jede  Zahl  s  =  8Ä;  +  1  geltende  Relation: 

(C)  2[^A-~J')  -  ^ö(  V)  1  -    8  ^(^)  +  T^(^)' 

k 

in  welcher  ganz  ebenso  wie  in  der  Formel  (VIII)  meines  mehrerwähnten  Aufsatzes 
für  h  alle  positiven  ganzen  Zahlen  zu  nehmen  sind,  für  die  das  Argument  der  Func- 
tionen F  und  G  ganz  und  nicht  negativ  wird,  und  welche*  auch  im  Übrigen  eine 
gewisse  Analogie  mit  der  angeführten  älteren  Formel  darbietet. 

Durch  Subtraction  der  Gleichung  ((£)  von  (33)  erhält  man,  wenn  g-*  an  Stelle 
von  q  genommen  wird : 

42^,F(2»i  +  i)g'"^'  =  U<i)U<i)Kk') 

0 

und  also  „ 

0 
^^^  ^"^  w  =  —  1,  +  1,  0,  2  mod  4 

resp.  c_^  =  0,  —  2,  1 ,  1 

zu  nehmen  ist.  Vergleicht  man  hierin  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen 
von  q  mit  einander  und  benutzt  alsdann  die  Relation 


122e(^— )=^(^')  <"  =  '-''^- 
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SO  gelangt  man  zu  der  füi-  jede  Zatl  s'  =  8Ä-  -  5  geltenden  Formel: 
(D)  32^^  ( -^ '- )  =  ^(«')  -  3  ß {s') , 

in  welcher  die  Summation  nur  auf  diejenigen  ungraden  Zahlen  h  zu  erstrecken  ist, 
für  welche  das  Argmnent  der  Function  F  durch  8  dividirt  den  Rest  3  lässt.  Für 
s'  =  325  ist  z.  B.  nur  h  =  5  und  h  =  11  zu  nehmen  und  die  zugehörigen  Werthe 
sind  F(75)^7^     F(51)  =  G, 

während  aus  den  Darstellungen 

325  =  1'  ^  18^  =  15=  +  10=  -  17=  -L  6= 
ß(325)  =  2(1  —  15  -f  17) 

resultirt  imd  0(325)  =  434  wird. 

Um  die  durch  Einführung  der  Fmiction  fJ  ermöghchte  Vervollständigung 
meiner  älteren  Formeln  genauer  darlegen  zu  können,  muss  ich  zuvörderst  einige 
Verbindungen  aus  jenen  Relationen  (I)  bis  (VIII)  herleiten,  welche  ich  in  meinem 
Aufsatze  im  57.  Bande  von  Borchardt's  Journal')  angegeben  habe.  Wird  aus  den 
Formehl  (IV),  (V),  (VI)  die  durch 

;(IV)-ä(^0-,e(^^I) 
angedeutete  Verbindung  gebildet,  so  kommt  für  s  ss  1  mod  8 : 

(Q)  2'G(^)=-ä^(^)  +  i'^(^)' 

und  lüeraus  folgt  mit  Hilfe  der  obigen  Gleichung  (C)  die  correspondirende  Formel : 

(P)  2K'^")  =  -  ä^(^)  +  >(^)  -^  4^(^)' 

h 
wo  die  Summationen  stets,  wie  überall  im  Folgenden,  nur  auf  alle  diejenigen  posi- 
tiven Zahlen  h  zu  erstrecken  sind,  wofür  die  Argimiente  ^^(s  —  /r)  ganz  werden. 
Die  Verbindung  der  beiden  Formeln  (P)  und  (Q)  ergiebt: 


2H^)  =  i^(^)-i^^(^). 


')  Bd.  IV,  S.  188  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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also  eine  Relation,  welche,  da  E(4n)  =  E(n)  ist,  einer  auf  der  vorliergelienden  Seite 

für  s'  =  5  mod  8  angegebenen  entspricht.  —  Führt  man  nunmehr  zur  Abkürzung 

die  durch  die  Gleichung  „ ,  ,      „ ,  ,      ^r,. 

°  G(»)  -  F{n)  —-  H(7(.) 

definirte  Function  H  ein,  welche  offenbar  auch  an  sich  eine  Bedeutung  als  Classen- 
anzahl  quadratischer  Formen  hat,  so  ist: 

H(4«.)  =  G(re)  für  jede  beliebige  Zahl  n, 
ferner  H(w)  =  0,     3H(w)  =  F(rt),     H(«)  =  F(w), 

je  nachdem  w  =h  1,  2  mod  4.    w  s  3  mod  8,    n  =  7  inod  8 

ist,  und  die  Formel  (VIII)  nimmt  die  Gestalt  an: 

(E)  3i:H{0  -  3i]H(m)  +  ^F  {l)  -  '^F{ni)  =  ~  l^ld,  +  ^  i]cZ,, 

wenn  mit  l  alle  positiven  graden  und  mit  m  alle  positiven  ungraden  Zahlen  be- 
zeichnet werden,  wofür  s  —  IQl  oder  s  —  16m  ein  vollständiges  Quadrat,  also 

Ul  +  h^=  S,        Um  +  h^=  S  (.  =  lmod8) 

wird,  und  wenn  d^  und  di  die  sämmthchen  positiven  Divisoren  von  s  bedeuten,  die 
kleiner  als  Ys  sind,  und  zwar  dg  nur  alle  diejenigen,  wofür  do  seinem  complemen- 

tären  Divisor  "  mod  16  congruent  ist.  Dabei  muss  jedoch,  falls  s  ein  vollständiges 
Quadrat  ist,  der  Werth  do  =  ^  V^  hinzugenommen  werden.  Hiernach  ergeben  sich 
unmittelbar  aus  den  durch 

-  (P)  +  liQ)  ±  U^l    -  2(P)  +1{Q)±  l  (ß) 

angedeuteten  Formel- Verbindungen  die  vier  einfachen  Relationen : 
■  3>:H{0    +  i:F(0    =.  -^  l  i:r7„  +  ^^^(s)  -  Q{s)), 

3>JH(m)  +  y:F{m)  =  -  ^  ^d^  +  .^^{0{s)  -  D{s)), 
(S) 

31:H(Z)    -  XF(m)  =  -  l^ld,  +  l  ^d,  -  /(.ß(.9). 

3>]H(m)->:F(o  =  -  l:i:d,+  l^d^-  ^^.q{s), 
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durch  welche  auf  der  Unken  Seite  von  (i?)  einzekie  Theile  gesondert  bestimmt 
werden,  und  welche  daher  eine  wesentliche  Vervollständigung  der  früheren  Formeln 
enthalten. 

Vermöge  der  für  die  Function  H(«)  bestehenden  fundamentalen  Relationen 
reducirt  sich  die  Summe  ^H(l)  auf 

wo  die  Siunmation  auf  alle  diejenigen  positiven  Zahlen  k  zu  erstrecken  ist,  für  welche 
das  Argmnent  von  G  ganz  und  nicht  negativ  wii'd.  Durch  Addition  der  Gleichung 
(P)  und  der  ersten  von  den  vier  Gleichungen  (S)  resultirt  demgemäss  die  Formel: 

in  welcher  die  Summationen  auf  alle  positiven  Zahlen  h,  i,  k  zu  erstrecken  sind,  die 
kleiner  als  ]/«  sind  und  für  welche 

s=fe2+  16mod32,     s  s  i^  mod  32,     s=k^modM 
wird;  da  aber  für  den  Fall,  dass  s  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  durch  die  beschrän- 
kende Summations-Bedingung  k  <  Ys  das  GHed  3G(0)  ausgeschlossen  wird,  so 
muss  in  dem  erwähnten  besondern  Falle  auf  der  rechten  Seite  der  Werth  ,  hinzu- 
gefügt  werden.  Die  angegebene  Formel  ist  nichts  Anderes  als  eine  durch 

i(IV)-2(V)  +  l(YI)-|(VIII) 

angedeutete  Combination  meiner  älteren  Formeln,  und  sie  geht  für  den  speciellen 
Fall,  wo  s  =  n^  und  n  Primzahl  ist,  in  eine  Hermite'sche  Formel  über,  welche  von 
Hrn.  Stephen  Smith  in  einem  seiner  trefflichen,  mit  vorzüglicher  Sachkenntniss  ab- 
gefassten  Berichte  besonders  hervorgehoben  worden  ist.*)  Die  drei  Summen  auf  der 
linken  Seite  der  Formel  sind  für  s  =  n-  der  Reihe  nach  identisch  mit  denjenigen, 
welche  Hr.  StepJien  Smith  durch 

:^,¥{A),     i:,F(zl),     E,G{A) 

bezeichnet,  und  auf  der  rechten  Seite  kommt,  da 

*)  Eeport  of  the  thirty-fifth  meeting  of  the  British  Association  for  the  advancement 
of  science.    London  186G.   Eeport  on  the  Theory  of  Numbers.  p.  365. 

L.  Kronecker^ä  Werke  IV  33 
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wird,  der  Ausdruck :  JL (^^  _  ] )  _  i_  L  +  (|-)) , 

übereinstimmend  mit  demjenigen,  welchen  Hr.  Hermite  angegeben  und  Hr.  Stephen 
Smith  in  dem  erwälinten  Berichte  aufgenommen  hat. 

Da  ich  wusste,  dass  die  Hermite'sche  Formel  aus  derselben  Quelle  gewonnen 
war,  wie  die  sämmthchen  acht  Formeln  für  die  Classenanzahlen  quadratischer 
Formen  von  negativer  Determinante,  welche  ich  im  57.  Bande  von  Borchardt's 
Journal")  aufgestellt  habe,  so  war  ich  gewiss,  dass  jene  Formel  durch  eine  Combi- 
nation  dieser  darzustellen  sein  musste,  wie  sehr  auch  dem  äusseren  Anscheine  nach 
der  Charakter  jener  Formel  sich  von  dem  der  meinigen  abweichend  zeigte.*)  Die 
Aufsuchung  einer  die  Hennite'sche  Formel  ergebenden  Combination  der  meinigen 
wurde  mir  aber  wesentHch  erleichtert  durch  die  Erkenntniss,  dass  Hr.  Hermite  bei 
seinen  bezüglichen  Betrachtungen  nur  zu  solchen  Formeln  gelangen  konnte,  für 
welche  die  Ausgangszahl  n  der  verschiedenen  Determinanten 

~n,     -  (n  -  ]-),     —  (n  -  2^),     -  (n  -  3'),     .  .  . 

ein  vollständiges  Quadrat  ist.  Übrigens  habe  ich  schon  in  meiner  Notiz  mi  Monats- 
berichte vom  Mai  1862")  ausdrückhch  hervorgehoben,  dass  in  den  mehrerwähnten 
acht  Formeln  alle  diejenigen  explicite  enthalten  sind,  welche  aus  der  Theorie  der 
singulären  Moduhi  der  eUiptischen  Functionen  hergeleitet  werden  können,  nämhch 
dadm'ch,  dass  man  in  irgend  welchen  IModulargleichungen  die  beiden  Moduln  ein- 
ander gleich  setzt.  Diese  Quelle  arithmetischer  Relationen  für  die  Classenanzahlen 
quadratischer  Formen  war  also  mit  jenen  acht  Formeln  erschöpft,  aber  andre 
Quellen  hefern  doch,  wie  ich  in  den  vorstehenden  Ent^^^ckelung■en  gezeigt  habe, 
noch  neue  ähnhche  Eelationen,  die  freilich  —  wie  bemerkt  werden  muss  —  zur 
Sumniation  der  Reihen  von  Classenanzahlen  höhere  arithmetische  Functionen  er- 


*)  Hr.  Stephen  Smith  sagt  a.  a.  0.  p.  364  mit  Recht:  And  it  is  certain  that  the 
System  of  the  eight  formulae  does,  in  this  sense,  explicitly  contain  all  the  relations  of  similar 
form,  which  have  been  subsequently  given  by  MM.  Hermite  and  Joubert.  Ferner  aber 
pag.  365  in  Bezug  auf  die  im  Text  erwähnte  Hermte'sche  Formel:  One  formula,  bowever, 
has  been  obtained  by  Mr.  Hermite  from  his  inve.'?tigation  of  the  discriminant  of  the  modular 
equation,  which  is  entirely  distinct  in  form,  and  as  it  would  seem  in  substance,  from  those 
of  M.  Kronecker. 

•)  Bd.  IV,  S.  188  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  206  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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fordern  als  jene  elementaren  Divisorensummen,  welche  ausschliesslich  in  meinen 
älteren  Formeln  auftreten.  In  allen  diesen  Relationen  wird  nämlich  ein  Aggregat 
von  Classenanzahlen  quadratischer  Formen  von  negativen  Determinanten,  die  eine 
arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden,  unmittelbar  durch  eine  zahlentheo- 
retische Function  des  Anfangsgliedes  ausgedrückt,  und  die  Natur  dieser  Fimctionen 
ist  bei  den  neueren  Formeln  eine  wesentUch  andere  und  compUcirtere  als  bei  den 
älteren.  Es  bleibt  daher  immer  noch  möglich,  dass  ausser  jenen  acht  Formeln 
überhaupt  keine  andern  existiren,  in  denen  nur  die  einfacheren,  aus  den  Divisoren 
zusammengesetzten  zahlentheoretischen  Fimctionen  zur  Summation  von  Classen- 
anzahlen gebraucht  werden,  dass  also  jene  Formeln  nicht  bloss  in  Bezug  auf  die 
Methode,  mittels  deren  sie  ursprünghch  hergeleitet  sind,  sondern  auch  au  und  für 
sich  ihrem  Inhalte  nach  ein  abgeschlossenes  System  von  Relationen  bilden.  Bis 
jetzt  wenigstens  hat  der  Weg,  welchen  Hr.  Hermite  in  seinen  beiden  Artikeln  in  den 
Comptes  Rendus  vom  August  1861^)  imd  Juli  1862")  eingeschlagen,  sowie  der  im 
Wesenthchen  damit  übereinstimmende  Entwickelungsgang,  welchen  ich  damals  zw 
einer  neuen  Verification  meiner  Formeln  benutzt  und  im  Monatsbericht  vom  Mai 
1862  veröffentUcht  habe^),  zu  keinem  Resultate  geführt,  welches  jener  Möglichkeit 
widerspräche.  Ob  aber  derartige  Resultate  etwa  schon  implicite  in  den  zahlen- 
theoretischen Aufsätzen  des  Hrn.  Liouvilh  enthalten  sind,  muss  ich  dahingestellt 
sein  lassen;  denn  ausdrückhch  ist  darin  nur  an  einzelnen  Stellen  von  Classenanzahlen 
quadratischer  Formen  die  Rede,  und  ich  vermag  nicht  zu  übersehen,  ob  irgend  welche 
der  sonst  darin  vorkommenden  interessanten  Resultate  auch  für  diese  Classenan- 
zahlen eine  Bedeutung  gewinnen  können. 


»)  Hermite,  Oeuvres  T.  II,  P.  109.  H 

■)  Hermite,  Oeu\Te3  T.  II,  P.  241.  H 

')  Bd.  IV,  S.  197  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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ÜBER  DIE  ALGEBRAISCHEN  GLEICHUNGEN.  VON  DENEN  DIE 
THEILUNG  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  ABHÄNGT.^) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  19.  Juli  1875.] 

Der  Affect  derjenigen  Gleiclnmgen  vom  Grade  o  (^^  ~  l);  deren  Wurzeln  in 
der  Jawbi'schen  Bezeichnungsweise  die  Quadrate  von 

2mK-\-2m'K'i  /m  =  o,t, .. .  «-i;  m'=i,...  1  („-i) 

sin  am (  ,  ^ 

W  \  m  =  l,...  —  (n-I);  m'  =  0 

sind,  ist  meines  Wissens  bisher  noch  nicht  bestimmt  worden,  obgleich  diese  Be- 
stimmung oder,  wie  es  in  der  (r'aiois'schen  Ausdrucksweise  heissen  würde,  die  Er- 
mittelung der  Gruppe  der  Gleichung  offenbar  eine  ganz  fimdamentale  Bedeutung 
für  den  algebraischen  Theil  der  Theorie  der  eUiptischen  Fimctionen  hat.*)  Freihch 
würde  die  bezügUche  Untersuchung  auch  ganz  besondere  Schwierigkeiten  darbieten, 
wenn  keinerlei  Anhaltspunkte  dafür  vorhanden  wären;  aber  das  Endresultat  lässt 
sich  fast  unmittelbar  aus  zwei  werthvoUen  Notizen  ableiten,  die  beinahe  seit  einem 
halben  Jahrhundert  in  einem  .löeZ'schen  und  einem  Jacobi'schen  Aufsatze  gedruckt 
vorhegen,  und  die  Kemitniss  des  Zieles  erleichterte  mir  wesentüch  die  Auffindung 
des  Weges. 


-o^ 


Versteht  man  unter  g  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -f  oo,  unter  h  die 
sämmthchen  positiven  und  negativen  ungraden  Zahlen  und  setzt  nach  Jacohi 
(Fundamenta  pag.  85) 

ferner 


e 

K 

=  9. 

Iv 

±n*' 

) 

V  A  = 

Zq' 

Zq"'' 

*)  Hr.  C.  Jordan  hat  in  seinem  Traite  des  Substitutions  pag.  343  die  bezeichnete 
Frage  zwar  erwähnt,  ist  aber  nicht  näher  darauf  eingegangen. 

')  Vgl.  Zusatz  72  am  Ende  dieses  Bandes.  H 


264  GLEICHUNGEN  FÜR  DIE  THEELUNG  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

die  Summationen  resp.  auf  alle  Zahlen  g  und  h  bezogen,  so  sind  x  und  ?.  zwei  Moduln 

eUiptisclaer  Functionen  und  der  eine  der  transformirte  des  andern.    Die  Zahl  n, 

welche  die  Ordnung  der  Transformation  angiebt,  sei  migrade,  ferner  sei  q^  irgend 

1  

ein  bestimmter  Werth  von  q" ,  i  =  Y  —  1  und 

e  "    =  w,     q^=  mq^. 
Alsdann  sind  auch  n  von  den  transformirten  Moduln  durch  die  Gleichung 


yK=    ^T^  (r  =  0,l,....-l) 


bestimmt.   Setzt  man  noch  e  =  {—  1)^  "      und 


yu  =  yen-^^-^!      yu.   = j  r  =  o,i,...>.-i) 


Zq'-''       '  '  '      2:9' 

so  sind  die  Grössen  /n  die  Multiphcatoren  bei  der  Transformation  der  elhptischen 
Functionen  und  stimmen  mit  denjenigen  überein,  welche  Jacobi  im  III.  Bande  von 
Grelle' &  Journal  pag.  308')  mit  M  sonst  aber  und  namenthch  in  den  Formeln  der 
Fundamenta  überall  mit  -^  bezeiclmet  hat.  Dies  vorausgeschickt  geht  der  Quotient 


^rcü-^^'W!. 


bei  Ausführung  der  Summationen  im  Zähler  und  Nenner  in 


nlfl  +s/i 

2:q' 

h 

9 

über*),  und  es  resultirt  bei  Anwendung  der  Bezeichnungen  der  Fundamenta  die 

Formel  .,  -4,,s/3 

Cil)  ~ .,.   , =  sincoam  (  ''■   \  A)  (,=0,1,. ..n-i). 


*)  Die  Ausdrücke  •y^q'"'''  +  ^'''  sind  für  s  =  0,  1  •  ■  ■  ^  {n  —  1)  den  {  (w  +  1)  Größen  ,1 
proportional,  welche  bei  Jacohi  a.  a.  0.  {Grelle  s  Journal  III  pag.  308)')  vorkommen. 

')  Jacobi,  VVeikf,  Bd.  I,  S.  iißl.  U 
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Gemäss  den  Formeln  15  und  21  pag.  101  der  Fundamental)  ist  nun: 

^^  siu  coiim  [^^,  ^)  =  ^  ^  (-  1)        q      iq  -^q    ), 

h        h' 

xK  irK        o'V'V/       ix3'''~"    2''''"         2rh"ji 

cos  am  -^-  =  2^  ^  (—  1)  5        cos  —  —  , 

WO  die  auf  h,  Ji,  h"  bezügliclien  Summationen  auf  alle  positiven  uugraden  Zahlen 
zu  erstrecken  sind,  und  also 


^,  "^         irsTi  irK  ,   .    ■  ßsA'i     ,\ 

;xR  /,  COS COS  am  =  71äA  sm  coam    ,  /.  , 

^— '  n  n  \    n  / 

r  =  0 

da  bei  der  Simimation  in  Beziehung  auf  die  n  Werthe  von  r  alle  diejenigen  TheUe 

2  7,  cos cos 

oder 

71 


"V'         2r{h"+s)n    ,    "^ 


wegfallen ,  in  denen  h"  +  s  oder  h"  —  s  nicht  durch  n  theilbar  ist,  so  dass,  wenn  die 
ganze  Zahl  s  <  .^  n  vorausgesetzt  wird,  nur  diejenigen  Werthe  von  h"  beizubehalten 
sind,  fiü-  welche  resp.  ^^„  ^  ^^  ^^,  _  .^^  ^    ^^„  ^  ^^^^,  ^  ^^ 

und  h'  irgend  eine  positive  ungrade  Zahl  ist.  Es  ist  hier  im  Anschluss  an  die  Be- 
zeichnungen der  Fundamenta  „^- 

/l  =  ^~  ,  A'  =  uK' 

n 

gesetzt.  Die  entwickelte  Formel  mid  die  ganz  ebenso  abzuleitende  für  sin  am  kann 
man  auch  folgendermaassen  darstellen : 

NT)    .     irsTt    .  irK        i).ii    ■  /2sA'i     .\ 

^,  sm        -  sm  am     -    =  — -  sm  am  ,  /. 

(I) 

r=n-l 
■^1         irsn                irK        c/.u     ■                r2sA'i     ,\ 
>  cos cos  am  —     =  — -  sm  coam ,  Ä), 

r=0 

und  diese  Formeln  gelten  für  jede  beliebige  ganze  Zahl  s,  auch  für  -s  =  0.   Sie  ver- 

»)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  157.  H 

L.  Kroneckers  Werke  IV  34 
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wandeln  sich  bei  Anwendung  der  Transformations- Gleichungen  No.  16  sqq.  p.  48 
der  Fundamental)  in  folgende: 

"^■V    .     4r,s-.i    .             4rJl         ."^"V    •             4fK  +  2sA"i 
7,  sm  siii  am =  %  /,  sin  am 

1=0  r  =  0 

(la) 

•sh         irsn                irK  "S^    .  irK  +  2sK'i 

/,  COS COS  am =  £  /,  sm  coam  , 

r=a  r=0 

welche  auch  direct  auf  dem  angegebenen  Wege  mit  Hilfe  der  Entwickelungen 
No.  15,  19  und  21  pag.  101  der  Fundamental)  verificirt  werden  können.  EndUch 
führt  dieselbe  Methode  zu  der  Gleichung 

/TTN                                                    V    i'i   ■            4rK  +  4sK't        „ 
(II)  2jCü      sm  am =  0, 

in  welcher  die  Summation  entweder  auf  die  n  Werthe  r  =  0,  1,  .  .  .  w  —  1  oder  auf 
die  Ji  Werthe  s  =  0,  1,  ...  w  —  1  zu  erstrecken  ist.  Die  Gleichung  (II)  kommt  schon 
bei^fee^  vaCrelle's  Journal  Bd.  IV p.  241^)  (Oeuvres  completes  I  p.  331)  vor,  nur  dass 
a.  a.  0.  die  mit  sin  am  multiplicirten  wten  Wurzeln  der  Einheit  nicht  näher  bestimmt 
sind.  Die  Gleichung  repräsentirt,  wenn  in  Beziehung  auf  r  summirt  wird,  (n  —  1) 
Gleichungen  für  die  (n  —  1)  Werthe  s  =  1,  2,  .  .  .  w  —  1  und  ergiebt  also  die  wten 
Wurzeln  der  Einheit  rational  (als  Quotienten  von  Determinanten)  dargestellt  durch 
die  Wurzehi  der  betreffenden  Theilungsgleichung  der  elhptischen  Functionen.  —  Die 
Formeln  (I)  und  (II)  lasseir  ^iöh  auch  aus  der  Jacofci'schen  Formel  No.  1  im  4.  Bande 
des  C'reife'schen  Journals  pag.  190*)  ableiten  oder  auch  aus  derjenigen,  welche 
Hr.  Hermite  im  32.  Bande  desselben  Journals  p.  287^)  angegeben  hat,  und  welche 
zu  jener  Jaco6i'schen  Formel  führt. 

Die  oben  zuerst  entwickelte  Formel  (''^l)  geht  mit  Benutzung  der  letzteren 
von  den  beiden  Formeln  I  in  folgende  über: 


'      . —-  ^     nr\a r*f\c!   •iitt    .^. 


i:<o-'--'yxjr,.     '  4' 


cos cos  am 


>)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  99.  H 

=)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  157.  H 

»)  Abel,  Oeuvres  T.  I,  p.  523.  H 

♦)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  272.  H 

')  Hermilc,  Oeuvres  T.  I,  -p.  18  et  seq.  H 
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und  hieraus  folgt  eine  bemerkenswerthe  Darstellung  von  Wurzeki  der  Theilungs- 
gleicliung  dui-ch  die  der  Modulargleichung : 

(III)        .  cos  am  =  /,  cos ,    .   , —  (r,,  =  o,i,...n-i) 

Aus  der  identischen  Gleichung  am  Ende  von  pag.  47')  der  Fundamenta  folgt  mit 
Hilfe  der  ersten  der  beiden  Formeln  (I),  dass  der  Ausdruck 

[z   -  sm   am  — )  +  2i^  sui     ^^    sia  am    ,^      [J  i       ~    .,  .  ., ^tk] 

r  t  ■%-*■  \  H'  Sin"  am / 

\  n   / 

(r,(  =  l,S,  ■■     i-(.i-l)^ 

mit  dem  Producta  .___/  4rK  +  '>sK'i\ 


(r  =  0,  1,  ...n-1) 


vollständig  übereinstimmt.   Jener  Ausdruck  (IV)  verschwindet  also  für 

z  =  sin  am '  und  es  ist  daher  sin  am  "        Wurzel  einer  Gleichunq  uteri  Grades, 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 


n  2  1  •  ^^^ 

e      ,  y.     und    sin  am  — 
n 

sind.  Die  Gleichung  ist  eine  Äbel'sche  und  es  geht  unmittelbar  aus  derselben  her- 
vor, dass  für  jede  behebige  Zahl  r  und  s 

4rsK  +  2sK'i 

Sin  am 

n 

sich  als  das  Product  zweier  Factoren  darstellen  lässt,  von  denen  der  eine 


2-'" 


4t  K 

sm  am         ■■ 
11 


der  andere  eine  rationale  Function  der  Grössen 

4rsK  +  2.sK'i 


>s",  /.",  sin"  am 


n 


ist.    Daraus  folgt,  dass  das  Verhältniss  der  beiden  Producte 

n-irsK  +  2sK'i      T—r  ■  ^^^^  /  i  \ 

sm  am -,    I  I  sm  am  — ^  (,-i,i,  .  -^(-.-dj 


1)  JacoU,  Werke,  Bd.  I,  S.  98. 


H 
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und  also  auch  ieder  Quotient  / —       ,-. 

sich  als  rationale  Function  der  Grössen 

'^  >    ^   >    ■''•4, 

ausdrücken  lässt.  Die  Formel  (III)  ergiebt  hiernach  sin^  am  —  als  rationale  Func- 
tion von  ^ 

e  "  ,  yJ,  7J,  t^,  A;.  .  .  .  X\^^ 

dargestellt,  imd  zwar  ist  dieselbe  in  Bezug  auf  die  letzten  n  Grössen  /-  cykhsch, 
wie  aus  den  algebraischen  Eigenschaften  der  Modulargleichung  vorauszusehen  war. 
Dass  eine  solche  Darstellung  möglich  ist,  hat  schon  Jacohi  im  CreZZe'schen  Journal 
Bd.  4  pag.  193^)  Art.  VI  erwähnt  und  in  einem  seiner  Briefe  an  Legendre^)  (Bor- 
cJiardt's  Journal  Bd.  80  pag.  257)  als  bemerkenswerth  hervorgehoben,  ohne  jedoch 
irgend  eiue  Andeutung  über  die  Herleitungsweise  beizufügen.  Dass  an  beiden 
citirten  Orten  sta  am  selbst  steht,  muss  auf  einem  Versehen  beruhen ;  denn  es  ist 
klar,  dass  nur  das  Quadrat  von  sin  am  als  rationale  Function  der  Moduln  ausdrück- 
bar ist,  da  der  Affect  der  Modulargleichung  bekanntlich  für  eine  Primzahl  n  von  der 
Ordnung  .,  n{n-  —  1)  ist,  und  also  die  Ordnung  jeder  algebraischen  Function  von  x, 
die  eine  rationale  Function  der  {n  -f  1)  Moduln  A  ist,  nur  ein  Theiler  von  .,  «(«.^  —  1) 
sein  kann. 

Die  Existenz  einer  ^feerschen  Gleichimg  wten  Grades  für  sin  am  - — -,  deren 
Coefficienten  rationale  Functionen  von  m,  x^  und  sin  am  sind,  führt  unmittelbar 
zum  Affect  der  Theilungsgleichung  oder  des  primitiven  Factors  derselben,  welcher 

nur  alle  diejenigen  Wurzeln  .  r-  ^  o  r-,  • 

Sin  am 

n 

enthält,  bei  denen  nicht  alle  drei  Zahlen  »,  r,  s  einen  gemeinsamen  Theiler  haben. 
Die  Anzahl  dieser  Wurzeln  ist  nämlich,  wenn  sämmtUche  Primfactoren  von  n  mit  p 
bezeichnet  werden,  _-_  1  % 

»nc-,.)' 

»)  JacoU,  Werke,  Bd.  I,  S.  275.  H 

»)  Jacohi,  Werke,  Bd.  I,  S.  436.  H 
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und  es  ist  daher  bei  Adjunction  der  nten  Wurzel  der  Einlieit  w  die  Ordnung  des 
Affects  oder  der  Grad  des  irreductibeln  Theils  des  Gleichungssystems 

•2K  .  IK'i 

11  =  sin  am  — ,  z  =  sin  am 

höchstens  gleich  dem  «fachen  jener  Zahl  d.  h.  höchstens  gleich 

■no-pV)- 


n^ 


p 


Nun  ist  aber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen  der  Congruenz 

ad  —  bc  ^  1  mod n 
genau  gleich  eben  jener  Zahl 


n' 


p 

.3ß-l  , 


m  -  ^)' 


denn  für  n  =  f"  giebt  es  p  ""  (p  —  1)  Lösungen,  bei  denen  a  prim  zu  jj  ist  und 
h,  c  behebig  sind  und  noch  p^''~'{p  —  1)  Lösungen,  bei  denen  a  durch  p  theilbar, 
6  prim  zu  f  und  d  behebig  ist,  und  aus  je  zwei  Lösungen  zweier  Congrueiozen 

ttjdj  —  fc^c^=  1  modnj,   a,d^  —  b^c^^l  modn^ 

lässt  sich,  falls  /«i  und  «2  relativ  prim  sind,  eine  Lösung  der  Congruenz 

ad  —  bc  =  1  modn^n., 

zusammensetzen.  Da  ferner  der  irreductible  Theil  jenes  Gleichungssystems  in  der 
That  für  alle  Werthsysteme 

,(n.                                                .            2aA"  +  2bK'i                .            2cK  +  2dK'i 
(58)  y  =  smiim ,  ^  =  sin  am 

!  erfüllt  sein  muss,  bei  denen  ad  —  bc^l  mod  n  ist,  also  der  Grad  desselben  oder 
die  Ordnung  des  Affects  mindestens  gleich 


■nc-;.) 


sein  muss,  so  giebt  diese  Zahl  genau  die  Ordnung  des  Affects  an.    Wemi  daher 

F(y^,  yJ)  =  0  den  primitiven  Factor  der  Theilungsgleichung  und  ^{y,  z,  y.-,  (o)  den 

I  Ausdruck   IV  bedeutet,   sofern  man  sich  darin  sin  am  ^^  und  sin  am als 

I         .  .  .  9  K"  .  2  /v 

nationale  Fimctionen  von  sin  am  —   und  y.'-  ausgedrückt  imd  alsdami  sm  am 
durch  y  ersetzt  denkt,  so  genügen  dem  Gleichungssystem 

F{y^  -J)  =  0,     0(2/,  z,  x\  o>)  =  0 
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jene 


m  ~  )) 


Werthe  (93)  imd  keine  andern,  und  es  ist  dabei  in  dem  Sinne  irreductibel,  dass  kein 
System  von  Gleichungen  in  y,  z,  deren  Coefficienten  rational  in  x  sind,  durch  die 

Werthe  •  .         2K  .         2K'i 

y  =  sin  am  — ,   ,"  =  sin  am 

befriedigt  werden  kann,  ohne  zugleich  die  sämmthchen  Werthsysteme  (58)  zu  ent- 
halten. —  Ist  n  Primzahl  und  nho  F{y^,  x^)  in  Beziehung  auf  y  vom  Grade  {n^  —  1), 

2  .1  / 

SO  zerfällt  F  bei  Adjunction  von  e  "  und  sin  am  in  {n  —  1)  lineare  Factoren 
und  in  {n  —  1)  Factoren  vom  Grade  n;  die  letzteren  unterscheiden  sich  unterein- 
ander nur  durch  die  (n  —  1)  verschiedenen  «ten  Wurzeln  der  Einheit,  und  jeder 
derselben  ist  durch  den  Ausdruck  IV  gegeben,  wenn  darin  die  Variable  z  durch  y 
ersetzt  wird. 

Die  Gleichung  F(x,  x^)  =  0,  deren  Wurzeln  x  =  sin^  am  -     etc.  sind,  ist 
vom  Grade  .,  ix 

p 

hat  also  einen  Affect  von  der  Ordnung 

p 

und  da  sich,  wie  schon  Jacobi  ausgesprochen  hat,  die  Wurzeln  x  durch  die  Wurzeln 
der  Modulargleichung  rational  ausdrücken  lassen,  so  muss  der  Affect  der  Gleichung 
F{x,y^)  =  0  mit  demjenigen  des  primitiven  Factors  der  Modulargleichung  über- 
einstimmen. Diese  primitive  Gleichung  ist  vom  Grade 


»n('+i)- 


und  da  die  Ermittelimg  ihres  Affects  keine  Schwierigkeiten  bietet,  so  konnte  aus 
dem  Jaco&i'schen  Ausspruche,  wie  oben  in  den  einleitenden  Worten  erwähnt  worden 
ist,  auf  den  Affect  der  Theilungsgleichung  geschlossen  werden.  Ebenso  konnte  aus 
den  schon  bei  Abel  vorkommenden  Gleichmigen  (II)  a  priori  die  Existenz  einer 

Gleichung  ^A'      .         2K'i     .,     n      . 

0  (am  am  — ,   sm  am         ,  x  ,  w j  =  0 
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erschlossen  werden ;  denn  setzt  man  in  (II)  die  Zahl  s  =  ^  (»  +  1 ),  und  denkt  man  sich 
alsdann  die  sin  am  darin  als  rationale  Functionen  von 

sui  am  — ,  siii  am  ,  y. 

n  n 

ausgedrückt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

,„  /  .  SA"       .  '2K'i       2       \         n 

T   sm  am  -    ,  sm  am  ,  x  ,  w    =  0, 

\  n  n  / 

und  man  ersieht  unmittelbar,  dass  die  beiden  Gleichungen 

F  {z\  X-)  =  0,    «f  (sin  am  ^,  2,  x-,  to)  =  0 

nur  die  «  Wurzeln  4rK  +  2K'i 

z  =  sin  am -  ('=0,1,    .«-i) 

n 


gemein  haben  können,  dass  also  wirkhch  eine  Gleichung 

0  (sin  am  ^^— ,  z,  x^,  wj  =  0 
existiren  muss,  welche  in  Beziehung  auf  z  vom  Grade  n  ist. 

Die  fundamentale  Natur  der  Theilungsgleichimg  zeigt  sich  vor  Allem  darin, 
dass  ihre  Discriminante  nur  wesentUche  Factoren  oder  nur  Factoren  der  Discrimi- 
nante  der  Gattung  enthält,  diesen  Ausdruck  in  dem  Sinne  genommen  wie  im 
Monatsbericht  von  1874  pag.  447.')  Geht  man  nämhch  von  den  zwei  Hauptformehi 
für  die  0-Function  aus,  welche  in  Jacobi's  Fimdamenta  auf  pag.  145  mit  No.  2') 
und  auf  pag.  152  mit  No.  3^)  bezeichnet  sind,  so  gelangt  man  unmittelbar  zu  der 
Gleichung*) 

1  —  y/  sm-  am  u  sinam ' =0(0)        •     -  zpr, 

in,  m' 

|lS  in<  — n,  0  S(/.'<)i  und   m  =  0,  1  S  m'<  ^  ;i  1 

und  hieraus  folgt  mittels  der  Additionsformel 

sin*  am  u  —  sin^  am  v  =  sin  am  (m  -f  i")  sin  am  {u  —  v)  (l  —  x'  sin"  am  u  sin^  am  v), 

')  Bd.  I,  S.  483  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

2)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  198.  H 

»)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  204.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  73  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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dass  das  Product  der  sämmtlichen  J(%^  —  1)  (n"  —  3)  Differenzen  der  K«"  —  1) 

Grössen  ^  ,.  .  /«.,<>      i ,    ,, 

y-  sin  am ■ 1  , 

"  \  0<m<  — 7l;  OSm'<" 

ist.  Die  Discriminante  der  Theilungsgleichung  ergiebt  daher  nur  die  wirklicli  kri- 
tischen Werthe  x  =  oo,  0,  +  1)  während  die  Discrimmanten  abgeleiteter  Glei- 
chungen wie  z.  B.  die  der  Modular-  und  Multiplicator- Gleichungen  noch  ausser- 
wesenthche  Factoren  enthalten,  die  als  solche  für  die  Gattung  algebraischer  Func- 
tionen von  y.,  welche  durch  die  Gleichung  definii't  werden,  ohne  alle  Bedeutung  sind. 
Das  angedeutete  Verhältniss  ist  ganz  äimHch,  wie  das  der  Gleichung  «''  ~  ^  -f  a;^  ~  ^  H — 
+  1  =  0  (p  Primzahl)  zu  den  daraus  abgeleiteten  Gleichungen  für  die  G^auss'schen 
Perioden.  Wenn  bei  den  Modulargleichungen  grade  auch  die  ausserwesentlichen 
Factoreu  der  Discriminante  insofern  eine  Bedeutung  haben,  als  sie  für  die  singulären 
Werthe  des  Moduls  verschwinden,  so  hegt  dies  nur  darin,  dass  zwei  verschiedene 
transformirte  Moduln  für  die  Ordnung  n  aus  einander  durch  eine  Transformation 
der  Ordnung  w^  entstehen,  und  dass  überhaupt  die  Gleichsetzung  eines  Moduls  mit 
einem  transformirten  zu  jenen  Moduhi  führt,  welche  ich  singulare  genannt  habe. 
Aber  die  Beschränlcung  auf  eine  quadratische  Ordnungszahl  ist  hierbei  ganz  un- 
wesenthch  und  in  Beziehung  auf  tiefere  algebraische  und  arithmetische  Unter- 
suchimgen  sogar  nachtheihg. 

NACHTEÄGLICHE  NOTIZ  VOM  10.  APRIL  1876. 

In  einem  aus  Christiania  vom  4.  April  d.  J.  datirten  Briefe  macht  Hr.  Sylow 
mich  darauf  aufmerksam,  dass  er  bereits  vor  einigen  Jahren  die  Frage  behandelt 
habe,  welche  in  meiner  Mittheilung  vom  19.  Juh  v.  J.  den  Ausgangspunkt  bildet. 
Hr.  Sylow  hat  die  Güte  gehabt,  mir  gleichzeitig  einen  Separatabdruck  seiner  mir  bis 
dahin  unbekannt  gebliebenen  Notiz  {ßm  den  Gruppe  af  Substitutioner,  der  tilhorer 
Ligningen  for  Division  af  Perioderne  ved  de  elliptiske  Funktioner.  Af  L.  Sylow. 
Saerskilt  aftrykt  af  Vidensk.-Selsk.  Förhandlinger  for  1871.)  zu  übersenden  und  eine 
deutsch  geschi-iebene  Erläuterung  beizufügen.  Daraus  ersehe  ich,  dass  die  Syloio'sche. 
Deduction  ganz  auf  den  in  meiner  Abhandlung  (Monatsbericht  1875.  S.  501)")  mit 

')  Vgl.  Zusatz  74  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

^)  Bd.  IV,  S.  266  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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(II)  bezeiclineten  Abelschen  Formeln  beruht  und  ihrem  eigenthchen  Inhalte  nach 
mit  der  Betrachtung  übereinstimmt,  welche  ich  dort  in  der  Einleitung  angedeutet 
und  auf  S.  506^)  (ZeUe  9  bis  21)  vollständig  ausgefülut  habe.  Diese  Deduction 
führt  allerdings  zur  Bestimmung  des  Affects  der  Theilimgsgleichung,  denn  sie  zeigt, 
wie  aus  jenen  Abehchen  Formehi  a  priori  die  Existenz  einer  Gleichmig  zu  erschhessen 
ist,  deren  Wurzeln  die  n  Grössen 

4rK  +  -IK'i 
sin  am (r=o,i,...,B-i) 

und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  sin  am  "  ,y.^  und  m  sind,  aber 
für  die  ^\•irkhche  Aufstellung  dieser  Gleichimg,  für  die  Ermittelung  ihrer  Eigen- 
schaften und  für  die  Wiederauffindung  jener  damit  zusammenhängenden  (schon 
von  Jacohi  angegebenen)  Eigenschaften  der  Modulargleichimg  bedurfte  es  ander- 
weiter Hülfsmittel  der  Untersuchung. 


')  Bd.  IV,  S.  271  (Zeile  1  bis  12)  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 


L  Krf>aecker"d  Werke  I  V 
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ÜBER  DEN  VIERTEN  GÄUSS'SCHEN  BEWEIS  DES  RECIPROCITÄTS- 
GESETZES  FÜR  DIE  QUADRATISCHEN  RESTE. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  29.  Juli  imd  28.  Oktober  1880]. 

Gauß  hat  im  Axt.  33  seiner  Abhandlung  Summatio  quarumdam  serierum  sin- 
gularium^)  (19.  September  1808)  das  Reciprocitätsgesetz  für  die  quadratischen  Reste 
als  eine  Folge  der  in  den  vorhergehenden  Artikeln  erlangten  vollständigen  Werth- 
bestimmung  jener  Reihen,  die  jetzt  als  Gaußsche  bezeichnet  werden,  aufgezeigt, 
ohne  aber  die  eigenthche  Quelle  der  algebraischen  Identitäten  anzugeben,  welche 
den  Ausgangspunkt  der  ganzen  Entwickelungen  bilden.  Als  nun  im  Jahre  1837 
Dirichlet  im  17.  Bd.  des  CreZfeschen  Journals-)  die  Gauß&Gken  Reihen  mittels  be- 
stimmter Integrale  summirte  und  im  letzten  Paragraphen  seines  Aufsatzes  die 
Gaußsche  Ableitung  des  Reciprocitätsgesetzes  reproducirte,  konnte  man  wohl  in 
den  Dirichletaclien  Integral  -  Betrachtungen  eine  neue  Beweismethode  für  dieses 
Fimdamentaltheorem  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  sehen.  Wenige  Jahi'e  nach 
Dirichlet,  im  Jahre  1840,  hat  aber  Cauchy  im  V.  Bande  des  Lioudlkschen  Journals 
pag.  154  sqq.  einen  Aufsatz  veröffentlicht,  in  welchem  er  die  vollständige  Bestimmung 
der  Gauß  sehen  Reihen  aus  einer  von  ihm  früher  pubUcirten  Formel  herleitete  und 
eine  werthvoUe  Bemerkung  über  einen  daraus  hervorgehenden  Beweis  des  Recipro- 
citätsgesetzes daran  knüpfte.  Caucluj  sagt  in  der  Einleitung  von  jener  Bestimmung: 
„.  .  .  et  cette  determination,  comme  Font  observe  MM.  Gauß  et  Dirichlet,  est  un 
Probleme,  qui  presente  de  grandes  difficultes.  Les  methodes  ä  l'aide  desquelles  on 
est  parvenu  jusqu'ici  ä  surmonter  cet  obstacle,  sont  Celles  que  M.  Gauß  a  developpees 
dans  son  beau  Memoire,  qui  a  pourtitre:  'summatio  serierum  quarundam  singula- 
riuni"  et  celle  que  M.  Dirichlet  a  deduite  de  la  consideration  des  integrales  definies. 
En  reflechissant  sur  cette  matiere  j  'ai  ete  assez  heureux  pour  trouver  d'autres  moyens 
de  parvenir  au  meme  but;  et  d'abord  il  est  assez  remarquable,  que  la  formule  de 


1)  Gauß,  Werke,  Bd.  II,  S.  11.  H 

2)  Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  259.  H 
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Gauß,  qui  determine  completement  les  sommes  alternees  avec  leur  signe,  se  trouve 
comprise  comme  cas  particülier  dans  une  autre  formule  que  j'ai  dormee  en  1817  dans 
le  Bulletin  de  la  Societe  Philomatique.  Cette  derniere  formule,  qui  parut  digne 
d'attention  ä  l'auteur  de  la  Mecanique  Celeste,  sert  ä  la  transformation  d'une  somme 
d'exponentielles  dont  les  exposants  croissent  comme  les  carres  des  nombres  naturels; 
et  lorsqu'on  attribue  a  ces  exposants  des  valeurs  imaginaires,  on  retrouve  avec  la 
formule  de  M.  Gauß  la  loi  de  reciprocite ,  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers." 
Dieser  Catiehy  sehe  Weg  zur  Bestimmung  der  Gauß  sehen  Reihen  führt  auf  die  eigent- 
liche Quelle  der  Dirichletschen  Methode;  denn  die  Transformation  der  ö -Reihen,  auf 
welche  sich  die  Cauchy  sehe  Entwickelung  gründet,  wird  von  Jacobi  mittels  derselben 
Methode  hergeleitet,  welche  Dirichlet  auf  die  Summation  der  Reihen 

i  =  q —  1  i  =  7  -  l 

i  =  Ü  ■"  1  =  0  ^ 

anwendet.  Da  nun  bei  Cauchy  die  6 -Reihen  an  der  Grenze  der  Convergenz  benutzt 
werden,  so  beschränkt  sich  der  Unterschied  zwischen  der  Ca i(cÄ?/ sehen  und  der 
Dirichlet  sehen  Methode  nur  darauf,  daß  in  der  einen  der  Grenzübergang  nach 
Herleitung  der  Transformationsformel,  in  der  andern  vorher  gemacht  wird.  Aber 
die  von  Cauchy  zuerst  bemerkte  Beziehung  zwischen  der  linearen  Transforma- 
tion der  6 -Reihen  und  der  Werthbestimmung  der  Gaußschen  Reihen  ist  noch 
enger,  als  wohl  Cauchy  vermuthet  hat.  Beides  ist  mit  einander  vollkommen 
äquivalent;  demi  es  läßt  sich  nicht  nur,  wie  bei  Cauchy,  die  Werthbestimmung 
der  Gaußschen  Reihe  aus  der  ö  -  Transformation  sondern  auch  umgekehrt  diese 
aus  jener  ableiten,  und  wenn  dabei  wiederum  jene  andern  Entwickelungen 
Cauchy s  zur  Verwendung  kommen,  welche  die  Grundlagen  der  Functionentheorie 
bilden,  so  ist  dies  wohl  geeignet,  die  Bedeutung  Cauchy  scher  Forschungen  für 
den  Fortschritt  der  mathemetischen  Erkenntniß  in  ein  helles  Licht  zu  setzen. 
Das  Merkwürdige  der  erwähnten  Beziehung  zwischen  der  9 -Transformation  und 
der  Werthbestimmung  der  Gaußschen  Reihen  tritt  aber  nocli  mehr  hervor,  wenn 
man  die  nahe  Beziehmig  der  letzteren  zum  Reciprocitätsgesetz  ins  Auge  faßt 
und  darnach  erkennt,  daß  durch  die  G'aM^ sehen  Reihen  ein  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Transformationsgleichung  der  0 -Reihen  und  der  Reciprocitätsgleichung 
für  die  quadratischen  Reste  vermittelt  wird,  der  die  beiden  auf  so  ganz  ver- 
schiedenen Gebieten  hegenden  Resultate  als  gewissermaaßen  äquivalent  zu  be- 
zeichnen gestattet. 
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Um  den  Zusammenhang  klar  zu  legen,  werde  ich  den  bekannten  Catichy- 
schen  Satz  in  Kurzem  entwickeln  und  alsdann  auch  die  Ö-Transformation  unmittel- 
bar darauf  gründen. 

Ist  f{x,  y)  eine  eindeutige  Function,  deren  erste  und  zweite  Ableitungen  in 
einem  von  einer  geschlossenen  Curve  umgrenzten  Gebiete  durchweg  endlich  sind, 
so  ist  das  über  diese  Curve  erstreckte  Integral  fdf{x,  y)  gleich  Null.^)  Wenn  näinlich 
in  einem  Theilgebiete  die  Coordinaten  x,  y  eindeutig  als  Functionen  von  r  imd  s 

x  =  cp{r,s),    y  =  y>{r,s) 

ausgedi'ückt  werden,  und  zwar  so,  daß  das  Gebiet  durch  eine  Schaar  geschlossener 
Curven  erfüllt  ist,  von  denen  jede  dadurch  charakterisirt  ist,  daß  r  fest  bleibt  und  s 
von  0  bis  1  variirt,  während  die  Schaar  entlang  r  von  0  bis  1  geht,  so  sind  die  Punkte 
X  =  (p{r,  0),  y  =  y){r,  0)  durchweg  mit  den  Punkten  x  =  <p{r,  1),  y  —  rp{r,  1)  iden- 
tisch und  die  Begrenzimg  des  Gebiets  wird  durch  die  beiden  Cur\'en 

X  =  9^(0,  s),     y  =  ipiO,  s) 
x  =  (p{l,s),     y  =  y>{l,s) 

gebildet.  Das  über  jenes  Theilgebiet  erstreckte  Integral 


fj 


er  öS 


wird  daher,  je  nachdem  mit  der  einen  oder  der  andern  Integration  begonnen  wird, 

0  0 

imd  da  der  Werth  von  |^^  für  s  =  0  und  s  =  1  derselbe  ist,  so  folgt,  daß  der  Werth 
des  Integrals  i  i 

n^-Als     oder      n^^-^^^^-yXds 

0  0 

oder  also  des  über  die  ganze  Begrenzung  des  Theilgebietes  erstreckten  Integrals 

fdf{x,y) 

in  der  That  verschwindet.  Das  ursprünglich  gegebene  Gesammtgebiet  kann  nun  in 
lauter  solche  Theilgebiete  zerlegt  werden ;  es  kann  femer  angenommen  werden,  daß 


')  Vgl.  Zusatz  75  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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die  Ableitungen  ^  und  „—  außeiiialb  des  Gebietes  überall  den  Werth  Null  haben, 
o       ex  dy 

In  Folge  dessen  kann  jenes  Resultat  dahin  formulirt  werden,  daß 

(I)  fdf{x,y)  =  0 

wird,  wenn  die  Integration  über  die  gesammte  „natürliche  Begrenzung"  erstreckt 
wird,  d.  h.  über  eine  Linie,  die  alle  Flächentheile  aus-  oder  abschließt  und  alle  Linien 
und  Punkte  umschließt,  in  denen  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  /  jene 
Bedingung,  endliche  Werthe  zu  haben,  nicht  erfüllen.  Man  sieht  aber  zugleich,  daß 
unbeschadet  des  Resultats  Theile  der  natürlichen  Begrenzung  weggelassen  werden 
können,  welche  einzelne  Punkte  umschließen,  in  denen  die  ersten  Ableitungen  von  / 
unstetig  aber  zugleich  endlich  sind,  und  solche,  die  ganze  Linien  von  endlicher  Länge 
umschheßen,  in  denen  die  Bedingung  der  Endlichkeit  der  zweiten  Ableitungen  nicht 
mehr  erfüllt  ist,  während  die  Stetigkeit  der  ersten  Ableitungen  bestehen  bleibt.  Für 
die  nachher  zu  machende  Anwendung  ist  aber  noch  hervorzuheben,  daß  für  ein  Ge- 
biet, in  welchem  die  Punkte  durch 

x  =  q>{r,s),     if  —  f{r,  s)\  r  =  obi8 1,  j  =  oiii8i, 

dargestellt  sind,  das  Resultat  i 

0 

sich,  wenn  - ,  ,         . ,  „ 

dx  ds  ^  dy  ds       ^^  '    > 

gesetzt  wird,  expHcite  folgendermaaßen  darstellt: 

h-rt  ~  l  h~n  —  \ 

(II)  Hm  ■    ^,  lim  •  y  (r,  -''  )  —  lim  •  ~  ^,  lim  •  y  (r,  — )  =  0, 
wobei  die  Reihenfolge  der  Grenzoperationen  besonders  zu  beachten  ist. 

Schließlich  ist  daran  zu  erinnern,  daß  die  Cauchysche  Darstellung  der  Func- 
tion einer  complexen  Veränderlichen  z : 

nur  ein  Corollar  der  vorstehenden  Entwickelung  ist,  und  daß  hieraus  wiederum  ganz 
unmittelbar  die  Sätze  folgen,  daß  wenn  F(z)  auf  der  ganzen  Begrenzung  constant 
oder  wenn  es  auch  im  Unendlichen  durchweg  endlich  bleibt,  es  nothwendig  überall 
constant  sein  muß. 
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Dies  vorausgeschickt  soll  nunmehr  die  lineare  Transformation  der  0 -Reihen 
mit  Hülfe  der  Ca (/cÄ?/ sehen  Betrachtungen  entwickelt  werden.^) 

Bedeutet  u  eine  Größe,  deren  absoluter  Betrag  größer  als  Eins  ist,  so  ist  die 
auf  alle  unendlich  vielen  "Werthe  von  log  z  bezügliche  Summe 

eine  eindeutige  Function  von  z.  Bezeichnet  man  dieselbe  mit  F{z),  so  ist 

wenn  die  Integration  im  gewöhnlichen  Sinne  über  einen  Ivi-eis  mit  dem  lladius  /  und 
im  entgegengesetzten  Sinne  über  einen  Kreis  mit  dem  Radius  -  erstreckt  wird, 
vorausgesetzt,  daß  der  absolute  Betrag  von  z  zwischen  r  und  -  Hegt,  und  daß 
r  >  1  ist.  Die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  z  ergiebt  hiernach  als  Coefficienten 
sowohl  für  z"  als  für  3~"  für  jede  nicht  negative  ganze  Zahl  n; 

wemi  die  Integi-ation  über  den  Kreis  mit  dem  Radius  /•  oder  also  auch  über  irgend 
eine  den  Punkt  f  =  0  umschheßende  Curve  erstreckt  wird.  Setzt  man 

so  ist  „I 

r'Fi^)  =  „-"»«''' 2""°'"'''  =  e"^^^  .  Pia:}, 

^^^^  fFiOdlog^ 

ungeändert  bleibt,  wenn  «r;  statt  C  gesetzt,  d.h.  über  eine  andere  ebenfalls  den 
Punkt  ^  =  0  imischließende  Curve  integiirt  wird,  so  erhält  man  als  Coefficienten 
von  z"  imd  z~ "  den  Ausdruck  ,^ 

±-.v-''jFiC)diogi:, 

wo  V  mit  u  durch  die  Relation  47r  log«  •  logv  =  1  verbunden  ist.  Integrirt  mau  in 
Bezug  auf  C  über  den  Kreis  mit  dem  Radius  1 ,  so  geht  dieser  Ausdruck  immittelbar 
in  folgenden  über:  +^ 

V      J  u  dw 

—  so 

')  Vgl.  Zusatz  76  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

L.  Kronecker'B  Werke  IV  36 
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oder  in 


— , — -.  I  e       dz, 


Avenn  die  Quadratwurzel  der  complexen  Größe  An  log«  mit  q)  +  yi  bezeichnet,  da- 
bei q>  positiv  genommen  und  die  Integration  über  die  grade  Linie  z  =  w{(p  +  v' '>)  d.  h. 
über  die  Linie  xy  =  ycp  erstreckt  \vird.  Der  Winkel,  den  diese  Linie  mit  der  a;- Achse 
bildet,  ist  unter  45",  da  der  reelle  Theil  von  log«  d.  li.  also  95*  —  t/'"  positiv  sein  muß. 
Die  Integration  kann  daher,  ohne  den  Integralwerth  zu  alteriren,  über  die  a;- Achse 
selbst  erstreckt  werden,  da  das  Resultat  der  Integration  von  y  =  0  h\s  y  =  xh&\ 
festem  x  für  wachsende  Werthe  von  x  sich  der  NuU  nähert.  Hiernach  führt  die  Ent- 
wickelung  von  F{z)  nach  Potenzen  von  z  zu  der  Gleichung 

TL  =  — ao  —  00 

aus  welcher  sich,  wenn  man  v  =  e,z  =  1  setzt,  der  Werth  des  Integrals  rechts  gleich 
Eins  ergiebt.  Setzt  man  x  =  u"^",  y  =  ^'~^  so  geht  die  Gleichung  in  folgende  über: 


("D  (i^)!^^ 


{log  z-{-inniy- 


=    1, 


WO  die  Summationen  auf  alle  Zahlen  von  «,  =  ~  00  bis  n  =  -1-  cxs  zu  erstrecken  sind 
und  für  log  2  irgend  ein  bestimmter  Werth  des  Logarithmus  zu  nehmen  ist.  Ferner 
ist' hierbei  logx  •  log?/ =  1, 

der  absolute  Betrag  von  x  so  Avie  der  von  y  ist  kleiner  als  Eins,  und  die  eingeklammerte 
Quadratwurzel  aus  einer  complexen  Größe  (l/re^"')  soll  den  absoluten  Werth  von  Yr 
multiphcirt  mit  demjenigen  Werthe  von  e"' bedeuten,  bei  welchem  — n  <  2v  -^  n 
ist.  Für  z  =  l  reducirt  sich  die  Gleichung  (III)  auf  folgende 

Ist  nun  der  imaginäre  Thcil  von  log«  rational,  also 

—  loga;  =  w^  +  -^, 

wo  X  und  //  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  läßt  man  die  reelle  positive  Größe  w  sich 
der  Null  nähern,  so  Avird 


lim  >7c)Va;""  =  l^e       "      e-^'-'dx 
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oder  also,  wenn  die  über  ein  vollständiges  Restensystem  k  mod.  2fi  erstreckte 
Summe  ;.„< 

mit  2(?  C^) 

bezeichnet  wird : 

(V)  limCa7o)2'a;"'"  =  ^/(t^), 

äa,Je~'^'''dx  =^  1  gefimden  worden  ist.  Unter  {/j.w)  ist  hierbei  der  absolute  Werth  von 
/iw  zu  verstellen.  Da  nun  ferner 

ist,  so  wird 

(Va)  \imyw)^y'''-''  =  G(;^^) 

und  also  vermöge  der  Gleichung  (IV) 

d.  h.  es  gilt  für  jeden  rationalen,  rein  imaginären  Werth  von  o  die  Relation 

(VI)  (i/e)^  =  i, 

welche  als  Grenzausdruck  der  Gleichimg  (IV)  angesehen  werden  kann  und  welche 
direkt  resultirt,  wenn  die  von  Dirichlet  zur  Summation  der  Reihe  G  i- ')  benutzte 
Methode  auf  die  allgemeinere  Reihe  G  (-]  angewendet  wird.  —  Für  die  Ermittelimg 
des  Grenzwerthes  von  ^y""  ist  nur  noch  zu  bemerken,  daß  sich  zuvörderst  nur 
G[^A  als  Grenzwerth  von  .u'^^ivy)" "  ergiebt,  wenn 

2      2 

—  \ogvy  =  -.2    +  ji 

gesetzt  wird,  so  daß  log»/  von  der  Ordnung  iv*  ist.  Alsdann  aber  läßt  sich  zeigen,  daß 
durch  geeignete  Wahl  von  k  die  Werthe  von  jeder  der  drei  Reihen,  welche  die  rechte 
Seite  der  Gleichung 

^inyf^  -  ^f'^'  =  2'(V'"'  - 1)2/"'-^  +  22(^2/)"''^  -  2  ^y"'' 

bilden,  beüebig  klein  gemacht  werden  können. 

36* 
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Wenn  X  und  ^  beide  ungrade  sind,  so  ist  G  ( -)  =  0 ;  es  sind  deshalb  nur 
solche  Werthe  von  q  in  Betracht  zu  ziehen,  bei  denen  in  der  reducirten  Form  der 
Zähler  oder  der  Nenner  grade  ist.  Ferner  läßt  sich  der  Bruch  q  stets  auf  die  Form 
bringen,  daß  die  durch  Addition  von  Zähler  und  Nenner  entstehende  ganze  com- 
plexe  Zahl  im  Dirichletschen  Sinne  primär  ist,  d.  h.  daß  der  reelle  Theil  den  Rest 
1  mod.  4  läßt  und  der  imaginäre  Theil  grade  ist.  Man  hat  also  nur  Summen 

zu  betrachten,  in  denen  /^  =  1  mod.  4  ist.  Setzt  man  nuu 

wo  in  Folge  der  obigen  Festsetzung  unter  (Vß),  je  nachdem  /«  positiv  oder  negativ 
ist,  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten  Werthe  von  fi  oder  die- 
selbe mit  i  multiplicirt  zu  verstehen  ist,  so  sind  die  Werthe  von  (  j  und  ('')  stets 
gleich  ±  1 ,  es  ist  ferner  ,^.  ^  ,^.  ,  ,^,  _  ^,  „  _  „ 

wenny,  d  die  Vorzeichen  von  A,  /n  bedeuten;  endüch  stimmt  der  Werth  von  (  j  und 
für  den  Fall,  daß  A  ungrade  ist,  auch  der  von  (j)  mit  dem  des  verallgemeinerten 
Legeiidre&eheu  Zeichens  überein.  Alles  dies  ist  unmittelbar  aus  den  folgenden  Haupt- 
eigenschaften der  Gauß sehen  Reihen  G  herzuleiten: 

(t{q  4-  2h i)  =  G{q),  wenn  h  eine  ganze  Zahl  ist, 

G{2Xi)  --=  1 ,  0 (k-)  ^  1  +  *,  wenn  A  undfi  ganz  und  /i  :^  1  mod.  4  ist. 


(V 


\  jj  ~  ^(^)  ^  {  '" /'  ^^^^  '^'  i"'  ^  ^^^  einander  prim  sind, 

,    „,  1      /  n  \    wenn  m  zum  Zähler  von  q  und  w 

G{Qn')  =  G{Q)  =  ^  G    \),  ^j  ... 

'       m     V'»  /    zum  Nenner  von  q  prim  ist. 

So  folgt  aus  der  zuletzt  erwähnten  Eigenschaft  von  G,  daß 

G(^f)  =  g(^'^) 
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ist,  wenn  //  Primzahl  und  a  quadratischer  Rest  von  fi  ist,  und  da  überdies 

wird,  wenn  man  die  Summation  auf  alle  Werthe  h  ^  1,2,  ...  [x  -  1  erstreckt,  so 
muß  für  jeden  quadratischen  Nichtrest  h  offenbar 

also  allgemein  ^  ,2r Ai\  ^  (r\Q  /2Ai\ 


werden,  wo  unter  \  —  \  das  Legendresche  Zeichen  zu  verstehen  ist.  Da  also 
ist,  so  folgt  in  der  That,  daß  für  eine  Primzahl  fi  der  Quotient 


mit  dem  Legendreschen  Zeichen  (— )  übereinstimmt.  Ferner  folgt  aus  der  dritten 
Eigenschaft  von  G,  wenn  A  ungrade  ist, 

und  hieraus  ergiebt  sich,  daß  auch  der  Quotient 

^&) 

()/2Ai) 

für  Primzahlen  ?.  mit  dem  Legendreschen  Zeichen  (^  j  identisch  wird.  Endlich  fülu't 
eben  diese  diitte  Eigenschaft  von  G  zur  Jaco&?^  sehen  Verallgemeinerung  des  Legendre- 
schen  Zeichens. 

In  den  vorstehenden  Entwickelungen  hat  sich  als  Grenzwerth  von 
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für  den  Fall,  daß  der  reelle  Theil  von  logx  verschwindet,  während  der  imaginäre 
einen  rationalen  Werth  q  hat,  der  Ausdiuck 

iV9)  '''' 


oder,  wenn  p  =  "  *  ist,  der  Ausdruck 


(l) 


G 


0 

(1) 


(_  i)!'"-'»^-*) 


ergeben ,  und  es  hat  sich  gezeigt ,  daß  die  Zeichen  f-  V  f y j  mit  den  verallgemeiner- 
ten Legendreschen  Zeichen  übereinstimmen.  Die  Transformationsgleichung  (IV), 
welche  als  Werth  dieser  Ausdi'ücke  die  positive  Einheit  ergiebt,  führt  also  in  der  That 
mittels  der  Cauchyschen  Grenzbetrachtung  sowohl  zu  der  in  der  Gleichung  (VI)  ent- 
haltenen Werthbestimmung  der  Gaußschen  Reihen  G  als  auch  zum  Reciprocitäts- 
gesetz  für  die  quadratischen  Reste.  Aber  es  läßt  sich  auch  umgekehrt  aus  der  Glei- 
chung (VI)  die  Gleichung  (IV)  erschheßen.  Denn  die  auf  der  Hnken  Seite  der  Gleichung 
(IV)  stehende  Function  von  x,  welche  der  Kürze  halber  mit  0  (x)  bezeichnet  werden 
möge,  ist  ebenso  wie  jede  ihrer  Ableitungen  im  Innern  des  Kreises  mit  dem  Radius  1 
mit  Ausschluß  des  Nullpunkts  überall  endhch,  da  die  den  Nenner  bildende  Reihe 
^y"^",  wie  z.  B.  die  ebenfalls  mit  den  C'aucÄ^/schen  Principien  herzuleitende  Pro- 
ductentwickelung^)  zeigt,  in  dem  angegebenen  Gebiete  nirgends  verschwindet.  Für 
den  Nullpunkt  selbst  nähert  sich  0  (x)  dem  reciproken  Werthe  des  von  —  oo  bis 
+  oo  erstreckten  Integrals /e~"'"(ZM,  so  daß  bei  dem  Cmichyschen  Integral  nur  die 
Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Radius  1  als  natürUche  Begrenzung  anzusehen  ist. 
Setzt  man  nun  x  =  re^"",  so  daß  auf  der  Begrenzung  s  von  0  bis  1  geht,  und  nimmt 
alsdann  in  der  obigen  Gleichung  (II)  für  die  Function  x  (^,  s) 

*(^^    oder    ''^fP^. 

SO  wird  für  einen  beliebigen  Punkt  (|)  im  Innern  des  Kreises") 

'■  = ,"  - 1  „    '■  . 

0(1)  -  1  =   lim  .  l  2  ^""  -Ä'^t)-  '■«'""' 


')  Vgl.  Zusatz  77  am  Ende  dieses  Bandes. 
•)  Vgl.  Zusatz  78  am  Ende  dieses  Bandes. 
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und  es  ist  auf  Grund  der  in  der  Gleichung  VI  gegebenen  Voraussetzung  grade  der 
Grenzwerth  ,     ;  x 

der  für  jede  ungrade  Zahl  ^t  gleich  Null  wird.  Hiernach  wird  also  für  jeden  Punkt  f 
im  Innern  des  Kreises  0(|)  =  1,  d.  h.  die  Gleichung  (IV)  findet  für  alle  Werthe  von 
X  im  Innern  des  Kreises  statt,  und  es  ergiebt  sich  dadurch  auch  wiederum  der  Werth 
des  für  0(0)  gefundenen  Integi-als/e~"'''(Z«  (jleich  Eins.  Ferner  zeigt  sich  mit  Hülfe 
derselben  Cauchij&chen  Principien  die  Transformationsgleichung  (III)  als  eine  Folge 
der  specieUeren  Gleichung  (IV),  da  die  auf  der  Linken  »Seite  der  Gleichimg  (III) 
stehende  Function  von  z,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  für  alle  und  zwar  auch  für  die  im 
Unendhcheu  hegenden  Werthe  dieser  Variabehi  stets  endlich  bleibt  und  daher  über- 
all einen  constanten,  durch  die  specieUere  Gleichung  (III)  zu  bestimmenden  Werth 
haben  muß.  Endhch  ist  daran  zu  erinnern,  daß  die  allgemeinste  lineare  Transfor- 
mation der  ö -Reihen  durch  wiederholte  Anwendimg  der  Gleichimg  (III)  und  aber 
auch  direkt  wie  eben  diese  Gleichung  abgeleitet  werden  kann.  Wird  in  übücher  Weise 
die  auf  alle  imgraden  (positiven  und  negativen)  Zahlen  v  erstreckte  Summe 


mit  ■&  (C, 

t)  bezeichnet. 

2e^ 
so  kommt: 

T  +  6'  yr  +  ö) 

»i(v''r+4>'- 

2») 

l)e 

r? 

(VIII) 

C{Vyr  + 

yt  +  0 

t?(C,  t), 

wo  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  d  der  Bedingung  ad  —  ßy  —  1  genügen,  und  der  von  C 
wie  von  t  unabhängige  constante  Factor  C  bestimmt  sich  unmittelbar,  wenn 

C  =  ^(aT-f  /S  +  yr-f  (5) 

gesetzt,  alsdann,  je  nachdem  ß  -\-  ö  ungrade  oder  grade  ist, 

T  =  iio^    oder    t 


»^ 


genommen  imd  schheßlich  zum  Grenzwerth  m.'  =  0  übergegangen  wird.  Bei  dieser 
Methode  findet  sich  C  je  nach  den  beiden  FäUen  durch  die  G^a«^ sehen  Reihen 

ausgedi'ückt,  deren  Werth  ja  sich  oben  durch  die  Transformationsgleichuug  selbst 
bestimmt  hat,  so  daß  alles  für  die  lineare  Transformation  Erforderhche  aus  einer 
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und  derselben  Quelle  herzuleiten  ist.  —  Bei  wiederholter  Anwendung  der  Gleichung 
(III)  gelangt  man  zur  Gleichung  (VIII)  und  dabei  auch  zur  Bestimmung  von  C  durch 
einen  Algorithmus,  welcher  auch  von  den  Hauptgleichungen  für  die  Gau ß sehen 

Reihen  ,  i  n 

G{Q  +  2hi)  =  G{Q),     (VQ)G{g)==G{-^) 

zu  deren  Werthbestimmung  und  damit  auch  zur  Bestimmung  des  Legendreschen 
Zeichens  führt.  Setzt  man  „  ^ 

^  =  ^' 

so  hat  man  ganze  Zahlen  n2,nz,  .  .  .h^Jh,  .  .  .  so  zu  bestimmen,  daß 

n  +  2/»!«!  +  n^  =  ü,     «j  +  2/t2«2  +  «3  =  0,  .  .  . 
also  „        _  1 


27<    -     ' 
'         2;»,  _ 


2fe.. 


wird.  Die  Zahlen  n  sind  positiv  oder  negativ,  aber  ihrem  absoluten  Werthe  nach  mit 
wachsendem  Index  abnehmend,  und  das  Vorzeichen  von  Ä^  ist  dem  des  Products 
«^._j  •  n^  entgegengesetzt.  Der  Wert  von6r(e)  bestimmt  sich  hiernach  gleich  der  Qua- 
dratwurzel aus  dem  absoluten  Werthe  von  n  multipUcirt  mit  e  *  ,  wo  für  r  die  alge- 
braische Summe  der  Vorzeichen  der  Zahlen  Ih ,  Ju,  .  .  .  Ä,  zu  nehmen  ist. 

Die  Catichy  sehe  Aiiifassung  der  Gauß  sehen  Reihen  als  Grenz  werthe  der 
(7 -Reihen  zeigt  sich  als  naturgemäß  und  bedeutungsvoll  namenthch  darin,  daß  sich 
hierbei  grade  jene  wichtige  Vorzeichenbestimmung,  bei  welcher  Gauß  ,,auf  ganz  im- 
erwartete  Schwierigkeiten  traf"  (vgl.  Gauß'  Werke  Bd.  II,  p.  156),  ganz  unmittelbar 
ergiebt,  ja  —  so  zu  sagen  —  in  Evidenz  tritt.  Setzt  man  nämlich  den  absoluten  Werth 
der  Summen  der  Gauß  sehen  Reihen  als  bekannt  voraus,  so  gilt  für  jeden  rationalen, 
rein  imaginären  Werth  von  q  die  Relation 

(Via)  ,.|-«;f  1  =1, 


welche  nichts  Anderes  ist  als  die  quadrirte  Relation  (VI).  Hieraus  folgt  nun  das  Be- 
stehen der  quadrirten  Gleichung  (IV),  nämUch 

(IVa)  ^'^^■\^='' 


ZUM  VIERTEN  GAUSS'SCHEN  BEWEIS  DES  RECIPROCITÄTSGESETZES  289 

auf  Grund  eben  jener  Betrachtungen,  welche  die  Gleichung  (IV)  selbst  als  eine  Folge 
der  Gleichung  (VI)  erkennen  ließen,  und  welche  nur  noch  durch  die  Bemerkung 
vervollständigt  werden  mögen,  daß  aus  dem  Verhalten  der  Function  0{x)  in  der 
Nähe  von  x  =  0  auch  deren  Eindeutigkeit  hervorgeht;  denn  die  verschiedenen 
Werthe  von  loga;  können  keine  Werthänderung  der  Fimction  0{x)  zur  Folge  haben, 
da  <I>{x)  bei  jeder  behebigen  Art  der  Annähenmg  an  x  =  0  gegen  einen  und  den- 
selben festen  Werth  convergirt.  Es  ist  ferner  hervorzuheben,  daß  die  eingeklammerte 
Quadratwurzel  eindeutig  bestimmt  ist  und  auch  in  eindeutiger  Form  dargestellt 

werden  kann,  indem  offenbar  +»  „= 

/*  — " 

du 


(i/o)  =/« 


ist,  wenn  a  eine  complexe  Größe  bedeutet,  deren  reeller  Theil  positiv  ist.  —  Die  ein- 
deutige Function  von  x,  welche  die  linke  Seite  der  Gleichung  (IV a)  bildet,  ist  das 
Quadrat  von  0{x);  die  Function  0{x)  selbst. kann  daher  nur  den  Werth  +  1  oder 
—  1  haben,  und  von  diesen  beiden  Alternativen  wird  die  letztere  dadurch  ausge- 
schlossen, dass  0  (x)  für  a;  =  0  sich  dem  reciproken  Werthe  des  von  —  oo  bis  -f  oo 
erstreckten  Integrals /«"""''(^m,  also  einer  offenbar  positiven  Größe  nähert.  Hieraus 
folgt  aber,  daß  auch  der  Grenzwerth,  dem  sich  0  (e"  "'"'■')  für  w  =  0  nähert,  d.  h.  der 
Werth  von  „,  , 

iVQ)  ^^'^ 


G 


(f) 


gleich  -f  1  ist,  daß  also  die  mit  (VI)  bezeichnete  Gleichung  besteht,  welche  die  voll- 
ständige Werthbestimmimg  der  Gauß  sehen  Reihen  in  sich  scHießt.  Diese  Deduc- 
tion  führt  also,  nur  von  dem  absoluten  Werthe  der  Summen  der  Gaußschen  Reihen 
ausgehend,  zur  Transformation  der  ö -Reihen  und  mit  HüKe  derselben  alsdann  auch 
zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Quadratwurzel,  welche  bei  der  Summation  der 
Gaußschen  Reihen  erscheint.  Die  dabei  benutzte  Schlußweise  läßt  sich  ganz  über- 
sichthch  darstellen,  wenn  man,  wie  oben,  den  Ausdruck 

in  welchem  loga;  •  log?/  =  1  ist,  mit  0{x)  bezeichnet,  so  daß 

L.  Kroneckei'd  Werke  IV  37 
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wird.  Dann  ist  nämlich  die  Voraussetzung,  von  welcher  ausgegangen  wird,  in  der 

Gleichung  hm- 0{e-'-^)  =  ±1 

ui  =  0 

enthalten,  und  aus  dieser  folgt  mit  Hülfe  der  Cauchy  sehen  Principien,  daß 

(0{x)Y  =  l,    also    0{x)  =  +  1    oder    0(cr)  =  —  1 
sein  muß.  Da  aber  lim  •  ^  (a;)  >  0  ist,  so  resultirt  die  Gleichung 

jr=0 

welche  die  Transformation  der  ö -Reihen  enthält,  und  hieraus  ergiebt  sich  schließ- 
lich die  Vorzeichenbestimmung  in  der  Gleichung,  welche  den  Ausgangspunkt  bildete, 

und  eben  damit  auch  die  Vorzeichenbestimmung  für  die  Werthe  der  Gauß  sehen 
Eeihen.^) 

Der  absolute  Werth  der  G*a?/yß  sehen  Reihen,  welcher  bei  vorstehender  De- 
duction  zu  Grunde  gelegt  worden,  läßt  sich  ermitteln,  ohne  die  Existenz  der  pri- 
mitiven Congruenzwurzeln  zu  Hülfe  zu  nehmen,  also  ohne  über  die  Sphäre  der  qua- 
dratischen Reste  hinauszugehen.  Zuvörderst  sind  nämlich  mittels  der  Gleichung 
(vgl.  S.  284)  ,;^i.  __     ,AvA  ^/A^A 


«a=«D«m' 


in  welcher  A,  /«, »»  als  zu  einander  prim  vorausgesetzt  sind,  alle  Gauß  sehen  Reihen  auf 
diejenigen  zurückzuführen,  in  welchen  der  Nenner  eine  Primzahlpotenz  f"  ist.  Wenn 
nun  ferner  fi  —  p"'  und  in  der  6raM^  sehen  Reihe 


J-e 


k 

Ic  =  mp"~^  +  n  genommen  wird,  so  wird  hierdurch  der  Werth  der  Gauß  sehen  Reihe 
für  fi  =  f"  ganz  umnittelbar  auf  den  Werth  der  Gauß  sehen  Reihe  für  /j.  =  p"'' 
zurückgeführt.  Ist  endlich  /<  eine  ungrade  Primzahl  p,  und  bezeichnet  man  mit  a 
die  quadratischen  Reste  von  p  und  mit  b  die  Nichtreste,  so  ist 


k~p—l      i-)^^  ^  ^  arkni 


^    *^  I.  —  ft  ^ 


G 

\    V    I  

t  =  0 


')  Vgl.  Zusatz  79  am  Ende  des  Bandes.  H 
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und  oriirj  brijti 

a  I, 

wo  \^^)  das  Legetidresche  Zeichen  d.  h.  gleich  +  1  oder  —  1  ist,  je  nachdem  /  zu 
den  Zahlen  a  oder  b  gehört.  Da  nun  ferner 

ist,  wo  für  die  Summationsbuchstaben  h,  k,  r,  s  alle  Werthe  von  0  bis  p  —  1  zu  neh- 
men sind,  so  resultirt  die  Gleichimg 


ry')(°ay-^. 


mit  Hülfe  deren  die  Bestimmung  des  absoluten  Werthes  der  Gaw^  sehen  Reihen  voll- 
endet \vird. 

Die  Herleitung  der  Productentwickelung  der  ö -Reihen,  welche  oben  S.  286 
erwähnt  worden  ist,  geschieht  durch  den  Nachweis,  daß  der  Quotient  jener  für 

q  =  e     ,     2  =  e 


mit  a9  (C,  t)  übereinstimmenden  Reihe 


2<i''\-izr 


und  des  Products 

-  iq'iz  -  z-')lJ{i  -  <r")(l  -  rz')ii  -  q"'z-'), 

71  =  1 

gleich  Eins  ist.  Es  ist  nämhch  zuvörderst  klar,  daß  dieser  Quotient  für  alle,  auch  für 
onendHch  große  ^Yerthe  von  z  stets  endhch  bleibt  und  also  von  z  unabhängig  sein 
qauß.  Es  ist  ferner  zu  sehen,  daß  dieser  Quotient  ungeändert  bleibt,  wenn  q*  für  q 
gesetzt  wird,  indem  sowohl  für  die  Reihe  als  auch  für  das  Product  die  Relation 

riX)  ö(A,r)=-2ei'"''^(A_T,4T) 

liast  unmittelbar  erhellt.  Der  Quotient  hat  also  für  jedes  q  denjenigen  Werth,  welchen 
;r  für  unendlich  kleine  C4rößeu  q  erhält,  d.  h.  eben  den  Werth  Eins.  —  Ganz  ebenso 

37* 
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ist  auch  die  auf  S.  282  niit  (III)  bezeichnete  Transformationsgleichung  zu  verifi- 
ciren.  Denn  die  auf  der  hnken  Seite  stehende  Function  von  x  und  z  muß  —  wie  schon 
oben  S.  287  ausgeführt  ist  —  von  z  unabhängig  sein,  oder,  was  damit  übereinkommt, 
es  muß  der  Quotient  .,^^.     »(^i;r,T) 


H^-t) 


von  C  unabhängig  sein.  Setzt  mau  hierin 
erstens  f  =  „-, 


zweitens  4  t  an  Stelle  von  t  und  dann  ?  =  — .  +  q  , 

4         8t 

so  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  die  beiden  resultirenden  Werthe  jenes  Quotienten  mit 
einander  übereinstimmen.  In  der  That  bedarf  es  dazu  außer  der  Gleichung  (IX)  nur 
noch  der  ebenso  unmittelbar  sowohl  aus  der  Reihenform  als  auch  aus  der  Product- 
entwackelung  von  ■&  hervorgehenden  Relation 

(X)  e^'''-'^-&{2r,4r)  =  ^(l  +  lr,r), 

welche  gewissermaßen  die  ,,transformirte"  der  Relation  (IX)  ist.  Da  nun  jener  Quo- 
tient seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  t  in  4  t  verwandelt  wird,  so  ist  der  Werth  con- 
stant,  nämhch  derjenige,  der  für  t  =  oo  oder  q  =  0  eintritt,  und  dieser  constante 
Werth  ergiebt  sich  unmittelbar  gleich  Eins,  wenn  r  —  i  und  C  =  1(1  +  i)  genommen 
wird. 

Ich  bemerke  noch,  daß  ebenso  wie  die  Gleichung  (IX)  auch  andere  Trans- 
formations-Relationen der  ö -Reihen  benutzt  werden  können,  und  daß  Hr.  Rausen- 
herger  in  einer  mir  neulich  als  Beitrag  zum  Journal  für  Mathematik  eingesandten 
Arbeit'),  von  den  Productentwickelungen  ausgehend,  eine  Herleitung  der  einfachen 
linearen  Transformation  mittels  Functional-Gleichungen,  die  der  Transformation 
2ter  und  3ter  Ordnung  entstammen,  gegeben  hat. 

IV.  Die  allgemeinste  lineare  Transformation  der  6-Reihen  kann,  wie  schon 
auf  S.  287  angedeutet  worden,  genau  in  derselben  Weise  wie  die  speciellere,  die  durch 
die  Gleichung  (111)  ausgedrückt  ist,  oder  auch  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  aus  der 
EntWickelung  von  ^_ y :?ni^^^,^  ^,^ 

')  Journal  f.  Mathematik,  Bd.  91,  S.  335.  H 
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nach  Potenzen  von  e'^' hergeleitet  werden.  Die  Transformationsgleichung  erscheint 
alsdann  in  folgender  Gestalt: 

(XI)  m  r)  =  (]/^t-)^'"^'"'''""'ö.;.o(^>(f'  -)' 

und  es  bedeuten  hier  «,  ß,  y,  d  beliebige  ganze  Zahlen,  welche  die  Bedingung 
aö  —  ßy  =  1  erfüllen,  es  ist  ferner 


yr  -\-  6'  yx  -\-  d 

cp  =  \{a8  -y){\-d)  +  ^6  +  {  «yd  -  ,5)^ 

und  „  =  y  ^arti 

n  =  \ 

Die  Constante  C  in  der  Gleichung  (VII)  bestimmt  sich  demgemäß  durch  die  Be- 
dineung 

Geht  man  zu  einem  rationalen  Grenzwerthe  von  t  über,  so  nimmt  auch  x'  einen  ra- 
tionalen Grenzwerth  an,  und  wenn  der  erstere  in  reducirter  Form  mit  —  ' ,  der 
letztere  mit  —  ' ,  bezeichnet  wird,  so  ist 

X  =  aX  —  ßß,     ju.'  =  —  yX  -\-  öfj.. 

Es  ist  nun  in  diesem  Falle  auch  für  2C  ein  rationaler  Bruch  mit  dem  Nenner  fi  zu 
nehmen,  weil  für  alle  andern  Werthe  von  2  C  der  Grenzwerth  von 

w  ■  &iC-  w^i  — -) 
für  w  =  0  verschwendet.  Demgemäß  seien  p,  q  beliebige  ganze  Zahlen,  und  es  sei 

2c  =  p  4- 1  -i-  (5  +  i)A,  .2C'  =  p'  + 1  +  (3'  + 1);;; 

p'  +  1  =  a(jE>  -^  1)  +  ß{q  +  1),     q'  -^  1  =  y(j?  +  1)  +  d{q  +  1); 


es  bedeute  ferner  G    (  - )  den  Ausdruck 


1    .'''''• 
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Alsdann  gellt  die  Transformationsformel  (XI)  in  folgende  über : 

(XII)  ^,'V  =  (l/— )«''''Gv.o(")> 

wo  tj,  (f  die  oben  angegebene  Bedeutung  haben,  während  t  und  /'  der  Abkürzung 
halber  für  die  Größen 

\  P'f  +   4  iV  -  1)  {<l  +  1).     -2  P''/'  +{(?'-!)  i<i  +  1) 

gesetzt  sind.  Für  ungrade  Werthe  von  j)  und  q  wird 6^, ,  gleich  Null  und  für  beliebige 

ganze  Zahlen  h,  k  wird  r<  ^  ,' 

^^p+\ih,  .i  +  ii        p,<j' 

so  daß  in  Wahrheit  nur  die  drei  verschiedenen  Reihen 

zu  betrachten  sind,  ^'on  denen  die  erste  mit  derjenigen  übereinstimmt,  welche  oben 
mit  G-ohne  Indices  bezeichnet  worden  ist.  Die  Formel  (XII)  liefert  die  Werthe  der 
Reihen  G  sowie  die  allgemeinste  Reciprocitäts-Beziehung  zwischen  Legendreschen 
Zeichen  (—j  und  ( ') ,  von  denen  das  eine  durch  lineare  Transformation  aus  dem 
andern  entstanden  ist.  Für  den  speciellen  Fall  a  =  6  =  0  und  ß  =  —y  =  l  kommt 
analog  der  obigen  Gleichung  (VI) 

wenn  q  =  ^  ist,  und  auch  aus  dieser  specielleren  Gleichung  allein  folgen  schon  die 
Werthe  der  Reihen  G. 

Ich  bemerke  schließlich,  daß  ich  die  auf  S.  281  bis  285  gegebene  Ausführmig 
Cm<«A?/scher  Betrachtungen  bereits  im  Februar  1868  in  der  Akademie,  und  schon 
im  December  1867  sowie  von  da  ab  regelmäßig  in  meinen  Uni versitäts -Vorlesungen 
vorgetragen  habe.  Die  weitere  auf  S.  286  und  287  angeschlossene  Entwickelung  habe 
ich  zuerst  im  Februar  d.  J.  in  meinen  Universitäts- Vorlesungen  mitgetheilt. 


I,  =  n-l   2  4'rt» 


SniMIRüNG  DEE  GAUSS'SCHEN  REIHEN  2'  ■ 


VON 


L.  KRONECKER. 


Crelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  105.  S.  267—268. 


S  =  n-1   SA'.-ii 


SUMMIRUNG  DER  GAUSS'SCHEN  REIHEN  2' «  "  ')• 

Das  Cauchysche  Theorem,  wonach  j  f{x  +  yi)d{x  -f  yi)  =  0  wird,  wenn 
man  die  Integration  über  die  Umgrenzmig  eines  Gebiets  erstreckt,  innerhalb  dessen 
die  Function  /  und  ihre  erste  Ableitung  eindeutig  und  endlich  ist,  führt  auf  über- 
raschend einfache  Weise  zur  Lösung  jenes  berühmten  Problems  der  Werthbestim- 
mung  der  6-'a(//6 sehen  Reihen,  und  dies  ist  deshalb  von  besonderem  Interesse,  weil 
bisher  eigentlich  nur  z^mi  verschiedene  directe  Methoden  zur  Summirung  dieser 
Reihen  für  beUebige  Zahlen  n  existirten,  die  &'az<^sche*)  mid  die  Dirichlets>c\i&**). 
Allerdings  hat  Cauchy  noch  zwei  Methoden  angegeben*  **) ;  aber  zwischen  der  ersten 
von  diesen  beiden  und  der  Dir ichlet  sehen  findet,  vne  ich  in  meinem  im  Monats- 
bericht der  Berhner  Akademie  vom  Juli  1880  abgedruckten  Aufsätze^)  dargelegt 
habe,  eine  innere  Uebereinstimmung  statt,  und  die  zweite  CaKchysche  Methode 
führt  ebenso  wie  diejenige,  welche  ich  in  meiner  Notiz  |)  ,,Sur  une  formule  de  Gauss" 


*)  ,,Summatio  quarumdam  serierum  singularium."  Commentationes  soc.  reg.  scien- 
tiarum  Gottingensis  rec.  Vol.  I,  1811.  Gauß'  Werke,  Bd.  II,  S.  9.  Vgl.  auch  Gauß'  Werke, 
Bd.  II,  S.  155. 

**)  ,,Ueber  eine  neue  Anwendung  bestimmter  Integrale  auf  die  Summation  endlicher 
oder  unendlicher  Reihen"  (Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  von  1835,  S.  391,  und 
G.  Lejeune-Diricldet's  Werke  Bd.  I,  S.  237)  ferner  ,,Sur  l'usage  des  integrales  definies  dans 
la  sommation  des  series  finies  ou  infinies"  (dieses  Journal  Bd.  XVII,  S.  57,  und  G.Lejeune- 
Dirichlefs  Werke,  Bd.  I,  S.  257),  sowie  §  9  der  Abhandlung:  .,Recherches  sur  diverses  appli- 
cations  de  l'analyse  infinitesimale  ä  la  theorie  des  nombres"  (dieses  Journal  Bd.  XXI,  S.  184, 
und  G.  Lejeune-Dirichlefs  Werke,  Bd.  I,  S.  473). 

***)  „Methode  simple  et  nouvelle  pour  la  determination  des  sommes  alternees,  formees 
avec  les  racines  primitives  des  equations  binomes."  (Comptes  Rendus  T.  X,  p.  560;  lAouville's 
Journal,  Jahrgang  1840,  Bd.  V,  S.  154,  Oeuvres  completes,  I"  Sf§rie,  T.  V,  p.  152.) 

t)  Ldoimlle's  Journal,  Jahrgang  1856,  Ser.  II,'  Bd.  I,  S.  392.^) 

')  Vgl.  Zusatz  80  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

^)  Bd.  IV,  S.  275  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

^)  Bd.  V\',  S.  171  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L.  Kronecker's  Werke  IV  38 
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entwickelt  habe,  direct  nur  zur  Werthbestimmung  der  (?a waschen  Reihen  für  den 
Fall,  wo  n  Primzahl  ist,  zur  allgemeinen  also  nur  mittels  des  Reciprocitätsgesetzes, 
während  dieses  bekanntlich  aus  der  allgemeinen  Werthbestimmung  folgt. 

Gemäß  dem  Cawc/t^/schen  Theorem  ist: 


/i       Sni, 
{.r  +  yO 
-.11 
1-e' «'■(■'=  + 


(I)  /  /  ..nulj^ä{x  +  yi)=i), 


wenn  vom  Punkte  (0,  —  y/i)  nach  (0,  ~  ijo)  in  gerader  Linie  integrirt  wird,  alsdann 
um  (0,  0)  als  Mittelpunkt  im  Halbkreise,  dessen  Inneres  links  lassend,  nach  (0,  y^), 
dann  in  gerader  Linie  von  (0,  y^)  nach  (0,  yi),  von  da  nach  i.^n,  yA  und  von  da  nach 
(2  *^'  ^0))  alsdann  um  i^n,(y\  als  Mittelpunkt  im  Halbkreise,  dessen  Inneres  links 
lassend,  nach  i^n,  —  y^,  ferner  in  gerader  Linie  von  ( ^  w,  —  2/0)  nach  /  ,  n,  —  yA 
und  von  da  nach  (0,  -  ?/i),  endhch  um  jeden  der  in  der  a;- Achse  liegenden  Punkte 
(k,  0),  für  welche  Tc  eine  positive  ganze  Zahl  und  kleiner  als  .,  n  ist,  in  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  y^,  das  Innere  zur  Linken  lassend.  Dabei  wird  ya  und  y^  als  positiv 
vorausgesetzt  und  y^  <  -.-  Läßt  man  nun  y^  zu  Null  hin  abnehmen,  so  geht  die 
Gleichung  (I)  in  folgende  über: 


1 

ilti. 


la  =  U,l;     .r„  =  ll,  .c,  =  — n;     ;=+l     -1^     /i  =  0,  I,  3,  . .  .  n  -  1  ) 

und  zwar  ist  der  letzte  der  drei  Theile  auf  der  linken  Seite  gleich  dem  Gesammt- 
resultat  der  Integration  über  die  beiden  Halbkreise  und  über  die  Kreise,  da  das 
Resultat  der  Integration  um  den  ersten  Halbkreis  gleich  —  .,  wird,  um  den  zweiten 

aber  gleich  —  .,  e  "  ^'^'  oder  gleich  Null,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 

und  um  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  {k,  0)  gleich  —  e  "  ,  also  um  sämmtüche 
Kreise  gleich:  ^^„^,,  ,^..  ,,,_,,,„.. 

-^i"      oder         ^2«    "    ^l;^e      "  (o<.<|.). 


k  * 
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Wird  in  dem  ersten  Theile  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (II)  an  Stelle 
der  Integrationsvariabein  y  eine  neue  Variable  u  mittelst  der  Substitution  y  =  eu  Vn\ 
eingeführt,  und  im  zweiten  Theile,  für  den  Fall  £  =  —  1,  die  Integi-ationsvariable  x 
mit  .,  %  —  x  vertauscht,  so  resultirt  die  Gleichung : 


»1 


lim  \yn\{i  4-  i'-")/  e-"''"'du  +^i'"  /  - 


^^(.c  +  y,.r-  2h' ai 

e   "  dx  1 


(III)     lim  \yn{i  4-  i      )  /    e-"'''"du  +  >'r"   /    t ^„_  _  i  Ve   "    , 

l/n"!  (a  =  0.1)    ('1  =  0,1,2 «-:) 

in  welcher  j  n  nach  Tfeiersfra^ scher  Weise  den  absoluten  Werth  von  \  n  be- 
zeichnet. Läßt  man  nunmehr  ?/i  ins  Unendliche  wachsen,  so  wird  der  zweite  Theil 
des  Ausdrucks  auf  der  Unken  Seite  gleich  Null;  denn  der  absolute  Werth  jedes  der 
beiden  Integrale,  aus  welchen  dieser  zweite  Theil  besteht,  ist  kleiner  als 

1 

(1  +  2e-"'-"")/e    """^x, 

0 

sobald  nur  2e"''''''  <  1  ist.  Die  Gleichung  (III)  geht  daher  in  folgende  über: 

V  e    "     =  2{)/n'(i  -f  i'-")\  ^'"'"'du, 

aus  welcher,  indem  darin  n  =  3  oder  n  =  4  genommen  wird,  der  Wertli  des  Integrals 
auf  der  rechten  Seite  und  sonach  die  Finalgleichung : 

A  =  0 

hervorgeht,  welche  die  vollständige  Summirung  der  Gaiiß  sehen  Reihen  enthält. 

Da  die  Gleichung  (II)  leicht  aus  der  Formel  (A)  in  der  schon  aus  dem  Jahre 
1814  stammenden  Caiichy  sehen  Abhandlung  „Memoire  sur  les  integrales  definies" 
(Oeuvres  completes,  I"  Serie,  T.  I,  p.  338)  abgeleitet  werden  kann  und  ganz  un- 
mittelbar aus  der  Formel  (11),  p.  98  der  „Exercices  de  Mathematiques"  vom  Jahre 
1826  (Oeuvres  completes,  11°  Serie,  p.  128)  hervorgeht,  wenn  darm  für  f{x  +  yi) 
die  in  der  obigen  Gleichung  (I)  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Function  von 
X  +  yi  genommen  wird,  so  erscheint  es  auffallend  —  namenthch  mit  Rücksicht  auf 

38* 
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die  Bemerkungen  in  der  Einleitung  zu  der  angeführten  Abhandlung  „Methode 
simple  et  nouvelle  etc."  — ,  daß  Cauchy  darin  nicht  von  seinen  erwähnten  Formeln 
Gebrauch  gemacht  hat.  Aber  auch  Gauß,  der  doch  wenigstens  gegen  Ende  des 
Jahres,  in  welchem  die  Abhandlung  „Summatio  quarumdam  serierum  singularium" 
erschienen  ist,  das  Theorem  schon  kannte*),  mittels  dessen  oben  die  Summirung 
der  Reihen  ausgeführt  worden  ist,  hat  dasselbe,  soviel  ich  weiß,  niemals  dazu 
benutzt. 


'')  „Briefwechsel  zwischen  Gauß  und  Bessel",  S.  157. 


ÜBER  DIE  DIRICHLET8CHE  METHODE  DER 

WERTBESTIMMTOiT  DER 

GAUSS'SCHEN  REIHEN 


VON 


L.  KRONECKER. 


Festschrift  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg 
aus  dem  Jahre  1890.  S.  32—36. 


ÜBER  DIE  DIRICHLETSCHE  METHODE  DER  WERTBESTIMMUNG 

DER  GAUSS'SCHEN  REIHEN. 

I.  In  der  Dirichletschen  Summeuformel: 

2  /(O)  +  /(l)  +  •  •  •  +  /(r  -  1)  +  2  /W  =  ]imJf{^)yjcos  2nxndx, 

welche  unmittelbar  aus  der  i'^owrier sehen  Reiheuentwickelnng  von  f{x)  hervorgeht, 
kann  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  durch: 

(A)  lim  / /(.f)  ^e" '      dx  (-»-?§«§»  +  ,) 

0  n 

ersetzt  werden,  wo  f,  q  beUebige  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.   Denn  hierbei  ist 
nur  das  Aggregat: 

r  _  r  r 

^  /  /{^)  "^  sin'lnxTidx  +  /  /(-c)  "^  cos  2mxjtdx  +  i  f  f{^)  "^  sin'Imxndx 


0  n=—t  Ö 


hinzugefügt,  dessen  erster  Teil  an  sich  gleich  Null  ist,  während  jedes  der  Integrale; 

r  r 

f  f{x)  cos  2  (s  +  h)x7idx,    f  f{x')  sin  2  (s  +  h)x'ndx'. 


U  0 


welche  den  zweiten  und  dritten  Teil  bilden,  für  wachsende  Werte  von  s  gleich  Null 
wvcd..  Führt  man  nämlich  neue  Integi'ationsvariabeln  z,  z   mittels  der  Substitu- 


"©'- 


tionen :  i 

ein  und  setzt  zur  Abkürzung  6r  (s  +  h)  =  w,  so  verwandeln  sich  die  beiden  Integrale 
in  folgende :  i     i  i 


iw'^  3  3 


(B) 


3r  /  fi^rz  —  -^-\  sin  xczndz,   3r  /  f{Srz')  sin  wz'ndz'. 


1 

8w 
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Nim  ist  aber  nach  jener  berühmten  Dirichlei sehen  Abhandlung  über  die  Kon- 
vergenz der  trigonometrischen  Reihen*): 


lim    I  F{z)  sin  wzndz  =  .,  lim  sin  vjrF(i'), 


wenn  4^2  ^^^>  ^^^  Variable  v  sich  von  der  fositiven  Seite  her  der  Null  nähert, 
und  sm.ii7iF{v)  die  a.  a.  0.  von  DiricJdet  angegebenen  Bedingungen  erfüllt.  Jene 
beiden  Integrale  (B)  nähern  sich  daher  mit  wachsendem  Werte  von  w  der  Null, 
wemi  —  wie  hier  vorausgesetzt  werden  soll  —  f{x)  für  endliche  Werte  von  x  endlich 
bleibt  imd  in  jedem  endhchen  Intervalle  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxima  und 
Minima  hat. 

II.  Nimmt  man  oben  in  (A)  p  =  0,  q  =  2^  —  1,  s  =  2U,  wo  k  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  bedeutet,  und  setzt  dann  n  =  2kX  +  h,  so  erhält  man  den  Aus- 
druck (A)  in  folgender  Form : 

lim  l'f(x)ye"-'"-^'^-'"'dx  p=o,i,2,...2;.-i)\ 

0  h,  k 

und  wenn  endlich  hierin  x  —  kr  für  x  gesetzt  wird,  so  nimmt  die  Dir ichlet sehe 
Smnmenformel  die  Gestalt  an : 

(C)  ;  /(O)  +  /(l)  +  •  ■  •  +  /(r  -  1)  +  ;  /(r)  =  lim  V  ff{x  -  hr)e'^'''^'-^-''''dx, 

h,k  kr 
(«=0,  1,2,  .    .2;. -1;  i-  =  0,+  l,+  S,  ■  ■•  +/) 

in  welcher  sie  sich  am  besten  zur  Benutzung  bei  Summirung  der  Gaußschen 
Reihen  eignet. 

III.  Wird  für  r  eine  gerade  Zahl  2,«  genommen,  ferner  jene  Funktion  f{x) 

durch  e  ''  f{x)  ersetzt  und  hierbei  /(a)  als  periodisch  mit  der  Periode  2/<  an- 
genommen, so  resultiert  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (C)  die  Formel: 

A  =  2/,-l   *■''!'"  +"■''■*«•■        A=3;.-I 

(D)  ^e   "    /(fc)=/e   "    f{x)2^e""""dx, 

A  -  U  -  00  /,  =  u 

und  man  erhält  also  für  ganz  beliebige  Werte  von  /(O),  /(l), /(2),  .  .  . /(2/«  —  1) 

die  Summe:  *''"' 

Ve   "   /(/c)  (i  =  o,i,2,...2..,-i) 


")  Crelle's  Journal  Bd.  4,  S.  157  und  G. Lejeuve-Dirichlet's  Werke,  Bd.  I,  S.  117. 
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durch  das  Integral : 


I  e   '^  •     .         f(x)dx 

J  sin  3:71   '  ^  ' 


ausgedrückt,  wenn  nur  die  Funktion  /(a;)  außerhalb  des  Intervalles  (0,  2/<)  gemäß 
der  Periodicitätsgleichung  /(x)  =  /(«  +  2,w)  bestimmt  wü'd. 

IV.  Nimmt  man  in  der  Formel  (D)  /(ä;)  =  1  und  führt  auf  der  rechten  Seite 
eine  neue  Integrationsvariable  mittels  der  Substitution: 

ein,  wobei  ^  und  ]/  y  als  positiv  anzimehmen  sind,  so  erhält  man  die  fundamentale 
Relation:  ,.  ,  +„ 

(E)  2^"   -  Vti  ^'   ß  'y' 

k=0  I  1/1  =  0  —  «o 

welche  eine  Reciprocitätsbeziehung  zwischen  den  zwei  Gauß sehen  Reihen: 

A  =  0  k  =  0 

darstellt.  Diese  Relation  hat  Dirichlet  nur  für  den  besonderen  Fall  A  =  2  aus  seiner 
Summenformel  abgeleitet,  und  dies  genügt  auch  zur  Wertbestimmung  der  Gaitß- 

sehen  Reihen      'S^e  "   .  Aber  die  allgemeinere  Relation  (E)  geht,  wie  sich  hier 

A  =  0 

gezeigt  hat,  ebenso  einfach  aus  der  Dirichletschen  Summenformel  hervor,  wie  die 
speciellere  für  /  =  2,  und  sie  gewährt  überdies  den  Vorteil,  ganz  unmittelbar  zur 

Wertbesthnmung  der  a%em€me%  GawyS  sehen  Reihen       ^  ^"      zuführen. 

i:  =  0 

V.  Um  dies  näher  darzulegen,  bezeichne  ich,  wie  in  meinem  Aufsatze  „Über 
den  vierten  Gauß  sehen  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  für  die  quadratischen 
Reste"*),  mit  {Vre^")  den  durch  die  Gleichung: 

(|/r7'°')  =  !  Vr    e"  (-|»<^§|-) 

*)  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  Juli  1880.^) 

")  Bd.  rv,  S.  275  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L,  Krouecker'a  "Werke  IV  39 
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definierten  Wert  der  Quadratwurzel  aus  einer  komplexen  Größe  re""  und  mit 
G i-\  die  durch  die  Gleichimg : 


definierte  Gaußsche  Reihe.  Alsdann  stellt  sich  die  Relation  (E),  wemi  darin  —  i 
für  i  gesetzt  Avird,  in  folgender  Weise  dar: 


«D-y;!«©/'-"""". 


und  da  sich  hieraus  der  Wert  des  Integrals,  indem  man  A  =  2,  /<  =  1  setzt,  gleich 
Yiri  bestimmt,  so  resultiert  die  Hauptgleichung : 

m  (1/S«{")  =  e(fi)- 

Diese  Gleichung  ist  allerdings  nur  unter  der  Voraussetzung,  daß       positiv  sei, 

abgeleitet  worden,  aber  sie  gilt  offenbar  auch  für  den  Fall,  daß  "  negativ  ist;  denn, 
um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  i  in  —  i  zu  verwandehi. 

Da  G  (  )  =  0  ist,  wemi  Ä  und  /<  beide  ungerade  sind,  so  bedarf  es  allein  der 
Betrachtung  der  öaw^ sehen  Reihen: 

luid  hierbei  kann  noch  angenommen  werden,  daß  /<  ^?  1  (mod.  4)  ist,  da  ja  gleich- 
zeitig das  Vorzeichen  von  A  und  /x  verändert  werden  kann,  ohne  den  Wert  des 
Arguments  von  G  zu  verändern.   Setzt  man  nun: 

so  stimmen  die  Zeichen  (  ),  ^^j  mit  den  Legendre-Jacobischen  Zeichen  überein, 
welche  sich  auf  diese  Weise  analytisch  dargestellt  finden. 

Der  Beweis  dieser  Übereinstimmung  läßt  sich  genau  so,  wie  ich  es  in  dem 
erwähnten  Aufsatze  ausgeführt  habe,  aus  den  folgenden,  fast  evidenten  Grund- 
eigenschaften der  6rai//S  sehen  Reihen  G: 

G  i         -{-   ^i)    =^  G  i  '    )  ('^1  j"  beliebige  ganze  Zahlen), 
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G{2ki)    =   1,    G(^A  =   1    +  i  (>;  f  ganze  Zahlen  und  ^  =  1  (mod.  *)), 

Q  { I  =  Gl I  G  (     —  I      (^  f,  V  ganze  Zahlen  und  zu  einander  prira\ 

\ftvj  \  ft  /       \    V   / 

in  Verbindung  mit  jener  durcli  die  Gleichung  (F)  dargestellten  Haupteigenscliaft 
derselben  herleiten,  und  diese  Gleichung  (F)  liefert  alsdann  dü-ekt  die  Reciprocitäts- 
beziehung  für  das  allgemeinere  Legendre-Jacobische  Zeichen  in  der  bemerkens- 
werten Form:  ,  ,-,     -    ,__. 

oder: 

/J\    /,,  \  7(»-»gn  i)(l-Bgn..u) 

(7)(x)  =  (-i)^ 

wenn,  wie  vorausgesetzt  worden,  /i  ^  1  (med.  4)  ist. 


39* 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 


VON 


L.  KRONECKER. 


Monatsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 

vom  Jahre  1881.  S.  1165-1172. 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN/) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  22.  Dezember  1881.] 

Die  Forniebi,  welche  Jacobi  in  der  Einleitung  zn  seiner  Abhandlung  „sur 
la  rotation  d'un  corps"'^)  gegeben  hat,  lassen  sich  in  einer  einzigen  Formel  von 
bemerkenswerther  Eleganz  zusammenfassen.  Bedeuten  nämhch  fj,,  v  alle  positiven 
ungraden  Zahlen,  m  und  n  aber  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -f  oo,  so  ist  der 
Quotient  von  !?-Reihen 

fi-l       ^    ,  v-l    ^  , 

eine  Function  F{q,  x,  y),  deren  Entwickelung  nach  ganzen  Potenzen  der  Variabein 
X  und  y  die  Gleichung 

(I)  F{q,  X,  y)  =^^q'     {x"y'  —  x~"y~') 

U  V 

ergiebt.  Bezeichnet  man  mit  r  den  absoluten  Betrag  von  q,  so  muß  r  <  1  sein,  vmd 
die  Gleichung  (I)  gilt  für  alle  Werthe  von  x  und  y,  deren  absoluter  Betrag  zwischen 

r"  und  r  -  hegt.  Ich  habe  die  Gleichung  (I)  bereits  im  Juh  1876  der  Akademie  mit- 
getheilt,  aber  seither  noch  nicht  durch  den  Druck,  sondern  nur  in  meinen  Universi- 
tätsvorlesungen veröffentlicht. 

Setzt  man  in  der  Gleichimg  (I)  xy  =  z,  differentiirt  nach  z  und  nimmt 
alsdann  z  =  1,  so  resultirt  die  Formel 


(11) 


lr(— 1)    -     V5*  1    V   V         2'"/    u-y     ,         -u  +  .\ 


^)  Vgl.  Zusatz  81  am  Ende  des  Bandes.  '  H 

')  Jacobi,  Werke,  Bd.  II,  S.  291 .  H 
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und  wenn  x  =  e"",  y  =  e'"'  gesetzt  wird,  gehen  die  beiden  Formeln  (I)  und  (II) 
in  folgende  über: 

,u-l         1     ,  r— 1     1    j 

/TON  2:(— 1)  ^   liq^"  -ZC— 1)    ^  g*'  sin(|  +  v)v;i        "V  "V    3'"'   •    /    -    I         \ 

2.(— g)     cos2m|:;t5;( — 5)"  cos27i?^7i  ^  ^ 


|2:(— 5)"  cos2re|.T) 

in    welchen   der    absolute    Betrag    des    imaginären   Theiles    von    2rr|   und   2n}] 
kleiner  sein  muß   als  log  r. 

Für  die  Function  F{q,  x,  y)  besteht  die  Fundamental-Eelation 

(III)  Fifi,  X,  y)  =  q'""'x-">f"'F{q,  xq",  ijq"), 

mittels  deren  die    sämmtlichen  Functionswerthe    von  F   auf   solche    reduciert 
werden,   für  welche   die  Werthe  von  x  und  y  innerhalb   des  durch  die   Kreise 

!  _   1 

mit  den  Radien  r-  und  r   -  begi-enzten  Ringes  hegen. 

Die  Formel  (I)  kann  umnittelbar  aus  dem  Cawc/i«/ sehen  Integralausdrucke 
hergeleitet  werden,  welchen  man  für  die  Function  F  {q,  x,  y)  erhält,  wenn  man  die- 
selbe nur  als  Function  von  y  betrachtet.  Denkt  man  sich  nämhch  in 

F{q,  X,  z)       dz 


ß 


die  Integration  erst  über  einen  den  Punkt  y  umschließenden  Kreis  erstreckt,  dessen 

Radius  kleiner  als  r   -  ist,  alsdann  über  einen  den  Punkt  y  ausschUeßenden  Kreis, 

1 
dessen  Radius  größer  als  r  ^  ist,  so  ist  das  Resultat  der  ersten  Integration  vermindert 

imi  das  der  zweiten  gleich  i^  (5-,  x,  y).  Ersetzt  man  nun  den  ersten  Kreis  durch  einen 

beliebig  großen,  den  zweiten  durch  einen  behebig  kleinen,  so  treten  nach  dem 

Canchy sehen  Satze  die  AVerthe  von 

z—y     ^  "■' 

an  den  Unstetigkeitspunkten  C  hinzu,  d.  h.  lauter  Gheder 


lg        X 
2       ^^ 

±g= 


—  f  V 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  313 

in  denen  e  die  beiden  Werthe  +  1  und  —  1  hat,  und  bei  hinreichender  Vergrößerung 
des  einen  und  Verkleinerimg  des  anderen  Kreises  werden,  wit  sogleich  gezeigt 
werden  soll,  die  Integrationsresultate  unendlich  klein.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
für  F  {q,  X,  y)  die  Entwickelung 

2j  Zj  ~i r—  ('  =+1.-1), 

2/9      —yq 
welche  unmittelbar  zu  der  Gleichung  (I)  führt. 

Jenes  Cauchy&che  Integral 
(J)  f?^^^^^dz 

kann  auch  als  Summe  von  zwei  Integralen 

dargestellt  werden.  Das  erstere  dieser  beiden  Integrale  verschwindet,  wenn  die 
Integration  über  eiuen  Kreis  mit  beliebigem  Radius  erstreckt  wird,  v/eil  F{q,  x,  z)  eine 
ungi'ade  Function  von  z,  d.  h.  weil 

F{q,x,z}=  —F{q,x,  —  z) 

ist;  das  letztere  der  beiden  Integrale  aber  geht  vermöge  der  Relation 

F{q,x,z)^  -F{q,x'-\z-') 
m  das  Integral  ^   ,       ,      ,^ 

J      z   ^  —  y 

über,  und  dieses  —  integrirt  über  einen  Kreis  mit  dem  Radius  R  —  ist  nichts 
Anderes  als  das  Integral  (J),  integrirt  über  einen  Kreis  mit  dem  Radius  ^,  wenn 
dabei  x~^  für  x  und  7j~^  für  ij  substituirt  wird.  Es  ist  also  nur  zu  zeigen,  daß 
das  Integral  (J)  verschwindet,  wemi  die  Integration  über  einen  Kreis  mit  unend- 
hch  kleinem  Radius  erstreckt  wird,  und  zwar  auch  dann,  wenn  a;~'  an  Stelle  von 
j  a;  gesetzt  wird.  —  Wird  nun  das  Integral  (J)  über  einen  Kreis  mit  dem  Radius 
i  r"Q  genommen,  so  geht  es,  wenn  q  =  re""  gesetzt  und  die  Relation  (III)  angewendet 
wird,  in  ä« 
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über,  und  der  Factor  {rx~y'  —  sowie  auch  {rx'^)",  welcher  daraus  entsteht,  wenn 

man  x~^  statt  x  setzt  —  wird  mit  wachsendem  n  unendhch  klein,  weil  der  abso- 

1  1 

lute  Betrag  von  x  zwischen  r^  und  r   °  liegt;   aber  das  mit  dem  Factor  {rx'^)' 

multiplicirte  Integral  behält  offenbar  auch  für  imendhch  große  Zahlen  n  einen 

endhchen  Werth,  und  es  ist  hiermit  der  oben  vorbehaltene  Nachweis  vollständig 

geführt. 

Setzt  man  q  =^  e"",  z  --=  e'^'und  alsdann  (wie  in  den  Monatsberichten  vom 
Juli  1880  S.  6971)  m^jj  vq^  October  1880  S.  857^): 


^,(-1)  '   q'    {z'-z-)  =  i&{C,r), 

V 

2'(-l)  '   vq'"{/+z-")=U'{C,T), 


(IV)  ,         ,  (.=  1,3.5,...) 


so  ist,  wenn  zur  Vereinfachung  das  zweite  Argument  in  &  {C,  r)  weggelassen  und 
also  &  (C)  an  Stelle  von  &  (f ,  t)  genommen  wird, 

^q'^   {Z    +  Z-')  =  ^(C  +    2),  (v  =  .,3,6,...) 

V 

(iv)  2'5"^"'  =  ^^(^  +  '-2-0' 

{n  =  0,+l,  +2,+3,...) 

^(-qf/"=-iq^z&{^+l). 

n 

Wenn  nun  in  üblicher  Weise*)  &{^)  mit  dem  Index  1  versehen  wird  und  die  drei 
i^-Functionen  mit  den  Indices  0,  2,  3  durch  die  Gleichungen 

1  1 

(V)       ^,{0  -  -  iq'z^,(C  +  l),     ^,{0  ^  &,{C  +  2).     ^.&  =  2'^^i(^  +  '  2") 

*)   Vergl.  Königsherger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen, 
S.  824  sqq. 

•)  Bd.  IV,  S.  287  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  291  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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defiiiiit  werdeil,  so  ist  bei  Festhaltuiig  der  übrigen  Bezeichnungen 

also  gemäß  der  Formel  (I) 
und  gemäß  der  Formel  (II) 

(11')  (»^y=^^'22^^'i'  cos(/^— »')^^ 

oder  auch.  i 

Nimmt  manendüch  die  aus  der  Productentwickelung  von  &{C)  unmittelbar  hervor- 
gehende Relation 

(VI)  ^[{0)  =  n&,{0)&,{0)i},{0) 

hinzu,  so  resultiren  die  beiden  Formeln 

d")  ^,(0)^3(0)  •  '^-5J|(t)-  -  4225'"'^'"('«'  -^  "">>' 

(II  )  M^r~  ^     ^  ^  C"  -  ")?         COS  (/<  -  r)|.-T, 

von  denen  die  erstere,  wenn  man  nach  einander  ?/  =  0,  , ,  ^^^  setzt,  die  Reihen- 
entwickelimgen  für  die  Quotienten 

*i(^)      »M     h^l 

und  also  die  im  §  39  von  Jacobi's  Fundamenta')  enthaltenen  Reihen  für  die  elhp- 
j  tischen  Functionen  ergiebt.  —  Bei  der  oben  angegebenen  Herleitung  dieser  beiden 
I  Formeln  mittels  des  Cauchyacheii  Integralausdrucks  für  F{q,  x,  y)  bedurfte  es  nur 
I  der  Kenntniß  der  Unendlichkeits-Werthe  von  F{q,  x,  y)  d.  h.  also  der  NuUwerthe 
!    von  &o{>l)-   Da  diese  nun  aus  der  Productentwickelung  der  «^-Functionen  resul- 


')  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  155.  H 
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tiren,  welche  selbst  ebenfalls  aus  dem  Cmichyschen  Integralsatze  herzuleiten  ist*), 
so  erweist  sich  dieser  als  die  alleinige  Quelle  der  obigen  Deduction.  Aber  anstatt, 
wie  es  bei  dieser  Deduction  geschehen  ist,  die  functionentheoretischen  Eigenschaften 
von  F{q,  x,  y)  zu  Grunde  zu  legen,  kann  man  auch  —  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll  — 
von  der  formalen  Zusammensetzung  des  mit  F  {q,  x,  y)  bezeichneten  Ausdrucks  aus- 
gehend zu  einer  directen  Verification  der  Formel  (I)  gelangen. 

Bedeuten  v  und  w  zWei  complexe  Größen,  für  welche  der  absolute  Werth 

des  reellen  Theiles  von  2v  •  logg»  und  2w  ■  log  q  kleiner  ist  als  der  absolute  Werth  des 

reellen  Theiles  von  log  q  selbst,  so  liegt  der  absolute  Betrag  von  q  und  q'  zwischen 

1  I 

r^  und  r   - ,  und  es  gilt  daher  gemäß  der  Formel  (I)  die  Entwickelung : 


-(2o  +  f/i)(2u)  +  t  >■) 


(VII)  <l-"°F{q,<i,q)='2;i' 

wo  sich  die  Summation  auf  die  beiden  Werthe  £  =  +  1  und  e  =  —  I  und  auf  alle 
positiven  ungraden  Zahlen  jx,  v  bezieht.  Ferner  ist  gemäß  der  Definition  der 
Function  i?' ((?,  x,  2/):  ,     ,,=  ,  j., 

(VIII)  ^2q'--F{q  <f  q")  =  1^  (- 1)"(2«  + Dg^      -^•SC-D^g'- 'J_ 

WO  sich  die  vier  Summationen  auf  alle  ganzen  Zahlen  n  von  —  oo  bis  +  oo  beziehen. 
Zur  Verification  der  Reiheuentwickelung  (VII)  bedarf  es  also  nur  des  Nachweises, 
daß  das  Reihen-Product 

oder  die  hiermit  identische  Reihe 

(IX)  2>(— l)"'"e5-  (^,v=i.3,5,.  . 

mit  dem  Zähler  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (VIII),  d.  h.  also  mit  dem 

Rcihen-Producte 

x-i       1   ,  '-i    /  1  AS 

(X)  Z^-^)-  y-q'   ■Z'^-^'i     1        ''  (..,=+,,±,,+6....) 


*)  Vergl.  meine  beiden  Mittheilungen  in  den  Monatsberichten  vom  Juli  und  October 
1880,  S.  696  und  S.  857.i) 

')  Bd.  IV,  S.  280  und  291  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' e,  Werken.  Ji 
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übereinstimmt.   Setzt  man  in  dem  Ausdruck  (IX) 

/  =  m  +  n  +  -2  £(/<  +  »•)-     y  =  —  "'  +  n  -^r  .^F(ji~v),     a  =  ^(ji  -f-  v) , 
so  verwandelt  sich  derselbe  in  folgenden : 

(IX')  22(-  ^Yl  -  2(-  iTsr—^'^'^q-'--', 

in  welchem  die  letzte  Summation  sich  auf  die  Werthe  ^  =  1,  3,  5,  .  .  .  2cr  —  1  er- 
streckt. Bei  Ausführung  dieser  Summation  wird  für  e  >  0: 

2(-l)"eg""— <''2g--^'=.2(-l)"-^ ;^^ -, 

und  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  ist  auf  e  =  +  1  und  £  =  —  1  sowie  auf 
alle  ganzen  positiven  Zahlen  a  zu  erstrecken,  da  ct  =  ^-,  (,«  +  v)  und  sowohl^  als  v 
positiv  ist.  Setzt  man  aber  a  =  en,  so  wird  der  Ausdruck  rechts  gleich  der  Differenz 
der  beiden  Summen      2'(- l)"?"'"^^-^',    ^C"  irg"""""^"  (»=o.±.,  ±v..). 

dividirt  durch  {q"  —  q~'),  imd  jede  dieser  beiden  Summen  ist  gleich  Null,  da,  wenn 
man  — m  =  w  +  A±o  setzt, 

^V^  /  1  \ ''«(«  + ^- +  f)  "W  ^  v7/i +  >. +  o    7;*(m+ /.  +  o) 

\^.(—   1)9  "       =^(—1)  "9  ~  (m,n=0,±l,±S,...) 

n  711 

wird,  und  ?.  ±  q  ungrade  ist.  Es  ist  also  in  dem  Ausdruck  (IX)  nur  noch  q  =  0 
zu  nehmen,  und  derselbe  reducirt  sich  daher,  da  alsdann  y;  <?"'"-'  =  c  ward,  auf 

die  Reihe:  L^^  +  LA\ua-\A' 

welche,  wenn  2£a  —  X  =  y.  gesetzt  wird,  in  die  Doppeh'eihe 


^  (>=-'•) 


(X')  2(-^)"       ('^^^Og 

übergeht.    In  dieser  verschwindet  offenbar  der  mit  ).  multiphcirte  Theil,  weil  für 

zwei  entgegengesetzte  Werthe  von  x  das  Vorzeichen  ( —  1)^         auch  entgegen- 
gesetzte Werthe  hat;  der  übrige  mit  y.  multiphcirte  Theil  aber  verwandelt  sich  un- 

mittelbar  in  das  Reihen-Product  (X),  wenn  an  Stelle  des  Vorzeichens  (—  1)-' 

das  Product  (— 1)-         (—1)*         genommen  wird. 
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Der  Werth  von  2q''""F{q,q,q")  bleibt,  wie  aus  dem  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (VIII)  ersichtlich  ist,  ungeändert,  wenn  v  oder  w  um 
eine  Einheit  vermelirt  oder  vermindert  wird;  aber  die  Reihenentwickelung  (VII) 
muß  alsdann  modificirt  werden.  Indessen  läßt  sich  auch  die  für  beliebige  Werthe 
von  V  und  w  geltende  Reihenentwickelung  in  ganz  einfacher  Weise  darstellen,  wenn 
man  mit  e(h)  das  Vorzeichen  des  reellen  Theiles  von  h-  log  bezeichnet;  alsdann 
ist  nämhch 

2q'-''F{q,  q\  q)  =2{e(v  +  m+l)  +  e(w  +  n  +   ^j^' '"'""  ^'  *""'^', 

wenn  die  Summation  auf  alle  ganzen  Zahlen  ni,  n  von  —  oo  bis  +  oo  erstreckt  wird. 
Die  Doppelreihe  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Reihe  von  Potenzen 
einer  beliebigen  Variabehi,  deren  Exponenten  die  Producte  von  Ghedern  zweier 
arithmetischen  Reihen,  und  deren  Coefficienten  in  gewisser  Weise  als  ±  1  oder  0 
bestimmt  sind;  die  Gleichimg  zeigt  also,  daß  eine  solche  Doppelreihe  sich  als 
Quotient  von  «?-Reihen  (VIII)  ausdrücken  läßt. 

Nimmt  man  in  der  Formel  (I')  |  =  „ ,  ?j  =  0,  so  kommt 


-.,  f " 


und  daß  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  gleich  Tf&^ioy  wird,  kann  auf  arith- 
metischem Wege  daraus  gefolgert  werden,  daß  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer 
imgraden  Zahl  als  Summe  von  zwei  Quadraten  sich  durch  den  Überschuß  der  Divi- 
soren von  der  Form  4w  +  1  über  diejenigen  von  der  Form  An  +  S  ausdrückt.  Es 
ergiebt  sich  daher  auf  diese  Weise  die  obige  Gleichung  (VI)  und  mit  Hülfe  derselben 
resultirt  aus  der  Gleichimg  (11)  für  |  =  0  die  Formel 


v/" 


welche  den  von  Jacobi  am  Schlüsse  der  Fundamenta  entwickelten  Fermaischen 
Satz  über  die  Darstellung  der  Zahlen  als  Summen  von  vier  Quadraten  enthält. 
Diese  Formel  erscheint  aber  hier  auf  wesenthch  arithmetischem  Wege  hergeleitet, 
da  bei  der  zuletzt  angegebenen  Verifications-Methode  für  die  Gleichung  (VII)  nur 
arithmetische  Mittel  zur  Anwendung  gekommen  sind. 


BEMEßKlWGEN  ÜBER  DIE  MULTIPLICATION 
DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 


VON 


L.  KRONECKER. 


Sitzungsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 


vom  Jahre  1883.  S.  717-729. 


BEMERKUNGEN  ÜBER  DIE  MüLTIPLICATION  DER 
ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  7.  Juni  1883]. 

I. 

In  seinem  ersten,  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  behandelnden  Auf- 
satz*) leitet  Abel  die  MultipUcationsformeln  aus  dem  Additionstheorem  in  einer 
Weise  her,  welche  sich  bei  Anwendung  der  Ja«o6*'schen  Bezeichnungen  folgender- 
maassen  darstellen  lässt. 

Die  aus  dem  Additionstheorem : 

, .  ,  /      ,    7  \        sin  am  a  cos  am  6  J  am  6  +  sin  am  b  cos  am  o  A  am  a 

A)  Sin  am  {a  +  b)  = ^-^-^ ri r 

1  —  k   sm  am  a  sm   am  o 

hervorgehenden  Formeln : 

2  sin  am  b  cos  am  a  A  am  a 


siu  am  {a  -\-  b)  —  sin  am  (a  —  ?>)  = 


-.  7  2     ■    2  -2  I. 

1  —  k  sm  am  o  sm  am  6 


, , ,,  /      ,    7  \    ,  /  7  \  2  cos  am  a  cos  am  b 

(A)  COS  am  (a  +  o)  +  cos  am  (a  —  o)  =  ;; — s s 

1  ■ —  k~  sin  am  a  sin  am  b 

^         ,       ,    7N     ,     ^         /  TS  2zlamazlamb 

/ia,m{a  -{-  b)  -}-  A  &m.(a  —  b)  =  5 — 5 s r 

1  —  k  sm  am  o  sm  am  0 

zeigen  unmittelbar,  indem  man  darin  der  Reihe  nach  &  =  a,  2o,  3o,  . . .  setzt,  dass 
sich  für  jede  grade  Zahl  n: 

/T7\  sin  am  na  .  . 

(B)  — . cosama/damo,    cos  am  no,    zj  am  na 

^    '  sm  am  o 

und  für  jede  ungrade  Zahl  n: 

,.pn  sinamno      cosam  rto      zl  am  na 

^     '  sin  am  a  '      cos  am  a  '      A  am  a 


*)  Eecherches  sur  les  fonctions  elliptiques.  Journal  für  Mathematik  Bd.  II,  S.  101  und 
Oeuvres  completes  de  Kiels  Henrik  Abel,  nouvelle  edition,  1881,  tome  I,  p.  263. 
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als  rationale  gebrochene  Functionen  von  sin^  ama  darstellen  lassen.*)  Diese  er- 
scheinen aber  dabei  nicht  in  reducirter  Form,  sondern  Zähler  und  Nenner  der  Multi- 
pUcationsformeln  erhalten  bei  dieser  inductiven  Herleitung  aus  dem  Additionstheo- 
rem gemeinschafthche  Factoren  und  werden  demgemäss  von  zu  hohem  Grade.  Dass 
aber  der  Grad  von  Zähler  und  Nenner  der  reducirten  gebrochenen  Functionen  von 
sin^  ama  in  den  drei  mit  (B)  bezeichneten  Ausdrücken  genau  gleich  \n'  und  in  den 
drei  mit  (B')  bezeichneten  Ausdrücken  genau  gleich  |(»^^  —  1)  ist,  kann  im  Anschluss 
an  die  Deduction  AbeVs  in  einer  Weise  dargethan  werden,  welche  der  Kürze  halber 
hier  nur  für  die  beiden  auf  sin  am  na  bezüglichen  Ausdrücke  entwickelt  werden  soll. 

Gemäss  der  inductiven  Herleitung  der  Multiplicationsformeln  aus  dem  Ad- 
ditionstheorem, kann  für  grade  Zahlen  n : 

sin  am  n  a  •  G  (sin^  am  a)  =  sin  am  a  cos  am  a  A  ama  ■  F  (sin^  ama) 

und  für  ungrade  Zahlen  n : 

sin  am  na  ■  G^  (sin" am  a)  =  i\n  am  a  •  F^  (sin'^am  a) 

gesetzt  werden,  wo  i*'(a;) ,  Fi  {x) ,  G(x) ,  G^  {x)  ganze  Functionen  von  x  bedeuten,  deren 
Coefficienten  rationale  Functionen  von  k  sind.  Dabei  kann  angenommen  werden, 
dass  weder  F{x)  und  G{x)  noch  a:(l  —  x){l  —  k'~x)  und  G{x)  noch  auch  xFi{x)  und 
Gl  (x)  einen  gemeinschaftlichen Theiler  haben.  Alsdann  sind  offenbar,  wenn  x  und  y  un- 
bestimmte oder  variable  Grössen  bedeuten,  die  beiden  ganzen  Functionen  von  x,  y: 

x{l  —  x){\  —k-x)F\x)  —  yG\x),     xF\{x)  —  yG\{x) 

irreductihel,  in  dem  Sinne,  dass  sie  keine  Factoren  haben  können,  welche  ganze  ratio- 
nale Functionen  von  x  und  y  wären,  auch  wenn  in  deren  Coefficienten  Irrationali- 
täten zugelassen  würden.  Denn  beide  Functionen  sind  in  Beziehung  auf  y  nur  linear, 
und  einen  von  y  unabhängigen  Theiler  können  sie  nicht  haben,  da  der  Voraussetzung 
nach  weder  a;(l  —  x){\  —]c'x)F'{x)  und  G''{x),  noch  xFl(x)  und  Gl{x)  einen  ge- 
meinschafthchen  Theiler  haben  kömaen.  Die  beiden  Gleichungen 

x{l  —  a;)(l  —  k-x)F'{x)  =  yG'{x),     xFI{x)  =  yG\{x) 

können  nun,  da  sie  irreductibel  sind,  nicht  gleiche  Wurzeln  x  haben,  und  ihr  Grad  ist 
daher  gleich  der  Anzahl  der  verschiedenen,  Werthe  von  x,  welche  einem  und  dem- 


*)  Anmerkung.  Der  Zähler  der  rationalen  Function,  welche  den  ersten  der  drei  Aus- 
drücke (B)  darstellt,  enthält  den  Ausdruck  (1  —  sin-  am  a)  (1  —  fe^  sin^  am  o)  als  Factor. 
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selben  Werthe  von  y  entsprechen,  d.  h.  gleich  der  Anzahl  derjenigen  Werthe  a,  a", ..., 
wofür 


sin^  am  n  a ,     sin^  am  ?!  a  ,     sin^  am  n  a  , 


einander  gleich  und 


"  sm'ama,     sm'ama,     sin"ama  , 


unter  einander  verschieden  sind.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Grad  beider  Glei- 
chungen in  X  gleich  u'  ist,  und  dass  also  die  Grade  von 

F{x),      G{x),        F,{x),  G,(x) 

beziehungsweise:  -^n'  —  2,    -^n",    -^{n'—l),    -^(ir  —  l) 

sein  müssen. 

Die  hier  entwickelte  Bestimmung  des  Grades  von  Zähler  und  Nenner  der 
MultipHcationsformeln  beruht  recht  eigenthch,  wie  auch  bei  Abel  deutUch  hervor- 
tritt, auf  der  Ermittelung  der  sämmtUchen  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 
sin  am  u  =  0,  d.  h.  also  auf  dem  Nachweise,  dass  erstens  für  alle  ganzen  Zahlen  tn ,  jn  : 

sinam(2wjJi  +  2m'K'i)  =  0 

wird,  und  dass  zweitens  sin  am«  nur  für  die  Werthe: 

u  =  1mK  +  2m'K'i 

verschwindet.  Das  Letztere  folgt-,  wie  Abel  zeigt,  mit  Hülfe  des  Additionstheorems 
unmittelbar  aus  dem  Ersteren,  wenn  der  Modul  k  reell  und  kleiner  als  Eins  voraus- 
gesetzt wird.  Diese  Voraussetzung  thut  aber  der  Allgemeinheit  jener  Gradbestim- 
mimg von  Zähler  und  Nenner  der  Multiphcationsformeln  keinen  Eintrag,  da  der  Grad, 
auf  welchen  Zähler  und  Nenner  der  reducirten  Multiphcationsformeln  für  jene  be- 
schränkten Werthe  von  k  steigt,  offenbar  für  jeden  Werth  von  k  derselbe  bleiben 
muss.  Es  zeigt  sich  daher,  dass  die  .46ersche  Deduction  überhaupt  nur  die  unmittel- 
bar aus  der  Definition :  am  »m  a 

hervorgehenden  Eigenschaften  von  sin  am  a  zu  HüKe  nimmt,  um  die  reducirte  Form 
der  rein  algebraisch  durch  wiederholte  Anwendung  des  Additionstheorems  ent- 
stehenden Multiphcationsformeln  zu  ermitteln. 

Als  ich  dies  neuhch  in  meinen  Universitäts-Yorlesungen  auseinandersetzte, 
fügte  ich  hinzu,  dass  es  wohl  wünschenswerth  erscheine,  die  Herleitung  der  redu- 

41* 
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cirten  Multiplicationsformeln  aus  dem  Additionstheorem  von  jeder  Zuliülfenahme 
der  analytischen  Eigenschaften  der  eUiptischen  Functionen  frei  zu  machen.  Einer 
meiner  Zuhörer,  Hr.  Dr.  C.  Runge,  fand  sich  dadurch  angeregt,  sich  -mit  dem  Gegen- 
stande zu  beschäftigen,  und  theilte  mir  schon  nach  einigen  Tagen  als  Resultat  seiner 
Bemühungen  eine  rein  algebraische  Herleitung  der  reducirten  Multiplicationsformel 
für  cos  am  mit,  welche  nächstens  in  dem  von  Hrn.  Weierstrass  und  mir  redigirten 
Journal  für  Mathematik  abgedruckt  werden  wird.^)  Um  mir  nun  die  Ursache  des  Er- 
folges der  von  Hrn.  Runge  angewendeten  Methode  völlig  klar  zu  machen,  suchte  ich 
den  eigenthchen  Grund  der  Schwierigkeit  zu  erforschen,  welcher  bei  Abel  der  rein  al- 
gebraischen Durchführung  seiner  Herleitung  der  Multiplication  aus  dem  Additions- 
theorem, d.  h.  der  rein  algebraischen  Herleitung  der  rerf^üiVte/iMultiphcationsformel, 
entgegensteht.  Ich  fand  diesen  Grund,  indem  ich  auf  die  in  meiner  „arithmetischen 
Theorie  der  algebraischen  Grössen"*)  entwickelten  Principien  zurückging,  sehr  bald 
darin,  dass  im  Additionstheorem  selbst  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  für 
sin  am(a  +  b),  wenn  man  dieselben  als  ganze  Grössen  des  aus  den  Elementen: 

sin  am  o ,     cos  am  a  •  A  am  a ,     sin  am  h ,     cos  am  b  ■  A  am  h 

gebildeten  Rationalitäts-Bereichs  auffasst,  einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  in  dem 
a.  a.  0.  dargelegten  Sinne,  haben.  Dieser  Theiler  lässt  sich  durch  die  jenem  Gattungs- 
Bereich  associirten  Formen**)  wirklich  darstellen,  und  es  bewährt  sich  also  hier  die 
arithmetische  Theorie  der  algebraischen  Grössen  und  namentlich  die  darin  entwickelte 
Association  algebraischer  Formen,  i)idem  dadurch  das  Additionstheorem  der  elliptiscJien 
Functionen  rein  algebraisch  in  reducirter  Form  dargestellt  und  damit  eine  neue  Ein- 
sicht in  die  Natur  des  so  vielfach  behandelten  Theorems  erlangt  wird.  Nimmt  man  diese 
reducirte  Form  des  Ausdrucks  für  sin  am  (o  +  b)  zum  Ausgangspunkt,  so  gelangt 
man,  indem  man  der  Reihe  nach  b  ==  a,  2a,  3o,  .  .  .  annimmt,  immittelbar  und  in 
rein  algebraischer  Weise  zu  der  reducirten  Form  des  Ausdrucks  für  sin  am  na,  d.h. 
zu  der  reducirten  MultipUcationsformel. 


*)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  92,  S.  1   (Festschrift  zu   Hrn.  Kummer's  Doctor- 
Jubiläum).^) 

*)  A.  a.  0.  §  22.  S.  84  und  93.») 


:i<*v 


>)  Runge,  Journal  für  Mathematik,  Bd.  94,  S.  349—351.  H 

*)  Bd.  II,  S.  237  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  II,  S.  342—343  u.  S.  353—354  dieser  Ausgabe  von  L.  AVonee/cei's  Werken.  H 


BEMERKUNGEN  ÜBER  DIE  MULTIPLICATION  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN        325 

II. 

Es  soll  nun  ziivörderst  der  gemeinsame  Theiler  ermittelt  werden,  mit  welchem 
Zähler  und  Nenner  der  Multiplicationsformel  bei  der  ^6eZ'schen  Herleitung  behaftet 
sind. 

Bezeichnet  man  die  Ableitung  von  sin  ama  mit  sin'ama,  so  dass 
sin'  am  a  =  cos  am  a  ■  A  ama 
ist,  so  erhält  das  Additionstheorem  die  Form : 

,  .  „,  .  /       ,    7,         sin  ama  sin' am  6  +  sin  am  i  sin' am  o 

(A»)  smam  (a  +  b)  = — -^-:  f^- — -^ ,; 

1  —  k  sm  am  o  sin  am  b 

und  geht  mit  Benutzung  der  Relation : 

k  sin  am  b  sin  am  {b  +  K'i)  =  1 
über  in: 

sin  am  o  sin'  am  (b  -^  K'i)  —  sin'  am  o  sin  am  (6  +  K'  i) 


(A")  k  sin  am  {a  +  b)  = 


sin'^  am  a  —  sin" am  (b  -f"  Ä''i) 


In  dieser  Form  wird  es  evident,  dass  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  für 
sin  am(a  +  6)  verschwinden,  wenn  sin  ama  =  sin  am(&  +  K'i)  ist,  dass  also,  wenn 
man  a  =  rv,  b  =  sv  und  für  r,  s  ganze  Zahlen  nimmt,  der  aus  (A  )  hervorgehende 
Ausdruck  für  sin  am  (r  +  s)  v  im  Zähler  und  Nenner  alle  verschiedenen  Factoren 

sinamf  —  sinamr,  (a  =  o,i,2,...) 

enthalten  muss,  welche  durch  die  Gleichung: 

sin  am  rv^^  =  sin  am  (sr^  -f  ^'^'t') 
definirt  werden. 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  die  rationalen  Functionen  von  sin^  amv,  durch  welche 
sich,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist,  die  oben  unter  (B)  und  (B')  aufgestellten 
Ausdrücke : 

,T-,,,,  sin  am  ni; -sin' am  y       sinamnc 

^      '  smamu  smamu 

darstellen  lassen,  in  ihrer  reducirten  Form  im  Zähler  und  Nenner  von  den  Graden 

sind,  braucht  man  dies  nur  für  alle  Zahlen  vorauszusetzen,  die  kleiner  als  eine  ge- 
gebene Zahl  n  sind.  Nimmt  man  alsdann  für  r  und  s  irgend  zwei  positive  Zahlen, 
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deren  Summe  gleich  n  ist,  und  denkt  man  sich  die  Ausdrücke  (B")  erst  mittels  des 
Additionstheorems  (A")  durch  sin  amrv,  sin'  amrv,  sin  amsv,  sin'  amsv,  diese  aber 
alsdann  durch  die  der  Voraussetzung  nach  schon  reducirten  Ausdrücke  in  sin  amv, 
sin'  amv  dargestellt,  so  erhält  man  rationale  gebrochene  Functionen  von  sin^  amv, 
deren  Zähler  und  Nenner,  je  nachdem  r  +  s  grade  oder  ungrade  ist,  von  den  Graden: 

r"  +  s"  oder  r"  +  s"  —  1 

sind.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  sin"  amt;*,  wofür: 

sin  am  rr^  =  sin  am  {sv^^  +  Ki) 
wird,  ist  aber  je  nachdem  r  +  s  grade  oder  ungrade  ist,  gleich: 

lir-sf  oder  ^-^(r  -  s)=  -  l); 

der  Grad  im  Zähler  und  Neimer  der  rationalen  Functionen  für  die  Ausdrücke  (B' ) 
muss  sich  also  mindestens  auf: 

r'+s'-  -l-{r  -  sf  oder  r  +  r  -  1  -  l((r  -  s)'  -  l), 

d.h.  also,  je  nachdem  r  +  s  grade  oder  ungrade  ist,  auf 

l  (r  +  sf  oder  ^  ((r  +  sf  -  l) 

reduciren.  Dass  aber  keine  weitere  Reduction  des  Grades  stattfinden  kann,  wird  nun- 
mehr in  ähnUcher  Weise  wie  bei  Abel  daraus  erschlossen,  dass  z.  B.  für  ungrade 
Zahlen  n  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  sin^  amv,  wofür: 


sin  am  nv 
sin  am  v 


gleich  Null  wird,  genau  gleich  v,  (w"  —  1)  ist. 

Die  vorstehende  Deduction  zeigt,  dass  der  überflüssige  gemeinschaftlicheFactor, 
welclier  hei  der  auf  das  Additionstheorem  (A")  gegründeten  Bildung  von  sin  am(r  +  s)v 
aus  sin  amr«  und  sin  amsv  im  Zähler  und  Nenyier  erscheint,  nichts  Anderes  ist,  als 
der  Nenner  in  dem  Ausdrucke  für  sin  am(r  —  s)v,  d.  h.  der  Nenner  der  rationalen 
Function  von  sin^  amv,  in  ihrer  reducirten  Form,  durch  welche,  je  nachdem  r  —  s 
grade  oder  ungrade  ist, 

sinam(r  —  s)v    ■   ,  j  sinam(r  —  s)v 

r-^ —  sm  am  v    oder    ^-^ — 
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dargestellt  wird.  Dieser  Nenner  ist  gleich  Eins,  wenn  r  =  s  oder  r  =  s  +  1  ist,  und 
die  Bildung  von  sin  amnv  aus  sin  amrv  und  sin  amsv  führt  also,  wenn  n  =  r  +  s 
und,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist,  r  =  s  oder  r  =  s  +  l  angenommen  wird, 
unmittelbar  zur  reducirten  Multiplicationsformel.  Eine  solche  Bildungsweise  findet 
sich  in  Hrn.  Königsberger's  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen" (Theil  II,  S.  194);  doch  bedarf  es  zur  Vervollständigung  der  dortigen  De- 
duction,  ebenso  \vie  oben,  des  Nachweises,  dass  die  aus  derselben  hervorgehende 
Multiphcationsformel  wirkHch  in  der  reducirten  Form  ist,  d.  h.  dass  Zähler  und 
Nenner  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Dieser  Nachweis  ist  oben  auf  die  Kennt- 
niss  der  Wurzeln  der  Gleichung  sin  am  v  =  0  gegründet  worden ;  derselbe  kann  für 
grade  Zahlen  n,  also  für  r  =  s  rein  algebraisch  geführt  werden,  indem  man  die  redu- 
cirte  Form  des  Ausdrucks  für  sin  am  \nv  voraussetzt;  ob  aber  für  ungrade  Zahlen  n 
der  Nachweis  in  ähnlicher  Weise  geführt  werden  kaim,  muss  ich  dahin  gestellt  sein 
lassen. 

III. 

Ebenso  wie  es  Jacobi  in  einem  seiner  Aufsätze*)  bei  Aufstellvmg  der  Trans- 
formations- und  Multiplications-Formeln  gethan  hat,  will  ich  auch  bei  Aufstellung 
der  reducirten  Form  des  Additionstheorems  die  Grösse  k  +  ^  an  Stelle  des  Moduls  k 

einführen.  Wird  demgemäss :  i 

^  k  +  -^-  =  49J?  -  2 

k 

gesetzt,  so  ist  der  reciproke  Werth  von  VSJl,  nämhch  ^r'j.,  nichts  Anderes  als  der- 
jenige Werth  des  Moduls  k,  welcher  bei  einer  Transformation  zweiter  Ordnung,  und 
zwar  bei  der  Verwandlung  der  Jocofei'schen  Grösse  q  in  Yq  resultirt.**)  Die  hier  mit 
?JJ  bezeichnete  Grösse  ist  demnach  selbst  das  Quadrat  eines  durch  eine  Transforma- 
tion zweiter  Ordnung  aus  k  hervorgehenden  [Moduls,  und  deren  Einführung  erweist 
sich  dadurch  als  naturgemäss. 

Setzt  man  in  der  bei  Jacobi  übUchen  Weise : 


*)  ,, Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques."  Journal  für  Mathematik,  Bd.  IV, 
S.  185  und  Jacobi's  gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  266. 

**)  Jacobi's  Fundamenta  S.  92  und  Jacobi's  gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  149. 


328        BEMERKUNGEN  ÜBER  DIE  MULTIPLICATION  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

und  bezeichnet  das  unendliche  Product: 

(1  +  qz){l  +  5^-')(l  +  '/-')(!  +  q'mi  +  q'^)U  +  q'^  ■  ■  • 
mit  P [z,  q),  so  ist : *)  ^  ^  P^HuVg)  PH-l.Vg) 

iGVq 
also,  wenn  man  die  Function  Q  {z,  q)  durch  die  Gleichung : 

^^^^'^'-  m  =  Q^'{hVq)Q'{-hyq). 

imd  für  2;  =  e"'':  1       ^         n(  i/~\ 

Da  es  aber  für  die  Aufstellung  der  reducirten  Form  des  Additionstheorems  wesent- 
liche Vortheile  bietet,  die  elliptische  Fimction  sin  am,  mit  dem  Factor  ',^  ver- 
sehen, einzuführen,  so  setze  ich: 

f(a)  =  r^(—-  H ^  )sinama, 

und  diese  Function  /(0)  ist,  wenn  man  in  den  obigen  Formeln  überall  q  an  Stelle  von 
Yq  setzt,  vollständig  durch  die  Function  P{z,  q)  zu  definiren.  Wenn  nämlich  mit 
P' {z,  q)  die  nach  z  genommene  Ableitung  von  P{z,  q)  bezeichnet  wird,  so  ist  die 

Gleichung:  16^^^(1,5)^ (-  l,g)/(«)  =  ^'5^!\''\ 

Q\i    ,q) 
durch  den  Werth : 

"  -  ii/^-  q-',q)PHi,q)P\- i,q)iog{-  qz) 

erfüllt.  Dann  ist  zugleich : 

16f(a)  —  (  -    -  +      -  _^r- I  sinam  (a,  k), 
\ym       VTl  —  lJ  ^ 

wenn  die  hier  vorkommenden  Grössen  9Jf  und  k  durch  die  Gleichimgen: 
2K  =  Q''{h  q)Q'{-  h  q),    m  -  1  =  Q\h  q)Q''{-  1,  5) 
k-l=-iQ''il,q)Q''{~-\,q) 

*)  Jacobi's  Fundamenta  S.  89  und  Jacobi'a  gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  146. 


p'{_q-\q)  V;(_l)'.-l„,2,.=  -»„  +  i 


(n  =  0,  +  I,  +  2....) 
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bestimmt  werden.  Diese  Bestimmung  von  k  resultirt  unmittelbar  aus  der  Formel 
No.  1  des  §  36  von  Jacobi's  Fundamente,  wenn  darin  q^  für  q  gesetzt  wird.  Ich  be- 
merke noch,  dass  „»/         -1     ^  rr/,  4n\2 

P{—q  .g)  =  'iyy(i— 3  )  (-.=1,2.3,..) 

n 

ist,  imd  dass  daber  die  Zurückf übrung  des  Products  P  {z,  q)  auf  Ö-Reüien  durch  die 
Formel : 

gegeben  \s-ird. 

Es  sei  nun:  /(a)  =  51,    /(b)  =  35, 

1  -  i^mim  - 1)  (25«  -1)^^  +  2''m-{m  -  if%*  =  9i^ 

1  -  2''ffl? (9.TJ  _  1)  (2«0;  -])«'  +  2"9Jt'(a3?  -  1)^58*  =  33'', 
1  -  2"9)l-(9il  -  l)='5l'S'  =  F(9I,S3),  91-  —  33'  =  G(9r,  33), 
3133'  +  31' 33  =  0(31,  33),  3133'  —  3t' 33  =  !?(3t,  33). 
Dann  wird  das  Additionstheorem  durch  die  Gleichung: 

(C)  /(^  +  ^)=Fk») 

dargestellt,  in  welcher  0  undi^  „ganze"  algebraische  Grössen  des  aus  den  Elementen 
31,  3t',  S,  «',  Sl  gebildeten  Gattungs-Bereichs  [3t,  3t',  »,  33',  ?]l]  sind.  Der  gemeinsame 
Theiler  dieser  beiden  Grössen  0  imd  F  wird  nach  dem  im  §  14^)  meiner  Festschrift*) 
dargelegten  Priacip  durch  den  Bruch: 

F  +  U0 
Fm(F  +  M0) 

dargestellt,  wo  u  eine  Unbestimmte  bedeutet  imd  der  Kürze  halber  F,  0  für 
J'(3t,  S),  0(3t,  33)  gesetzt  ist.  Da  mm  die  Fvmdamental-Relation : 

(D)  F(3t,  33)  G(3t,  «)  =  0(31,  «)  !F(3t,  33) 

besteht  imd  Nm(J  +  i<0)  das  Product: 

(F  +  u0)  (F  +  uW)  {F  —  u0)  (F  —  uW) 

*)  Vgl.  das  Citat  am  Schlüsse  von  Art.  I. 

'■)  Bd.  II,  S.  297  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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bedeutet,  so  kommt: 

Nm  (F  +  M0)  =  F^ .  {F  +  u0  +  u'F  +  u^'G)  [F  —  u0  —  ul^  -\-  u^G) . 

Die  Norm  von  F  +  u0  hat  daher  den  von  u  unabhängigen  Theiler  F",  und  es  ist 
also  nach  der  Definition  von  Fm(i^  +  m0)  : 

Nm  {F  +  u0)  =  F^ .  Fm  (jP  +  u0), 
wenn  i^  '^  der  grösste  von  «  unabhängige  Theiler  der  Norm  und  demgemäss  Fm  {F  +  u  0 ) 
eine  frimitive  Form  der  Unbestimmten  u  ist.  Dass  dies  aber  wirklich  der  Fall  ist, 
leuchtet  schon  daraus  ein,  dass  die  beiden  Functionen  F^iX,  $8)  und  6'(?(,  33)  keinen 
gemeinsamen  Theiler  (erster  Stufe)  haben,  und  dass  demnach,  wenn 

Fm  {F  +  u0)  =  (F  +  M0  -'-  u'P  +  m'G)  (F  —  w0  —  «  «F  —  xrG) 

genommen  wird,  Fm(F  +  u0)  in  der  That  eine  (eigentHch  oder  uneigenthch)  frimi- 
tive Form  wird.  Dividirt  man  nun  sowohl  0  als  auch  F  durch  ihren  gemeinsamen 
Theiler:  f-\-u0 

Pm(F+ttÖ>)' 

so  werden  die  beiden  Quotienten  der  Division  beziehungsweise : 

[0  +  uG){F  —  u0  —  uW  +  u'G),    (F  +  u'F)  {F  —  v0  —  u'P  +  u^G), 
und  man  erhält  sonach  für  den  Bruch  p  den  Ausdruck : 

(ro)  <?>(9I,S8)  +  MG(3I,a3) 

^     '  F(SI,S8)  +  m¥'(91,33)' 

welcher  gemäss  der  Gleichui'g  (C)  den  Wert  von  f(a  +  b),  und  zwar  in  reducirter 
Form,  darstellt. 

Dass  der  Ausdruck  (C),  zu  welchem  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen 
Divisoren  geführt  hat,  seinem  Werthe  nach  mit  dem  Bruche  ^  übereinstimmt,  lässt 
sich  unmittelbar  mittels  der  Gleichung  (D)  verificiren.  Dass  ferner  der  Ausdruck  (C) 
in  der  That  ein  reducirter  Bruch  ist,  geht  aus  der  Gleichung : 

F^F  +  G^G  +  0^0  -\-T^1'  =1 

hervor,  in  welclier F^ ,Gi,0i,  W^  die  Werthe : 

F^  =  1  +  2' {2m  -  1)  (21'  +  ■i^')  -  2''m  («J  -  1)  c^f  +  «')' 
G,  =  2'^3yi{m-i)Cä'-^^) 

0,  =  2^1  -  2m  -  2' mim  -  i)  (iV  +  s'))* 

y^,  =  2^1  -  23)Z  -  2''m  (3Jc  -  1)  (91'  +  S'))*^ 
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haben  und  also  „ganze"  Grössen  des  Bereichs  [3t,  9t',  S8,  93, 3W]  sind.  Denn  die  an- 
gegebene Gleichung  zeigt,  dass  das  Modulsystem  (F,  G,0,  W)  äquivalent  Eins  ist, 
imd  dies  ist  nach  §22')  meiner  oben  citirten  Festschrift  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafiü',  dass  die  Form  mit  den  Unbestimmten  U,  U',  U",  U'": 

FL'  +GU'  -\-  0U"  +  WU'" 

„eigentlich"  primitiv  sei.  Die  Grössen  F,  G,  0,  !F  haben  daher  überhaupt  keinen  Divi- 
sor irgend  welcher  Stufe  mit  einander  gemein. 

Durch  die  Relation  FG  =  0W  lassen  sich  die  Gleichungen: 

(0  +  u'F)  {0  +  uG)  =  E0, 

{0  +  u'F)  {F  +  uW)  =  EF, 
in  denen  E  die  eigentlich  primitive  Form : 

u'F  +  uG  +  0  +  uu"F 
bedeutet,  unmittelbar  verificiren.  Diese  Gleichungen  (D)  ergeben  eine  Zerlegung 
von  Zähler  imd  Nenner  des  Bruches  p,  welcher  f{a  +  b)  darstellt,  in  je  zwei  Fac- 
toren,  und  zwar  im  strengsten  Sinne  der  absoluten  Äquivalenz,  d.  h.  hier,  da  der 
Gattungs-Bereich  p(,  9(',  58,  33, 9JJ]  genau  drei  unabhängige  Elemente  ?(,  53,9Jf  ent- 
hält, im  Sinne  einer  Äquivalenz  vierter  Stufe  (vgl.  meine  Festschrift  S.  91).^)  Die 
Factoren:  0  +  u'F,    0  +  uG ,   F  +  uW 

sind  ganze  algebraische,  dem  Gattimgs-Bereich  [9(,  9t',  58,  93',  9Jl]  „associirte"  For- 
men, und  die  erste  dieser  drei  Formen  stellt  den  grössten  gemeinsamen  Theüer  von 
0  und  F  dar.  Diese  drei  Formen  sind  nicht  irreductibel ;  jede  derselben  lässt  sich 
vielmehr  noch  weiter  in  je  zwei  Factoren  zerlegen. 

IV. 

Bezeichnet  man  zur  i\.bkürzung  die  durch  den  Bruch  pTöp™^  dargestellte 
algebraische  Fimction  der  Grössen  9t,  58  durch  H(9t,  58)  und  fixirt  die  darin  vor- 
kommenden Quadratwurzeln  9l',  58'  so,  dass  dieselben  für  9t  =  0,  93  =  0  der  posi- 
tiven Einheit  gleich  werden,  so  genügt  die  Function  H(9t,  58)  den  Relationen: 

H(a;,0)  =  x,    E.ix,y)  =  B.{y,x)  =  -H(-x,-j/), 

H(H(x,  y),z)  =  H(H(x,  z),  y)  =  H(H(2/,  z),  x), 

')  Bd.  II,  S.  343  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronechcr's  Werken.  H 

^)  Bd.  II,  S.  351  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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welche  durch  Rechnung  verificirt  werden  können.  Aus  diesen  Relationen  folgt  nicht 
nur,  dass  H(H  {x,  y),  z)  eine  symmetrische  Function  von  x,  y,  z  ist,  sondern  auch,  dass 

"^'^'°^  H(H(H  (.,,),.),/) 

eine  symmetrische  Function  von  x,  y,  z,  t  und  mit : 

H(H(a;,2/),    Ii{z,t)) 

übereinstimmend  wird.  Es  ist  demnach  allgemein,  wenn  die  auf  diese  Weise  aus 
r  Grössen  Zj ,  Zg ,  .  .  .  z^  gebildete  Function  mit  H^  bezeichnet  wird : 

H  .,(^r  'v-  ^.  +  ,)  =  H  (H  (^,,  ^r  ■  ■  ■  z,),    H  (^,,  ^,,  •  •  •  z,))- 
Setzt  man  endlich  der  Einfachheit  halber  für  den  Fall  gleicher  Elemente  z : 

H(2,2,...2)  =  H(.) 
u^d  H„(^)  =  0,    H,(^)  =  z,    H_^(.')  =  -z, 

so  ist  allgemein  für  positive  und  negative  Zahlen  r,  s : 

H  ^.(.)  ==  H(H  (.),  H  (^)). 

Dies  vorausgeschickt,  lässt  sich  die  Aufgabe  der  algebraischen  Herleitung 
der  Multiphcationsformeln  aus  dem  Additionstheorem  in  folgender  Weise  präci- 
siren:  es  soU  gezeigt  werden,  dass,  wenn  H'^  ebenso  aus  H^  gebildet  wird  wie  W  aus  21, 
die  algebraischen  Functionen  H^  (z),  H|_  (z)  sich  in  der  Form : 

H   (2)   =  2  •  2^  ' T-sr,      H    Iz)  =  Z  -^TiV 

darstellen  lassen,  wo,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist, 

z'"^  =  z  oder  2'">  =  1 

genommen  werden  muss,  und  wo  Pn,Qn,  -R«  ganze  rationale  Functionen  von  s^  be- 
deuten, die  so  beschaffen  sind,  dass  Zähler  und  Nenner  in  den  Ausdrücken  von 
H„(z)  und  H|_(z)  für  keinen  Werth  von  z  gleichzeitig  verschwinden,  und  dass  alsdann 
die  Grade  von :  P  0  B 

o 

n", 


für  grade  n: 

1        2 

2  ""  " 

-2, 

^^ 

für  ungrade  n : 

i(..- 

-1), 

lin^- 

in  Beziehung  auf  z" 

werden. 
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Die  liier  bezeichnete  Aufgabe  wird  unmittelbar  gelöst,  wenn  man  bei  der  Bil- 
dung; von  H  ^  aus  H  und  H  die  Function  H  in  der  reducirten  Form  (C)  zu  Grunde 
legt.  Setzt  man  nämlich  H  ,  H^  in  der  nachzuweisenden  Form  voraus,  so  resultirt 
eine  Gleichung:  ^  _^^^Q 

wenn  darin  _  .(.«/'-"p  QR  +  .c-".«?  0  B  ) 

f,  =  Q;q:-z'z^'^z^'^z"^z'''pIpI 

genommen  wird.  Die  Functionen  0o,  Wq,Fq,  G^  entstehen  beziehungsweise  aus 
0{?(,  53),  'F(9(,  «),  i^(9(,  5?),  (?(9I,  33),  wenn  in  diesen 

91  =  H  (2),    33  =  H  (?) 

gesetzt  und  alsdann  mit  Q].Q]  multipHcirt  wird.  Da  nun  oben  gezeigt  worden  ist,  dass 
das  Modulsystem  (^,  W,  F,  G)  äquivalent  Eins  ist,  so  folgt,  dass: 

sein  muss.  Gäbe  es  nun  irgend  einen  Werth  von  z,  für  welchen  gleiclizeitig : 

0=W=F=G=Q 

wäre,  so  müsste  auch  Q^  oder  Q^  gleich  Null  sein.  Auf  Grund  der  Gleichungen 
F^=  0,G^  =  0  würde  aber  für  Q^.  =  0  auch : 

zz^'^z^'^P  P  =0,    zz"^P  0=0 

sein  müssen,   während  der  Voraussetzung  nach  weder  zz''''P^  und  Q^  noch  zz^'^P^ 
und  Q^  gleichzeitig  verschwinden.  Der  Ausdruck  für  zz^''^'^'H.^^^{z),  nämhch: 


ist  hiernach  ein  reducirter  Bruch,  in  dem  Sinne,  dass  Zähler  imd  Nenner  nur  eine 
'primitive  Linearform  von  u  als  gemeinschafthchen  Theiler  haben.  Denn : 


i 
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sind  ganze  Grössen  des  natürlichen  Rationalitäts-Bereichs  [2",  9JJ];  sowohl  der  in  den 
zwei  ersten  als  auch  der  in  den  zwei  letzten  dieser  vier  Grössen  enthaltene  gemein- 
same Theiler  erster  Stufe  lässt  sich  daher  ebenfalls  als  eine  Grösse  des  Bereichs 
[2'\  3)t],  also  ohne  Zuhülfenahme  von  Formen,  vollständig  darstellen. 

Die  Gradbestimmungen  der  von  u  unabhängigen  Factoren  in  ^o  +  «G'o  und 
Fg  +  u^o  kann  auf  die  Gleichungen  (D)  gegründet  werden,  aus  denen  analoge 
Gleichungen : 

hervorgehen.  Dabei  ist  Eo  eine  primitive  Form  von  u,  u ,  und  ^0  +  mF^  ist  der 
Nenner  des  Ausdrucks  für  H^_^{z).  Wird  also  der  Grad  des  von  u'  unabhängigen 
Factors  in  ^o  +  u'F  als  bekannt  angenommen,  so  bestimmen  sich  daraus  die  Grade 
der  von  m  unabhängigen  Factoren  von  <?c  +  "G^o  und  Fq  +  u<^o,  und  zwar  genau  in 
derselben  Weise  wie  es  in  Art.  II  ausgeführt  '.st. 


^o^ 


Nachdem  auf  die  angegebene  Weise  der  Grad  von  Zähler  und  Nenner  des 
Ausdrucks  für  H^^^(z),  d.  h.  also  der  Grad  von  P^^^{z^)  und  Q,.^^{z~),  bestimmt 
worden,  ergiebt  sich  der  Grad  des  Zählers  von  H'^^(2),  d.  h.  also  der  Grad  von 
■Rr+.(^^)'  einfach  aus  der  Definition  von  H'.  Denn  diese  ist  durch  eine  Gleichung: 

gegeben,  in  welcher  die  Coefficienten  c,  c  nur  von  9Jl  abhängig  sind,  und  eben  diese 
Definition  zeigt  auch,  dass  Zähler  und  Nenner  des  daraus  resultirenden  Ausdrucks 
von  H  für  keinen  Werth  von  z  gleichzeitig  verschwinden. 
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WEITERE  BEMERKUNGEN  ÜBER  DIE  MULTIPLICATION  DER 
ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  20.  Juli  1883.] 

In  meiner  vorigen  Mittheiliing^)  habe  ich  gezeigt,  me  mit  Hülfe  der  assocürten 
Formen  das  Additionstheorem  der  eUiptischen  Functionen  in  reducirter  Form  dar- 
gestellt werden  kann,  und  wie  daraus  die  Formehi  für  die  JMultipUcation  unmittelbar 
in  ihrer  reducirten  Form  hervorgehen.  Man  kann  aber  bei  dieser  Anwendung  des 
Additioustheorems  die  Einführimg  der  assocürten  Formen,  gemäss  den  allgemeinen, 
in  meiner  Festschrift^)  gegebenen  Entwickelungen,  auf  zwei  verschiedene  Weisen  um- 
gehen, und  man  gelangt  dabei  zu  zwei  verschiedenen  Methoden  der  Herleitimg  der 
MultipHcations-Formeln,  welche  ich  im  Anschluss  an  meme  vorige  Mittheilung  und 
unter  Beibehaltung  der  darin  angenommenen  Bezeichnungen  hier  auseinander- 
setzen wiU. 


Nach  den  mit  (C)  und  (D)  bezeichneten  beiden  Gleichungen  kann  das 
Additionstheorem  in  den  zwei  verschiedenen  Weisen : 

,^^  /(a  +  b).F{f{a),  f{b))  =  0{f{a),  i{b)) 

f{a  +  b)-W{f{a),f{h))  =  G{f{a),f{b)) 

dargestellt  werden,  deren  Zusammenfassung  in  der  Gleichung: 

f{a  +  b)[F{f{a),  f{b))  +  uW{f{a),  /(6))]  =  0{f{a),  f{b))  +  uG{j{a),  f{b)) 

durch  die  Theorie  der  assocürten  Formen  ermöghcht  wird  und  zu  dem  mit  (C  ) 
bezeichneten  Ausdrucke  für  /(a  +  b)  führt.   Hierbei  ist: 

f(a)  =  — J- —  sin  am  (a,  k),     f(b)  =  — -y- —  sin  am  (b,  k), 


')  Bd.  IV,  S.  319  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  jj 

-)  Bd.  II,  S.  237  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken,  H 

43 


L.  Kronecker'a  Werke  IV 


338     WEITERE  BEMERKUNGEN  ZUR  MULTIPLICATION  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

und  wenn:  /(c)  =  z,    f{nc)==  B.^^{z) 

gesetzt  wird,  so  geht  aus  dem  Gleicliungssystem  (C),  welches  die  Darstellung  des 
Additionstheorems  in  reducirter  Form  vertritt,  das  System  der  beiden  Gleichungen: 

(E)  F„H^,(.)=0„,    y^„H.^,(^)=r;„ 

hervor,  welches  die  Darstellung  der  Multiplications-Formeln  in  ihrer  reducirten 
Form  enthält.  Deim  nach  den  in  meiner  vorigen  Mittheilung  eingeführten  Be- 
zeichnungen sind  0^         Wg 

ganze  rationale  Functionen  von  z,  imd  z'"^'^  ist  für  ungrade  Werthe  von  r  -\-  s 
gleich  Eins,  für  grade  Werthe  aber  gleich  z,  d.  h.  gleich  der  Quadratwurzel  aus: 


>-(' +  -[)(^" -!)'-'' +  {"-*K^ 


der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  F^  und  j-l~]  kann  daher  auch  als  grösster 
gemeinsamer  Divisor  von  F^  und  Vj  selbst  bezeichnet  werden,  und  wenn: 

eben  diesen  Di\'isor  bedeutet,  so  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (E),  dass: 

Dv(G„     <2>.) 

sein  muss.  Diese  Gleichung,  welche  dasselbe  besagt,  wie  die  Gleichung: 

in  meiner  vorigen  Mittheilung  (vergl.  S.  333),  ergiebt  H,.^,(z)  in  der  reducirten 
Form,  da  die  vier  Functionen  J^o,  Go,  <J>o,  W^,  wie  in  meiner  vorigen  Mittheilung  nach- 
gewiesen ist,  für  keinen  Werth  von  z  gleichzeitig  verschwinden  und  also  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  Gq  und  <Z>o  ™it  demjenigen  von  Fq  und  ^o  keinen  Factor 
gemein  haben  kann. 

•  Die  Darstellung  der  Multiplications-Formeln  in  ihrer  reducirten  Form  ist 
zwar  in  der  Gleichung  (E')  gegeben,  aber  zur  Bestimmung  des  Grades  von  Zähler 
und  Nenner  muss  man  noch  die  analoge  Gleichung: 
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ZU  Hülfe  nehmen,  welche  aus  den  beiden  Gleichungen : 


resultirt. 


(E«)  H_^(.)  =  ^»-    • 


Da  gemäss  den  Gleichungen  (E),  (E"),  (E'),  (E"): 

*o  _  ö,  _  D^gp-^^»)       "^0  _  Go  _  D^-(go,  n) 
^0        f'o       Dv(F„!f„)'      F„       $„        Dv(F.,  <?>„) 

ist,  so  muss: 

Dv(ir„,  ö.„) .  Dv(F„,  ?'„)  =  F„,     Dv(G„,  0,)  ■  Dv(G<„  «?„)  =  G, 
(^)  Dv(J'„.  0„) .  Dv(6'„,  0,)  =  0„,     Dv(i^„,  >?„) .  Dv(G„,  «F^)  =  F„ 

sein.   Denn  die  erste  und  dritte  dieser  vier  Gleichungen  geht  daraus  hervor,  dass 
der  Bruch  p",  wenn  er  auf  die  reducirte  Form  gebracht  wird, 

0 

0  F 

^— i  T  als  Zähler  und  r^—,^-^fr\   als  Nenner 


0 

haben  muss,  während  andererseits  derselbe  Bruch  ~  in  seiner  reducirten  Form 


^0 


irend  andererseits  derselbe  1 
durch  den  Ausdruck:  ^^(^0-  *o) 

dargestellt  ist.  In  ähnücher  Weise  ergeben  sich  aus  der  reducirten  Form  des  Bruches 
g"  die  zweite  und  vierte  von  jenen  \äer  Gleichungen  (F). 

Die  in  meiner  vorigen  IMittheilung  angegebene  Bildungsweise  der  Functionen 
.Fo  und  Go  zeigt,  dass  die  Grade  von : 

F  G 

für  grade  Werthe  von  r  +  s :  2  (r^  +  s-) ,        2  {r  -j-  s^  —  1) 

für  ungrade  Werthe :  2  (r^  +  s^  —  1 ) ,         2  (r^  +  s") 

in  Beziehung  auf  z  werden.   Setzt  man  also  voraus,  dass  die  Grade  von  Zähler  und 
Nenner  des  reducirten  Ausdrucks  (E")  für  H^_,(2),  d.  h.  die  Grade  von: 

für  grade  Werthe  von  r  ±  s:  {r  —  s)'^  (r  —  .?)-  —  1 

für  ungrade  Werthe :  {r  —  sf  —  1  (r  —  s)^ 
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sind,  so  folgt  aus  den  beiden  ersten  der  vier  Gleichungen  (F),  dass  die  Grade  von: 

Dv(P„,'F„),       Dv(G„,  0„) 
für  grade  Werthe  von  r  +  s:  (r  +  sf,         (r  +  s)^  —  1 

für  ungrade  Werthe :  (r  +  s)-  —  1 ,         (r  +  sf 


\2 


sein  müssen,  und  hiermit  ist  die  Gradbestimmung  für  Zähler  und  Nenner  des  redu- 
cirten  Ausdrucks  (E')  von  H^^,(2;)  vollständig  gehefert. 

Abel  hat  ausser  der  ersten,  im  Eingang  meiner  vorigen  Mittheilung  erwähnten, 
eine  zweite  Methode  der  Herleitung  der  MultipUcations-Formeln  gegeben*),  in  welcher 
er  die  analytischen  Eigenschaften  der  elhptischen  Functionen  nicht  zu  Hülfe  nimmt, 
sondern  nur  algebraische  Betrachtungen  anwendet.  Diese  zweite  ^fcersche  Ent- 
wickelung  der  Multiphcations-Formehi  aus  dem  Additionstheorem,  auf  welche  ich 
neuerdings  durch  meinen  Fremid  Weierstrass  aufmerksam  gemacht  worden  bin, 
lässt  sich  unter  Benutzung  der  obigen  Bezeichiuingen  folgendermaassen  darstellen. 

Aus  den  Additionsformeln: 

/  («  +  M  =  *(M^(1))       fia-b)=  ^'il^-M) 

folgt,  unter  Anwendung  der  Relation  FG  =  0^,  die  Gleichung : 

und  hieraus  geht  für  die  Multiphcation  der  elliptischen  Functionen  die  Formel : 


0 


hervor,  welche  —  übereinstimmend  mit  der  Formel  (44')  bei  Abel  —  den  Ausgangs- 
pimkt  der  dortigen  und  auch  der  schon  in  meiner  vorigen  Mittheilung  (S.  327) 
citirten  Königsb&'ger' sehen  Entwickelung  für  den  (allein  in  Betracht  kommenden) 
Fall  der  Multiphcation  mit  ungraden  Zahlen  bildet.  Setzt  man  r  =  s  +  1,  so  wird 
H^_,(2)  =  z,  und  es  resultirt  die  Gleichung: 

*)  Precis  d'une  theorie  des  fonctions  elliptiques.   Journal  für  Matbematik.  Bd.  IV, 
S.  258  und  Oeuvres  completes  de  Niels  Henrik  Abel,  nouvelle  edition,  1881.  tome  I,  p.  543. 
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durch  welche  H,^^,(2)  in  reducirter  Form  dargestellt  wird.  Der  Nachweis,  dass 
dies  wirkhch  der  Fall  ist,  lässt  sich  direct  aus  den  obigen  Gleichungen  (E'),  (E"),  (F) 
entnehmen,  welche  für  r  =  s  +  1  ergeben,  dass  gemäss  (E") : 

(J)  Dv(G„,  'F„)  =  .,     Dv(F„,  <?,)=!, 

folgUch  Go  durch  z  theilbar  und  nun  gemäss  (F) : 

(K)  Dv(G„0„)  =  1g„,     Dv(P„,  •F„)  =  i^„ 

also  endlich  gemäss  (E)  der  Bruch  auf  der  rechten  Seite  von  (H)  ein  reducirter  sein 
muss.  Derselbe  Nachweis  ist  auch  schon  von  Abel  a.  a.  0.  vollständig  geführt,  und 
es  ist  dabei  ebenfalls  —  wie  besonders  hervorgehoben  werden  muss  —  das  Additions- 
theorem in  den  beiden  Ausdrucksweisen  (C) : 

benutzt  worden,  deren  Zusammenfassung  mittels  der  Theorie  der  associirten  Formen 
das  Additionstheorem  in  reducirter  Form  ergiebt.  Dies  scheint  daher  den  am 
Schlüsse  des  Art.  II  meiner  vorigen  ]\Iittheilung  ausgesprochenen  Zweifel  noch  zu 
bestätigen,  nämhch  den  Zweifel  daran,  dass  der  Nachweis  der  reducirten  Form  des 
Bruches  für  Il,^^^{z)  in  (H)  in  ähnhcher  Weise  wie  für  H,^(2)  geführt  werden  kann, 
ohne  wie  in  jenem  Art.  II  die  anal}i:ischen  Eigenschaften  der  elHptischen  Functionen 
oder  wie  in  jenem  Art.  IV  die  reducirte  Form  des  Additionstheorems  zu  Hülfe  zu 
nehmen. 

In  der  angeführten  ^6erschen  Deduction  erscheint  auf  den  ersten  BHck 
die  Gleichimg  (G),  sowie  die  Annahme  r  =  s  -{-  1,  welche  den  Ausgangspunkt 
bilden,  als  die  Hauptsache  und  das  spätere  Zurückgehen  auf  die  Additionsformeln 

j  (C)  als  etwas  niir  Beiläufiges.  Die  obige  Entwickelung  zeigt  dagegen,  dass  es  sich 
gerade  umgekehrt  verhält.  Sobald  man  überhaupt  von  den  Gleichungen  (C )  Ge- 
brauch machen  muss,  bedarf  es  weder  der  beschränkenden  Annahme  r  =  s  -1-  1 
noch  der  Benutzung  der  zusammengesetzten  Additionsformel  (G)  an  Stelle  der  ein- 
fachen (E) : 

1  H      (2)  =  -^  =    » • 

,  grade  diese  Gleichungen  führen  vielmehr  ganz  direct  imd  ganz  allgemein  in  der 
Gleichung  (E')  ziun  reducirten  Ausdruck  für  H^^,(2).    Freilich  vereinfacht  sich 
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derselbe  formal  für  den  Fall  r  =  s  +  1  insofern,  als  dann  gemäss  (K)  der  Zähler 
gleich  ^  Gq  und  der  Nenner  gleich  F(,  wird ;  aber  für  den  bezüghchen  Nachweis  muss 
man  doch  ebenso  den  Ausdruck  für  }i^_^{z)  zu  Hülfe  nehmen,  wie  für  die  obige 
Gradbestimmung  von  Zähler  und  Nenner  des  reducirten  Ausdrucks  von  }i^^^{z) 
bei  beliebigen  Werthen  von  r  und  s. 

11. 

Der  eine  wie  der  andere  der  durch  die  Gleichung  (C)  gegebenen  Ausdrücke 
von  f{a  +  b)  genügt  der  Gleichung: 

(L)  F'Z'-{(P+^')Z^~  +  G'  =  0, 

wenn  der  Kürze  halber  F  0  W  G 

an  Stelle  von 

F{f{a),f{b)),     0{f{a),f{b)),     W(f{a),f{b)),     G(/(o), /(6)) 

gesetzt  wird.  Diese  Gleichung  definirt  gewissermaassen  den  algebraischen  Ausdruck 
von  f{a  +  b)  in  der  reducirten  Form,  nämlich  in  derselben  Weise,  wie  jede  ganze 
algebraische  Grösse  eines  Gattungs- Bereichs,  als  solche,  durch  eine  Gleichung 
charakterisirt  wird,  in  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  der  Unbekannten 
gleich  Eins  ist,  während  die  übrigen  Coefficienten  ganze  Grössen  des  natürlichen 
Rationalitäts-Bereichs  sind,  dem  der  Gattungs-Bereich  entstammt.  Die  vier  Wurzeln 
der  Gleichung  (L)  sind: 

Z^±l{a  +  b),     ±f{a-b), 

und  das  aus  den  drei  Coefficienten  der  Gleichung  gebildete  Modulsystem : 

{F-,  0"  +  'F^  G^) 

ist  aequivalent  Eins,  da  nach  Art.  III.  meiner  vorigen  Mittheilimg  eine  Gleichung: 

(M)  F^F  -f  Gfi  -\-V{0^'+  W^)  =  1 

besteht,  in  welcher  Fi,  G^,  V  „ganze"  Grössen  des  Bereichs  [?(,  5(',  58,  53',  3,i(]  sind. 
Hierbei  ist  V  durch  die  Gleichung  V0  =  0i  bestimmt  und  also : 

F  =  2^(1  -  29JJ  -  2'»J(fflf  -  1)  (r-  -f  93')). 
Es  ist  daher: 

(N)  FlZ'-[^l+^-^Z'  +  Gl 


WEITERE  BE1D3RKUNGEN  ZUR  MULTIPLICATION  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN     343 

eine   ganze  Grösse   des  natürlichen  Rationalitäts-Bereichs  (93J,  Z,  z'-),  welche  für 
keinen  von  Z  unabhängigen  Werth  von  2,  aber  für  die  vier  Werthe  von  Z : 

verschwindet  und  also  in  vier  Factoren  zerlegbar  ist,  die,  je  nachdem  r  +  s  grade 
oder  ungrade  ist,  dem  Rationahtäts-Bereich : 

[m,  Z,  z,  z'\  oder  ]^,  Z,  z\ 

angehören.  Diese  Zerlegung  des  Ausdrucks  (N)  liefert  unmittelbar  die  reducirten  Brüche 
für  H ^^z)  und  H^_^{z).  Denn,  wenn 

FlZ'  -  {<Pl  +  WI)Z'-  +  Gl  =  iQ'z'  -  P'HS'Z'  -  R') 

ist,  so  sind  die  Werthe  von  Hl^^{z),  }il^^{z)  durch  die  Brüche: 

gegeben,  und  diese  sind  in  reducirter  Form,  weil  die  drei  ganzen  Functionen  von  2 : 

F^    0*  +  ^'  G' 
keinen  Theiler  mit  einander  gemein  haben.  Da  die  Grade  von: 

Fl'  fu 

für  grade  Werthe  von  r  +  s:  2(r^  +  s*),         2(r^  +  s^  —  1) 

für  ungrade  Werthe  aber:  2(r'^  +  s^  —  \),         2(r^  +  s^) 

in  Beziehung  auf  z^  sind,  da  ferner  die  Grade  von : 

R-,  S^ 

für  grade  Werthe  von  r  +  s  gleich :   (r  —  s)"  —  1 ,         (r  —  s)" 
für  ungrade  Werthe  aber  gleich :  (r  —  sf,         (r  —  5)^—1 

vorausgesetzt  werden  können,  so  ergeben  sich  aus  den  Relationen: 

F;  =  Q'S\    Gl  =  P"-R'      . 
die  Grade  von : 

für  grade  Werthe  von  r  -\-  s  gleich :      (r  +  sY  —  1,         (r  +  s)" 
für  ungrade  Werthe  aber  gleich:  (r  +  s)',         {r  +  sf  —  1- 
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Die  beiden  hier  dargelegten  Methoden  führen,  wie  man  sieht,  zu  zwei  ver- 
schiedenen rein  algebraischen  Bestimmungen  der  Zähler  und  Nenner  der  Multi- 
plications-Formeln  und  ihres  Grades;  die  erstere  schüesst  sich  derjenigen  an,  welche 
Abel  in  seinem  Precis  d'une  theorie  des  Fonctions  elliptiques  angewendet  hat,  die 
letztere  stimmt  fast  vollständig  mit  der  Herleitungsweise  überein,  welche  Hr.  Runge 
neuerdings  für  die  Multiplication  von  cos  am  ?<  gegeben  hat.*)  Der  Verehaigungs- 
punkt  der  beiden  Methoden  und  der  eigenthche  Gnmd  ihres  Erfolges  Hegt  darin, 
dass  das  Additionstheorem  in  reducirter  Form  benutzt  wird,  freihch  nur  impUcite, 
und  also  nicht  deutlich  hervortretend;  denn  bei  der  wirkUchen  Aufstellung  der 
reducirten  Form  des  Additionstheorems  kann  nicht  fügUch  —  wie  es  hier  bei  dessen 
Anwendung  auf  die  Herleitung  der  Multiplications-Formeln  geschehen  ist  —  die 
Theorie  der  associirten  Formen  umgangen  werden.  Wohl  lässt  sich  auch  aus  jener 
Hauptformel  (III)  des  §54^)  von  Jacobi's  Fimdamenta  ersehen,  dass  Zähler  iind 
Nenner  der  Additionsformel  (A")  für  sin  am  o  =  sin  am  (6  +  K'i)**),  gleichzeitig 
mit0(o  —  b),  verschwinden;  aber  die  Division  durch  0(o  —  b)  führt  doch  nicht  all- 
gemein zu  einer  ,, reducirten  Form"  des  Additionstheorems,  da  z.  B.,  wenn  für 
sin  am  a,  sin  am  b  und  k  ganze  Zahlen  genommen  werden,  der  gemeinsame  Theiler 
von  Zähler  und  Nenner  nicht  durch  6{a  —  b)  dargestellt  wird. 


*)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  94,  S.  349. 
**)  Vergl.  Art.  II  meiner  vorigen  Mittheilung,  S.  325. 

>)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  r.  207.'  H 
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ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN.^) 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  19.  April  1883  (I— III),  am  26.  April  1883  (IV— V),  am 
80.  Juli  1885  (VI— X),  am  27.  Mai  und  29.  Juli  1886  (XI),  am  31.  Januar  1889  (XII), 

am  21.  Februar  1889  (XIII).] 

Die  hier  folgenden  Entwickelungen  sollen  zur  Vorbereitung  und  Begründung 
von  Resultaten  dienen,  welche  ich  einerseits  bei  meinen  Untersuchungen  über  die 
allgemeinen  Invarianten  (vgl.  die  Sitzung  vom  20.  April  v.  J.)^)  und  andererseits 
bei  denen  über  die  eUiptischen  Functionen  mit  singulären  Moduln  erlangt  habe,  und 
welche  ich  in  weiteren  Mittheilungen  auseinandersetzen  werde. 

I. 

Ich  behalte  die  Bezeichnungen  bei,  welche  ich  in  meinen  früheren  auf  die 
Theorie  der  elhptischen  Functionen  bezügUchen  Aufsätzen,  namenthch  in  den  Mo- 
natsberichten vom  Januar  1863^),  vom  JuU  1880*),  vom  October  1880^)  und  vom 
December  1881*)  angewendet  habe  und  setze  demgemäss'): 

■&{C,  co)  =  ^  e  ■*  (.  =  +  i,+3,±5,.  .). 

V 

Hiernach  ist  auch  (vgl.  Monatsbericht  vom  October  1880)^) : 


n  n,  e 

(f  =  +  I  ,  — l;  n  =  l,  2,  3....) 


')  Vgl.  Zusatz  82  am  Endes  dieses  Bandes.  II 

-)  Vgl.  Zusatz  83  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Bd.  IV,  S.  222  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' sWeiken.  H 

*)  Bd.  rV,  S.  287  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  291  dieser  Ausgabe  von  L.  KroTiecker's  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  314  dieser  Ausgabe  von  L.Kronecker's  Werken.  H 

')  Vgl.  Zusatz  84  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

44* 
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und  wenn  ??'(C,  w)  die  nach  C  genommene  Ableitung  von  &  (C,  w)  bedeutet: 
IT  [0,w)  =  TT  >  (—1)'         »'c  =  27ie*        i  J  vi  —  e         )  , 

V 

(r=  +  ),+  3,  +  5,...i  11  =  1,2,3,...) 

also :  t  , 

(f  =  +l,-l;n  =  I,S,3,.,.). 

Die  Grösse  f  ist  hierbei  ganz  beliebig,  die  Grösse  w  aber  der  einzigen  Bedingiuig 
unterworfen,  dass  der  reelle  Theil  von  wi  negativ  sein  muss.  Bedeuten  nun  ferner 
CT,  T  behebige  complexe  Grössen,  Wi ,  w^  aber  solche,  für  die  der  reelle  Theil  von  w^i 
und  w^  i  negativ  wird,  und  setzt  man  zur  Abkürzung : 


gleich  A{a,r,xc^,ic^)^ 

so  wird:  ,,  ,  (r^- r  + 4-) ("i  +  «•»)''■    TT  l^  sc«.,.,,  +Eru,„ +£o)/r/\ 

/l(CT,T,M)j,W2)    =    e^  ^'  [i\^—^  I' 

u ,t  ,n 

Die  Multiphcation  ist  hier  auf  die  Werthe  a  =  1,  2  und  s  =  +1,-1  und 
für  e  =  +  1  auf  die  Werthe  n  =  0,  1,2,  3,  .  .  .,  für  e  =  —  1  aber  nur  auf  die  Werthe 
«  =  1,  2,  3,  .  .  .  zu  erstrecken;  das  obere  oder  untere  Zeichen  bei  ±  ea  gilt,  je  nach- 
dem a  =  1  oder  a  =  2  ist.  Geht  man  zu  den  Logarithmen  über,  so  kommt : 

und  die  Summation  ist  hier  auf  die  Werthe 

ß  =  1,2;  e  =  1;  n  =  0,  1,2,  3,... 

a  =  l,2;e  =  —  1;  n  =  1,2,3,... 

zu  erstrecken. 

Beschränkt  man  jetzt  die  Grössen  a,  t  durch  die  Bedingung,  dass  der  reelle 
Theil  von  («w^  +  £rw^^+Ba)i  für  beide  Werthe  e  =  +  1  und  e  =  —  1  negativ 
sein  soll,  so  ist  die  Reihenentwickeluug 

log(l  _cn'"'''  +  ""'«--t  •")"')  _.  _2.^-e""(""'"  +  *"""±'")'"        (».=--1,3,3,...) 

zulässig,  und  für  den  Logarithmus  links  ist  derjenige  zu  nehmen,  dessen  absoluter 
Betrag  möglichst  klein  ist.  Da  für  e  =  +  1  der  kleinste  Werth  von  n  gleich  Null,  für 
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£  =  —  1  aber  gleich  Eins  ist,  so  ist  die  einschränkende  Bedingung  für  a,  r  dalüii  zu 
formuUren,  dass  die  reellen  Theile  der  vier  Grössen 

negativ  sein  müssen.  Wird  nun  noch  die  Bedingung  hinzugenommen,  dass  t  reell, 
nicht  negativ  und  kleiner  als  Eins  sei,  so  ist 

-     i  2j i~='^    —■^+6  (»  =  ±i,±ä.+  s....), 

und  man  erhält  für  log Ä{a,  t,Wi,W2)  folgenden  Ausdruck: 

OV+^)^2;^-lini  lim    V  ^Le-"('.-..--..±"')--. 

o 
fn„=  +  l.+  S.+3....;  «  =  1,2;  J  =  +  1,  — l;  m  =  l,2,...A;   n  =  l,2,.   .  jt  und  n  =  Ü  für  s  =  +  1) 

Führt  man  in  dem  zweiten  Theile  dieses  Ausdrucks  zuerst  die  Summation  in  Be- 
ziehung auf  n  aus,  so  geht  derselbe  in  folgenden  über : 

—  lim  lim   ^, r • 

Hierin  ist  unter  dem  Summenzeichen  die  Grösse  e-*'"""'"  mit  dem  Ausdrucke 

m{l  -  e- •"""'") 

multiplicirt ;  da  nun  die  auf  alle  Werthe  von  m  =  1,  2,  3,  .  .  .  erstreckte  Summe  dieser 
Ausdrücke  vermöge  der  Bedingung,  dass  die  reellen  Theile  von 

IV J,  (tw^  +  a\i,  (ic^  — •  TW_^  4^  ayi 

negativ  sein  sollen,  einen  endlichen  Werth  hat,  der  Factor  e° *""'•- '"  aber  für  wachsende 
Werthe  von  Je  sich  der  Null  nähert,  so  fallen  die  mit  eben  diesem  Factor  niultiph- 
cirten  Gheder  weg,  und  es  bleibt  nur 

_i;       VJ_    e-""(''"'"±°)'"' 

übrig.  Wird  hierin  m  an  Stelle  von  e  m  gesetzt,  so  ist  die  Summation  auf  die  Werthe 
m  =  +  1,  +  2,  .  .  .  +  h  zu  erstrecken,  und  es  kommt  daher: 

log  A  (<j,  T,  u-, .  wA  = s — ^-  /, 5 luu  ^,  —  • 5 -r' 

«£,  0  1  -  so   a,m 

(n<,=  +  l,  +  ä,  +  3,...;  a  =  l,2;  m  =  +  1,  +  2,...  +  A) 
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Zur  weiteren  Umformung  des  Summenausdrucks  rechts  bediene  ich  mich 
der  Former )  ^s ,« u,  r  .^  -  ^  ^s  „ ,  „ , 

5 r    =    „-    .lim     ^, («,  =  0  +  1.  +  »,. ..  +  i), 

welche  für  behebige  complexe  Grössen  w  und  unter  der  Bedingung,  dass  t  reell,  nicht 
negativ  und  kleiner  als  Eins  sei,  gültig  ist,  und  welche  unmittelbar  aus  der  Eut- 
wickelung  von  cos2TOWTrt  imd  ^valmwxn  nach  den  cosinus  und  sinus  der  Viel- 
fachen von  T 11  hervorgeht.  Mit  Hülfe  der  angegebenen  Formel  wird 

_  ^r— ^  j  2 m (r  ii'„  +  ") " '■  •^-^    (+ 2»in  +  2  n  r);r  i 

'i.ni  /,—  • s ^  =  liiu  /  — ; 

^^  in       1 o- '"  "'u  "•  ,.    „  ^mm    m  ( 


In  —  mw 


und  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  geht,  weim  für  a  =  2  der  Summationsbuch- 
stabe  m  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommen  wird,  in  folgenden  über: 

In^yi-,-   -     -, -T-l .>*<"*"+"'""• 

j  ^  „  ^-mJ  \tn  [n  —  m  wA         m  (?t  +  in  w^  I 

oder  ^1  ^2(ma+nr).i.' 


(m  =  +  l,  +  2....  +*;  ;i  =  0,  +  1. +  2,..    ±k) 

Setzt  man  zur  Vereinfachung 

i =  <^R'^y    T =   f'n'»    r      -  =  C.t, 

"'j  +   M'o  •*  lüj   +  U',  "  tt!^  -(-  ICj  0 

so  sind  Wj  und  —  tv^  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

und  der  zweite  Theil  des  obigen  Ausdrucks  für  log  A{a,  t,  Wj  ,  «^2),  nämhch 

erhält  gemäss  vorstehender  Entwickelung  die  Form : 

-  (m  o  +  n  r)  ;r  t 


während  der  erste  Theil,  nämlich 

(n  =  +  1,  +  2,  .  ..) 


I  Vgl.  Zusatz  85  am  Endes  die.ses  Bandes.  11 
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gleich  1    ,.     -^e-""" 

—  o^lim    >  —  («  =  ±1. +  2, ...  +  *, 

wird.  Es  resiiltirt  daher  die  Hauptgleichung: 

(?l)  log  -1  (ff ,  T,  w^ ,  a'„)  =  -^--  lim  lim    > ^-- ■ ., ; 

"       ''  =  --*  =  »rri«o''i   +bomn  +  r^n- 

die  Summation  ist  hierbei  auf  alle  ganzen  Zahlen  m  von  —  h  bis  +  7;  und  auf  alle 
ganzen  Zahlen  «  von  —  i  bis  +  k  auszudehnen,  jedoch  mit  Ausschluss  des  Werth- 
systems  m  =  0,  «  =  0;  die  Grössen  ii\ ,  u\  sind  complex  und  zwar  so,  dass  die  reellen 
Theile  von  w, i  und  w.^ i  negativ  werden ;  die  Grössen  «o ,bo,<^o  sind  hieraus  so  zu  be- 
stimmen, dass  Wi  und  —  w^^  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

%  +  b^w  +  c^w^  =^  0 

werden  und  dass  ,  ,  s       ^ 

4ao<^n  —  ^  =  1 

wird;  endlich  sind  a  und  r  den  Bedingungen  unterworfen,  dass  t  reell  sein  und  der 
Ungleichheit  0  <  t  <  1 

genügen  muss,  wähi'end  für 

ff  =  ff"  4-  ff  i,     Wj  =  wl  -\-  iv^i,     w,=  lü^  +  io[i 


die  Werthe  der  6ei<Zew  Quotienten    ,  und  — ^  zwischen  —  t  und  1  —  t  liegen  müssen. 

Für  das  Werthsystem  ff  =  0,  t  =  0  werden  in  der  Gleichung  ('^t)  beide  Seiten  ne- 
gativ unendlich,  und  die  Gleichung  selbst  verhert  also  in  diesem  Falle  ihre  concrete 
Bedeutung. 

IL 
Für  die  Function  ■&  (f ,  w)  bestehen  die  Relationen : 

^(C,  IV)  =  -  ^(-  C,  lü)  =  -  ^(C  +  1,  «;), 

-  ^(C,  w)  =  e'"' +'■'''•'*  ^(f  +  w,  w)  =  e<"-*-^-'"^(C  -  w,  w) , 

deren  Anwendimg  auf  den  mit  A{a,  t,  Wi,  Wa)  bezeichneten  Ausdruck 

(*'(0,  1C,)*'(0,10j))3 

munittelbar  die  Relationen : 

(SS")  A{a,r,  iv^,  w^)  =  A{a  -\-  \  ,  x  ,u\,  w^)  =  /l(ff ,  t  -f  1 ,  w^,  u\^) 
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ergiebt.  Ebenso  führt  die  Transformationsgleichung: 

j?(C,  w  +  1)  =  e^^'&iC,  tc) 
zu  der  Relation : 
(«')  A{a,  T,  w^,  «',)  =  Ä{a  +  T,  T,  w^  -  1 ,  vk,  +  1), 

wälirend  die  Transformationsgleichung: 

und  die  durch  Differentiation  daraus  entstehende : 

die  Relation: 

(»")  ^(<^'  ^'  "'i'  "'2)  =  ^(~  ^'  <''  ^,  ~~) 

liefert.  —  Die  eingeklammerte  Quadratwurzel  (]/ —  wi)  bedeutet  hier,  wie  in  meinem 
Aufsatz  im  Monatsbericht  vom  Juh  1880')  denjenigen  der  beiden  Werthe  der  Qua- 
dratwurzel, für  welchen  der  reelle  Theil  fositiv  ist,  aber  im  Falle,  wo  ivi  reell  und  also 
der  reelle  Theil  von  y — wi  gleich  Null  ist,  denjenigen  Werth,  bei  welchem  der 
Coefficient  von  i  positiv  genommen  wird.  Diese  Werthbestimmung  der  Quadrat- 
wurzel aus  einer  complexen  Grösse  re'"  habe  ich  a.  a.  0.  einfach  durch  die  Gleichung: 

{Vre^'')  =  I  Kr  I  •  e"'  mit  der  Bedingung  ~  n  <2v  ^n 

charakterisirt.  Ich  bemerke  jedoch,  dass  dort  bei  der  Ungleichheitsbedingung  für  v 
der  Factor  2,  wie  hier  geschehen,  hinzuzufügen  ist,  und  dass  die  in  dem  citirten  Auf- 
satz auf  S.  696  und  697^)  gegebene  Herleitung  der  «^-Transformation  noch  in  einem 
Punkte  einer  Vervollständigung  bedarf,  die  ich  nächstens  in  einer  für  das  Journal 
für  Mathematik  bestimmten,  in  allen  Einzelheiten  ausgeführten  Bearbeitung  jenes 
Aufsatzes  näher  darlegen  werde.  Hier  will  ich  nur  kurz  erwähnen,  dass  es  der  Nach- 
weis der  Endhchkeit  und  Stetigkeit  der  a.  a.  0.  mit  0  (x)  bezeichneten  Function  ist, 
welcher  noch  eine  andere  Begründung  als  diejenige,  die  dort  angedeutet  ist,  erfordert, 
imd  dass  die  erforderliche  Ergänzung  am  leichtesten  durch  den  Hinweis  auf  die  im 
Monatsberichte  vom  October  1880^)  hergeleitete  Gleichung  0(a;)  =  0(a;^)  zu  geben  ist.'') 

')  Bd.  IV,  S.  282  dieser  Ausgabt)  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

'')  Bd.  IV,  S.  286  und  287  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

'■')  Bd.  IV,  S.  292  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

*)  Vgl.  liiorzu  den  Zusatz  78  am  Endes  dieses  Bandes.  H 
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Die  oben  mit  (58")  bezeichnete  Relation  zeigt,  dass  die  Function  A  ungeän- 
dert  bleibt,  wenn  a  und  r  um  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  vermindert  werden;  die 
Relationen  C©')  und  (5?")  zeigen,  dass  A  bei  den  ,, elementaren"  Substitutionen 

(ff,       r,        H\,  w^,     \      /  a,       X,  iüj,     M'.j\ 

ff  +   T,  T,  W,   _   1  ,  U',  +    1  j  '  ^  -  T,  (7,  ~\  =^  / 

ungeändert  bleibt.  Da  ich  nun  im  Monatsbericht  vom  October  1866')  gezeigt  habe, 
dass  sich  jede  Substitution        /ff,  ^       \ 

\aa  -\-  a  X,  ßa  -\-  ß' xj 

mit  ganzzahhgen  Coefficienten  a,a',ß,ß',  deren  Determinante  aß'— aß  =  1  ist, 
als  eine  Aufeinanderfolge  jener  zwei  elementaren  Substitutionen  darstellen  lässt,  so 
folgt,  dass  für  die  Function  A  die  allgemeine  Relation : 

«ff  +  ax  +  «",  ßa  +  ß'x  +  ß",  -""'i-i:^,  °^M 

—  ßw^  +  ß     ßw^  +  ßf 

bestehen  muss,  wenn  darin  a,a',a",ß,ß',ß"  beUebige,  nur  der  Bedingung  aß'  —  aß  =  1 
unterworfene  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Führt  man  an  Stelle  der  Grössen  Wi ,  n\ ,  die  Grössen  ao,ho,  Cg  ein,  für  welche 

0  "  0 

ist,  so  kann  die  Relation  ($8)  in  folgender  Form  dargestellt  werden: 

/  —  K-\-i     b^A-  i\  ,'   ,      ,    —  b  -\-i      b  -\-  i  \ 

im  ^(o.  r.  -^-t-.   -1+  -)  _  A(.  .  r.  -^-.  -|V). 

mit  den  Bedingungen : 

a  =  aa  -\-  a  X  +  a",  x  =  ßa  -\-  ß  x  -\-  ß  .aß  —  aß  —  1 

m  h\  =  2a^aß  +  h„(aß'  +  aß)  +  2c^aß', 

'^'0  =  %ß"  +  \ßß'  +  ^0^". 
in  welchen  «,  «',  «  ",  ß,  ß',  ß"  ganze  Zahlen  bedeuten.  Es  besteht  daher  die  Relation: 

A[a,  X,  w^,  2V,)  =  A {a  ,  x  ,  u\,w'^ , 


{^i\ 


^)  Bd.  I,  S.  159  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L  Kronecker's  ^'erke  IV  46 
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wenn  ^'  ^  «„.  ^_  ^'^  ^  „"^  ^'  ^  ß^  m  ß'r  +  ß" 

ist,  wenn  ferner  Wi  und  —  Wo  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  a„  +  6^^  +  c^w"  =  0 
und  iv[,  —  w[,  diejenigen  der  Gleichung  a^  +  h\w'  +  c^iv'  =  0  sind,  und  wenn  end- 
lich «0,60,  4  die  Coefficienten  der  durch  die  ganzzahlige  Substitution 

X  =  ax  -\-  ßy  ,  y  =  a  X  -\-  ß  y  (<'/-o',<=i) 

aus  der  quadratischen  Form  a^x^  +  \xy  +  Coy~  hervorgehenden  transformirten 
Form  a^x    +  ll^xy  +  c  y'  bedeuten.  Definirt  man  zwei  Systeme 

als  äquivalent,  wenn  ihre  Elemente  durch  die  Bedingimgsgleichungen  (93o)  mit  ein- 
ander verbunden  sind,  so  ist  dies  vermöge  der  Bedingung,  dass  die  Substitutions- 
coefficienten  a,  «',  a",  ß,  ß',  ß"  ganze  Zahlen  sein  sollen,  eine  ,, arithmetische  Äquiva- 
lenz", und  es  ist  auf  Grund  der  Relation  (5öi) 

die  transcendente  Function  der  Systems-Elemente  a,  t,  ?>„,  Tq 

als  „analytische  Invariante''  jener  arithmetischen  Äcjuivalenz 
zu  bezeichnen. 

Die  hier  entwickelte  Invarianten-Eigenschaft  von  A  führt  zu  der  interessan- 
ten Aufgabe,  die  Function  A  so  umzuformen,  dass  eben  diese  Invarianten-Eigen- 
schaft in  Evidenz  tritt.  Für  den  Logarithmus  von  A  ist  diese  Aufgabe  durch  die 
obige  Gleichung  (W)  der  Hauptsache  nach  gelöst;  für  die  Function  .1  selbst  soll  aber 
diese  Aufgabe  zunächst  behandelt  werden,  und  erst  dann  soll  eine  weitere  Umfor- 
mung der  Gleichung  (91)  zur  völligen  Klarlegung  der  Invarianten-Eigenschaft  ge- 
geben und  eine  Reihe  allgemeiner  Erörterungen  daran  geknüpft  werden. 

III. 

Wird  zur  Abkürzung  das  Product 

c"'*"'"^ '"'''"> (CT  -I-  rio^,ii\)&(a  —  rw.^,  u^) 
durch  P{a,  T,  iVi,  W2)  bezeichnet,  so  ist  auf  Grund  der  Definition  der  i?-Reihen: 

P(ff,  T,  7^;^,  W^)  =2«""''*"'"  0...=  ±l,  +  3,±5....), 
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WO  unter  f(ß,v)  der  Ausdruck: 

^{fi^w^  +  v-w^)  +  {ju  -i-  v){a  ~  _^)  +  (/«»;,  —  vw.^)r  +  (w,  +  w^)t" 

zu  verstellen  ist.  Setzt  man  hierin,«  +  »-  =  2m,  so  kommt: 

(p{ii.v)  =   ^  (tu,  +  w'2)(^  ^  '^'^y  ~  inic^iy  —  •2t)  +  wriüj  +  ?/j(2(7  —  1) 
oder:  i  /  2mw,  Y      m^w,w. 

Die  Transformationsgleicliung 
ergiebt  aber,  wemi  darin  ;  =  »j  +  s^,  gesetzt  ward,  die  Relation: 

V  /i  =:  —  30 

Wendet  man  nun  diese  Relation  auf  ^e'"'''*'''''  an,  indem 
genommen  \vird,  so  resultii-t  die  Gleicliimg : 

in  welcher  f{m,  n)  den  Ausdruck: 

— ^t; —  (jK^MjM)^  +  »iw(wj  —  ?<',)  —  w"j  +  mn  +  w  (2<t  —  1)  +  w(2t  —  1) 

bedeutet  und  die  Summation  auf  alle  ganzzahligen  Werthe  vi,  n  =  —  oo  bis  +  oo 
auszudehnen  ist.  Demnach  ist,  wenn,  wie  oben: 


^1^*2  •      ■»i— «^2       .    •         —  1 


=  aA,     — , — ^  =  hA,     — , —  =  cÄ 
gesetzt  wird: 

(g„)  _  p(a,  T,  W^,   W,)  =   (l/c„)2(-  l)<"'-l)("-l)g-K».'  +  »o.«n+c,„^).,  +  2(,„a  +  .r),,.- 

oder,  weim  man  zur  Abkürzung  die  quadratische  Form  üoX^  -\-hf,xy  +  Cq?/"  durch 
/(x,  y)  bezeichnet: 

-  P(a,  r,uv  w.^  =  (>/^o)2'(-  l)'"'-""-'>e-''^""-"'^ -<""'  + ""'■"'. 

nj,  n 

46* 
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Die  Differentiation  des  mit  P{(j,  t,Wi,w.;.)  bezeichneten  Products 
e''''"'  +  '"''-'">(a  +  Tio, ,  Wj)  &{a  -  TW.,,  «',) 
ergiebt  die  drei  Gleichungen : 

^-^   („  =  0,  r  =  ü)  =  («>j  -  10,^  &  (0  ,  W^)  0  (0,  W,) 
'iS  p 

'dxdr  ^^  =  "•'■  =  '"  =  —  2w,W2^'(0,  7üj)  i!9'(0.  «'2), 

welche,  wenn  die  drei  zweiten  Ableitungen  für  0  =  0,  t  =  0  kurz  mit  Pn,  P12,  P22 
bezeichnet  werden,  sich  in  folgender  Weise  darstellen  lassen: 

Wenn  man  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  aa,ha,  Cq  multipHcirt  und  dann 
zu  einander  addirt,  so  wird  der  Factor  von  ?9'(0,  '».',)«9'(0,  w.^  gleich  4,a^c^^  —  h'^,  also 
gleich  Eins,  und  man  gelangt  demnach  zu  der  Relation : 

^o(%  ^„  ^  K  P.,  +  ^  P22)  =  ^'  (0 .  ^'\)  '^'(0 ,  «g . 

Die  Differentiation  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (ßo)  stehenden  Reihe 
führt  aber  zu  dem  Ergebniss: 

und  da  1 

(47r^)-'P(a,T,i^j,i«,) 
A[a,  r,w^,w^)  = '^ i-^ 

ist,  so  resultirt  die  für  beliebige  Grössen  a,  r  gültige  Hauptgleichung 


(®)  y1(a,  T,W»j,  w^) 


(V(_l)(m-l)(«-l)^(,„_„)g-«/K«)) 


s 


welche  die  gesuchte  Darstellung  der  Function  A  enthält. 
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Die  Reihen  auf  der  rechten  Seite  sind  specielle  {Rosenhain' sehe)  i9-Reihen 
mit  zwei  Variabehi;  sie  sind  convergent,  weil  der  reelle  Theil  von  Co  positiv  und 
4c„/(wi,  n)  =  ni-  +  {botn  +  2con)'-  ist.  Die  Gleichung  (G)  selbst  kann  auch  als  eine 
Formel  zur  Eeduction  jener  specieUen  ^-Reihen  mit  zwei  Variabein  auf  einfache 
i? -Reihen  angesehen  werden,  imd  diese  Reduction  lässt  sich,  wenn  in  (Go)  ct  =  s  +  l , 
r  —  t  +  -^  genommen  wird,  so  darstellen,  dass  die  Doppelreihe 

X  ,  { i;        e  (m.i«  =  0.  ±  1,  ±S....) 

tn.  n 

sich  auf  das  Product  von  zwei  einfachen  Reihen,  nämlich  auf : 

reducirt. 

IV. 

Die  von  Abel  im  Lehrsatz  III  (Art.  II)  seiner  Abhandlung  über  die  binomische 
Reihe  und  nachher  von  Anderen  vielfach  angewendete  Reihen-Umformung*),  welche 
der  Umformung  von  Integi'alen  durch  partielle  Integration  entspricht,  lässt  sich, 
wie  es  auch  an  der  citirten  Stelle  geschehen  ist,  durch  die  identische  Gleichung: 

q>(k)fik)  +^{^{n)  —  (p{n  —  l))ip{n)  =  (p{k')y}{k')  +  ^(p{n  —  1){y){n  —  1)  —  f{n)) 

n  n 

darstellen.  Wenn  nun  für  reelle  Werthe  von  i,  welche  in  dem  durch  die  Bedingung: 

n^^  <n  +  1 
bestimmten  Intervalle  liegen,  /t\  ^  ^/.,^\ 

genommen  und  f{^)  als  eine  für  alle  reellen  Werthe  von  |  definirte,  differentiirbare 

Function  vorausgesetzt  wird,  so  kann  jene  Gleichung  auf  folgende  Form  gebracht 

werden :  ^' 

(p{k)y,{k)  +2ji?{n)  -cp{n-  \))xp{n)  =  <p{k'),fik') -J<p{^)dfi^). 

n  k 

Bei  dieser  Form  tritt  es  in  Evidenz,  dass  die  unendüche  Reihe : 


^  i<p{n)  —  <F{n  —  l))v(«) 


{n=  1,2,3...) 


*)  Crelk's  Journal,  Bd.  I,  S.  314  und  Abel,  Oeuvres  completes,  Nouvelle  edition  1881, 
Tome  I,  p.  222. 
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convergirt,  wenn  der  absolute  Wertli  von  ^{k)  auch  für  beliebig  gi'osse  Zahlen  k 
stets  kleiner  als  eine  bestimmte  positive  Zahl  p  bleibt,  und  wenn  y>  (i)  eine  stets  posi- 
tive, mit  wachsendem  Argument  unendhch  abnehmende  Function  ist.  Denn  es  ist, 
wenn  nach  W eierstrass' schei  Weise  der  absolute  Werth  einer  Grösse  A  mit  \A\  be- 
zeichnet wird, 


und  das  Integral: 


ßmvii) 


ßmfii), 


welches  bei  der  (offenbar  gestatteten)  Annahme  95  (0)  =  0  mit  dem  negativen  Werth 
der  unendhchen  Reihe: 


(?'(«)  —  (p{n  —  i))f{n)  (,<  =  i.2,3...) 


übereinstimmt,  ist  also  convergent. 

Wenn  die  Function  y  (|),  ausser  von  dem  Argument  |,  noch  von  einer  reellen 
Grösse  q  abhängt  und,  bei  Festhaltung  eines  Werthes  von  |,  in  dem  ganzen  Inter- 
valle ß«  ^  Q  <  Pi,  s^%  abnimmt,  so  ist  für  alle  in  jenem  Intervalle  liegenden  Werthe 
von  Q  der  Voraussetzung  nach  ip  (k,  q)  <  y>  (k,  po)  und  also : 

I    *' 

!  * 

Hieraus  folgt  umnittelbar,  dass  unter  den  angegebenen  Bedingungen  das  Integral 

f  (p{i)dip{i)  und  also  auch  die  damit  übereinstimmende  Reihe  ^(9'  («)  —(p{n-l))ij'{n) 
0 
eine  im  Intervalle  q^  <  q  ■£  q^  durchweg  stetige  Function  von  q  ist. 

Man  kann  nun  unter  Beibehaltung  der  oben  eingeführten  Bezeichnungen 

^  (^m^  +  (b^ m  +  2 c^ nf) "'''-'  (? > - D 

für  y>  (n)  und  sowohl  cos  2nr7c  als  sin  2m n  für  q)  (n)  ■—  <p{n  —  1)  nehmen,  falls  man 
nur  den  Weith  t  =  0,  ferner  complexe  (imaginäre)  Werthe  von  60 ,  Co  und  endlich 
solche  Werthe  von  n  ausschließt,  für  welche  boin  +  20^%  negativ  ist.  Unter  diesen 
Vorbehalten  erfüllen  nämlich  die  Functionen  (p  {n)  und  ij>  (n)  die  oben  für  dieselben 
aufgestellten  Bedingungen. 
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Es  sei  jetzt  A^)  eine  reelle,  positive,  beliebig  kleine  Grösse,  und  k,„  bedeute 
die  kleinste  positive,  den  beiden  Bedingimgeu : 

zugleich  genügende  ganze  Zahl.  Alsdann  ist  gemäss  der  vorstehenden  Entwicke- 
lungen;  'Vs„r.i.//n  ,   ,      \s  ,      n-i-e    ^>'/    2  ,    1  x-i-c» 

n  I  \  '•    / 

WO  p'  eine  bestimmte  positive  Zahl,  wie  oben )?,  bedeutet.  Da  nun 

"  ~  0  0 

ist,  und  das  letztere  Integral  imter  der  Voraussetzung  Qo  >  —  -^   ei^en  endlichen 
Werth  hat,  so  wird  imter  derselben  Voraussetzung : 

)u  =  00  in  =  1X1 

lim  y(m'  +  \Y'"'°  =  lim  A'  +  ^-»  •  aJ'  (X'm'  +  l)"^-^«  =  0. 

'■=<';^A        '^-•^  '•=»  ,7Ti 

Die  Grösse  A  kann  hiernach  stets  so  klein  gewählt  werden,  dass  der  Werth  der 
Summe:  n.=+»i 


7n  =  — 00 


und  also  auch  der  Werth  von: 

»j  =  -f  ao  

^     e         ^e         /i,w,n)       ^ 

t  =  —  ao  n 

•I  =  4-00  i 

2  2^'*""'^'""" /(^' ")"'"'' 


Wi  = 

oder: 


jTi  =  —  oc  I      n 


für  alle  Werthe  von  o,  die  nicht  kleiner  als  ^0  sind,  unter  einer  beüebig  klein  anzu- 
nehmenden Grenze  bleibt,  vorausgesetzt,  dass  a  reell  und  go>  — .j  ist.  Unter  den 
angegebenen  Voraussetzungen  zeigt  sich  also  einerseits  der  Grenzwerth: 


milim^e  f  {m,n)  -  (-Ä^m^A,-i^n<*auBerm  =  n=0), 


lim 


')  VgL  Zusatz  86  am  Endes  des  Bandes.  H 
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als  mit  dem  Gienzwertli : 

lim  lim  lim  ^  c'     "  +  "'>■'"  j  („,  ^ ,;,)  -  ^  ?   (_ » ^  „,  ^  /.^  _  «.^^^  ^  „  ^  ^^  _  ausser  „,  = ,  =  o)^ 

in  welchem  die  Summationsgrenzen  Z-,„  von  X  abhängen,  übereinstimmend,  und  an- 
dererseits zeigt  sich  dieser  letztere  Grenzwerth  selbst  als  eine  für  ^  >  —  ^  durchweg 
stetige  Function  von  q.  Da  überdies  für  positive  Werthe  von  q  die  über  alle  positiven 
und  negativen  Zahlen  m,  n  ausgedehnte  Summe  ^{in  +  «")  '  ~ "  ebenso  wie  das  über 
alle  reellen  x  und  y,  mit  der  Bedingung  x^  -\-  if  >  l,  ausgedehnte  Doppelintegral 

j  (a;'  +  >fy^~~dxdy  convergent  ist,  so  ist  die  Reihe 

^  e,  f  [771,  n)  -  («1,  n  =  0, +  l,  +  2,..  .  auBBerm=>i  =  0) 

tn,  n 

für  Q  >  0  auch  dann  convergent,  wenn  man  für  die  einzelnen  Gheder  ihre  absoluten 
Werthe  nimmt,  imd  sie  behält  demnach  bei  jeder  beliebigen  Weise  der  Summations- 
ordnung  denselben  Werth.  Die  obige  Hauptgleichung  (31)  geht  daher  in  folgende 
über: 

in  welcher  q,  a,  r,  a^jb^,  Co  beliebige,  nur  den  Bedingungen: 

e>Ü,ao>0,c^>0,      4a„c„  —  bg  =  1 

unterworfene,  reelle  Grössen  imd  u\ ,  —  tv^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

bedeuten,  und  in  welcher  die  Summation  rechts  auf  alle  ganzzahhgen  Werthe  von 
m  und  II,  mit  Ausscliluss  des  Werthsystems  m  =  »  =  0,  in  behebig  zu  bestimmender 
Folge  zu  erstrecken  ist.  Die  frühere  Beschränkung  von  r  auf  das  Intervall  zwischen 
Null  und  Eins  konnte  in  diesem  Resultat  offenbar  fallen  gelassen  werden;  aber  das 
Werthsystem  ct  =  0,  t  =  0  ist  in  der  Gleichung  (S^)  aus  eben  demselben  Grunde  wie 
in  der  Gleichung  (51)  auszuschliessen,  da  hier  wie  dort  beide  Seiten  der  Gleichung 
negativ  unendlich  werden. 

Bedeutet  A  eine  reelle  positive  Grösse  und  setzt  man : 
a  =  a^  yi,  b  =  b„  YÄ,  c  =  c„  YÄ, 

so  sind  die  drei  reellen  Grössen  a,  h,  c  einzig  und  allein  der  Beschränkung  unter- 
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worfen,  dass  der  mit  A  übereinstimmende  Werth  von  4ac  —  6"  fositiv  sei.  Gemäss 
der  Gleichung  (So)  ist  daher  für  solche  Grössen  a,  b,  c,  wenn  zur  Abkürzimg 

—  b+iyÄ  b  +  i  l/Z 

"'l  O,.  .  '«-2   — 


2c 

gesetzt  wird: 


(D)  log  yl  (<T ,  r ,  w^ ,  w,)  =  -^  lim  ^ 


Das  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Resultat  habe  ich  bereits  in  meinem  oben 
citirten  Aufsatze*)  vom  Januar  1863,  jedoch  ohne  Beweis,  mitgetheilt.  Die  dort  an- 
gewendeten Bezeichnungen  sind  von  den  hier  eingeführten  etwas  verschieden;  um 
die  Übereinstimmung  herzustellen,  müsste  für  die  dortigen  Grössen 

a,  X,  a,    b,  c,     D,  x,  y 
der  Reihe  nach  r,a,2c,h,2a,  4,>i,m 

genommen  werden. 

V. 

Setzt  man  in  der  mit  /(m,  n)  bezeichneten  quadratischen  Form: 

m  =  am  +  ßn,  n  =  am  +  ß'n,  wo  «,  «',  ß,  ß'  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  welche 
aß'  —  a'ß  =  1  ist,  so  geht  dieselbe  nach  der  oben  im  art.  II  angewandten  Bezeich- 
nung in  die  transformirte  Form 

über.  Diese  transformirte  Form  f{m',  n)  stellt  für  die  verschiedenen  ganzzahhgen 
Werthe  von  m',  n  genau  dieselben  Grössen  dar,  wie  die  ursprünghche  Form,  und  die 
beiden  unendhchen  Doppelreihen : 


m  ,  n 


stimmen  in  den  einzelnen  GUedern  und  folghch  für  o  >  0  auch  in  ihrem  Werthe  mit 
einander  überein.  Durch  die  Gleichimg  (Xq)  ^^ird  daher  die  Invarianten-Eigenschaft 

*)  Vergl.  den  Monatsbericht  vom  Januar  1863^),  sowie  auch  den  vom  Februar  1880^). 

')  Bd.  rV,  S.  222  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

-)  Bd.  II,  S.  92  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L.  Kronecker'a  Werke  IV  -16 
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von  log  A  in  Evidenz  gesetzt,  während  der  Ausdruck  von  —  27r  log  A  in  der  Glei- 
chung Ci?!),  nämlich:  "V  2(wn  +  «r).-T.  ,,  -.-i    /m  =  0,+  l,+  2,...  +  /,    ,  ,,„  .\ 

bei  Einführung  der  transforniirten  Form  /'  an  Stelle  von  /  formal  verändert  wird. 
Es  bedurfte  eben,  um  die  Invarianten-Eigenschaft  von  logA  unmittelbar  hervor- 
treten zu  lassen,  noch  des  Nachweises,  dass  jener  Ausdruck  von  —  2.-t  log  .1  in  der 
Gleichung  (91)  zugleich  ,.     "STf  «(„,„  + nr)ni ,,       x-i-.. 

»    ^      '  °  hm     yef{m,n)  -  (m,n  =  0,+  l,  +  2..   .    außer  m  =  7.=0) 

für  Q  =  0  darstellt.  Dieser  Nachweis  ist  im  art.  IV  in  einfachster  Weise  geführt; 
eben  derselbe  Nachweis  kann  aber  auch  nach  jener  Methode  gegeben  werden,  welche 
Dirichlet  im  §  1  seiner  Abhandlung:  „Recherches  sur  diverses  applications  de  Vmm- 
lyse  infinitesinmle  ä  la  theorie  des  nombres"  {CrelWa  Journal  Bd.  XIX,  S.  331)')  an- 
gewendet hat. 

Die  citirte  Dirichlet' sehe  Methode  beruht  auf  der  Darstellung  von  h~ ' " ''  durch 

den  Integral- Ausdruck :  ,         ^      ,      -,  ,,^ 

—  r,-, — r^^  I  X  a{  log 

0 

Mit  Hülfe  derselben  wird: 

2'e^"""  -^'-/(»;.,  n)  — ^'  =.  -  ^.J^-^^  fF{x)d  (log  {)''\ 
wo  zur  Abkürzung:  f{x)  .^^eSC^o-i-nr);?!  ^/(m.n) 

gesetzt  ist,  und  es  ist  nun  nur  noch  zu  zeigen,  dass  F{d)  in  dem  Intervalle  der  Inte- 
gration stets  endlich  bleibt.  Dies  erhellt  unmittelbar,  so  lange  nicht  x  gleich  oder  in 
der  Nähe  von  Eins  ist.  Für  die  nahe  bei  Eins  liegenden  AVerthe  von  x  lässt  sich  aber 
die  Endlichkeit  von  F{j-)  durch  ,, Transformation"")  der  »7 -Reihe: 

welche  für  |  =  logic  miti^(a;)  identisch  ist,  nachweisen,  da  die  transformirte  i? -Reihe 
sich  —  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  a  und  r  zugleich  Null  sind  —  mit  ab- 
nehmendem I  der  Null  nähert.*) 

»)  Lejeune-Birichlel,  Werke,  Bd.  I,  S.  419^21.  H 

-)  Vgl.  Zusatz  87  am  Endo  diosea  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  88  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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Verbindet  man  die  beiden  mit  (E)  und  (2!o)  bezeichneten  Gleichungen  mit 
einander  und  berücksichtigt  dabei,  dass 

f{m,n)  =  /(—  m,  —  n) 
und  also  "V  2('"«+''^)-^w/       \-i-'.      "V^/       x-i-n      n/        i       \ 

ist,  so  gelangt  mau  zu  der  merkwürdigen  Formel : 

,(•0  Zj{ — 1)  e       ■'V    ■    '^    '        ^      '        -liinZ((2.T/(i;i,n))  •  cos 2 (mo  +  nr).t 

(\s)  j    —      e  , 

(V(_l)('"-'^('-i)/(m,n)e-''^''"'">)' 

in  welcher  sich  der  Imes  rechts  auf  den  Werth  q  =  0  und  jede  der  drei  Summationen 
auf  alle  ganzzahhgen  ^Verthe  von  m  und  n,  jedoch  rechts  mit  Ausschluss  des  Systems 
m  =  n  =  0,  bezieht;  dabei  ist 

f{ni,n)  =  a^m'  +  b^mn  -{-  c^n^ 

und  p,  0-,  T,  «0,  &0)  Co  bedeuten  reelle,  nur  den  Bedingungen: 

P>0,  a„>0,c„>0,4a„c„-6^  =  1 
imterworfene  Grössen. 

VI. 

Bezeichnet  man  mit  u,  v  zwei  zu  einander  reciproke  complexe  Grössen,  deren 
reelle  Theile  positiv  sind,  ferner  mit  Q,ao,Co  (wie  im  art.  V)  irgend  welche  reelle  posi- 
tive Grössen,  und  mit  &o  irgend  einen  der  beiden  (als  reeU  vorausgesetzten)  \\'erthe 
von  y 4:00 Co  —  1,  so  kann  man  die  identische  Relation:') 


e 


aufstellen,  in  welcher  die  Summationen  auf  alle  ganzen  Zahlen  m,  n  von  —  oo  bis 
+  oo  auszudehnen  imd  die  Werthe  der  Quadratwurzeln  yu,  yv  durch  die  Be- 
dingimg yu  l/v  =  1  zu  bestimmen  sind. 

Die  Relation  (f^*)  lässt  sich  durch  die  Substitution : 

u  =  logx,     V  =  log  2/ 


*)  VgL  Zusatz  89  am  Endes  des  Bandes.  H 

'  46* 


l 
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auf  die  Form  bringen : 


in,  71 


mit  der  Bedingmig :  j^^,  ^  j^^  ^  _  j  ^ 

und  ihre  Richtigkeit  erhellt  unmittelbar,  wenn  man  die  im  art.  II  erwähnte  Trans- 
formationsgleichung:,        ^  -w-u,..,,.        , 

erst  auf  die  einfache  i> -Reihe:       xn     ,     ,     , , ,. 

^^ 
m 

anwendet  und  dann,  nach  Multiplication  des  Resultats  mit  g-*'^'''»"'^  auf  diejenige 
^-Reihe,  welche  durch  Summation  in  Beziehung  auf  n  charakterisirt  ist. 

Wenn  man  nun,  wie  im  art.  III,  zur  Abkürzung: 

a^m'  +  h^mn  +  ^^11^=  f{m,  ?i) 

setzt  imd  nach  Dirichlet' scher  Weise  die  über  alle  Werthe  von  m,  n  mit  Ausnahme 
von  m  =  n  =  0,  erstreckte  Summe : 

durch  das  Integral:  i 

darstellt,  so  erhält  man,  mit  Benutzung  der  Relation : 

0 

die  Gleichung: 


X        \  d  X 


in.  n 


1      M  ^ 


Dass  das  Integral  rechts,  wenn  es  nur  bis  zu  einem  beliebig  nahe  der  Eins  liegenden 
Werthe  6  erstreckt  wird,  eine  bis  zum  Werthe  q  =  0  stetige  Function  von  q  darstellt, 
ist  an  sich  klar.  Für  den  übrigen  Theil  des  Integrations-Intervalles,  von  5  bis  1,  er- 
hellt es  aus  jener  Relation  (3-),  die  eben  zu  diesem  Zwecke  oben  aufgestellt  worden  ist. 
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Wird  nämlich  zuvörderst  in  der  Gleichmig  {&)  die  Summe  unter  dem  Inte- 
«nalzeichen  rechts  durch:  xn  o,/.     . 

ersetzt,  wo  nunmehr  —  genau  wie  in  der  Relation  (§)  —  die  Summation  auf  alle  ganz- 
zahhgen  Werthe  von  ni,  n  ohne  Ausnahme  zu  erstrecken  ist,  so  kann  vermöge  eben 
dieser  Relation  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  auf  folgende  Form  gebracht 

und  er  lässt  sich  daher  nach  Absonderung  des  einen  Ghedes  der  Reihe  für  m  =  n  =  0, 
als  Aggregat  von  drei  Ausdrücken  darstellen: 


Ki^og  ^2^"'"-'-^""'"^^-^'+ (logi)^-'(i  -  ^)  -  (log^r 


m.n 


In  dem  ersten  dieser  drei  Ausdrücke  ist  die  Summation  auf  alle  ganzzahligen  Werthe 
von  7)1,  11,  jedoch  mit  Ausnahme  des  Werthsystems  m  =  n  =  0,  zu  erstrecken,  und 
es  ist  ferner  darin  y  durch  die  Gleichung: 

log  X  log  y  =  1 

zu  bestimmen.  Dieser  Ausdruck  verschwindet  demnach,  ebenso  wie  die  beiden  fol- 
genden, für  o;  =  1  oder,  was  dasselbe  ist,  für  y  =  0,  und  es  bleiben  daher  alle  di'ei 
Ausdrücke  in  dem  Intervalle  von  a;  =  5  bis  x  =  1  endhch,  auch  wenn  q  bis  zu  Null 
abnimmt. 

Man  kann  also,  um  den  Grenzwerth: 

zu  erhalten,  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (®)  g  =  0  setzen;  und  dieser  Grenz- 
werth wird  alsdann  durch  das  Integral : 

1 

0      I  '".  "  log  -r  I 


dargestellt,  wenn  hierbei  stets  die  Summation  auf  alle  ganzzahhgen  Werthe  von  m,  n, 
mit  Ausnahme  des  Werthsystems  m  =  h  =  0,  erstreckt  wird. 
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Dass  dieses  Integral,  für  alle  reellen  positiven  Grössen  öq  ,  c^ ,  einen  endlichen 
Wertli  hat,  ixnd  dass  also,  wenn : 

gesetzt  wird,  durch  L{a,),  Cq)  eine  bestimmte,  endliche  Function  der  beiden  reellen 
positiven  Variabein  a^ ,  Cq  dargestellt  wird,  ist  als  das  Resultat  und  auch  als  das  Ziel 
der  bisherigen  Entwickelungen  zu  bezeichnen.^)  Dass  sich  die  Werthe  dieser  Func- 
tion L{ao,  Co)  für  alle  diejenigen  Argumente  öq,  Co,  für  welche  die  Verhältnisse  der 
drei  Grössen  a„  :bo:  Co  oder : 

in  ganzen  Zahlen  ausdrückbar  sind,  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  darstellen 
lassen,  soll  im  Folgenden  gezeigt  werden.  ^) 

VIT. 

Ist  ttgibg:  Co  =  a:h:  c  und  bedeuten  a,  b,  c  drei  ganze  Zahlen,  von  denen 
die  erste  und  dritte  positiv  ist,  so  kann  man,  wie  im  art.  IV: 

a  =  a^yZ,       h  =  b^^A.       c  =  c^A , 

4ac  —  h~  =  A 
—  b  +  iVA  b  +  i-i/Ä 

setzen,  und  es  ist  alsdann  sowohl  A  als  auch  Va  positiv.  Ferner  ist  gemäss  der  Glei- 
chung (®)  des  art.  IV: 

(S)  logA{a,r,w^,  «g  =  -^^  -  lim2^  ,-   i— .^—  ,       ,.r^,, 

wo  die  Summation,  wie  stets  im  Folgenden,  auf  alle  ganzen  Zahlen  m,  n,  mit  Aus- 
schluß des  Systems  m  =  n  =  0,  zu  erstrecken  ist. 

Nimmt  man  nun  rechts  an  Stelle  der  quadratischen  Form : 

den  Ausdruck:  ■,  , 

l^iAnr  +  {hm  +  2cny-) 

')  VgL  Zusatz  90  am  Ende  des  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  91  am  Ende  des  Bandes.  H 
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und  setzt  dann  ziir  Abkürzung: 

l  1      n  '  bx  '  T 

n^  =  bm  +  2cn,  a  =  a  —  ^^,   t  =  ^c' 

so  kommt:  ,       .,  _  y  j        ^u^^i  +  oHm^'  +  n^nm 

log  ^(..r,  «.,..-,)=     .Lj/fiZ^^ +  „.):..     • 

Die  Summation  bezieht  sich  hier  auf  die  ganzzalüigeu  Werthe  von  m,  während  für  n^ 
nur  diejenigen  ganzen  Zahlen  zu  nehmen  sind,  wofür: 

«j  ^bni  (mod.  2  c) 

wird,  jedoch  mit  Ausschluss  des  Werthsystems  m  =  0,  Ui  =  0.  Das  Resultat  dieser 
Summationsbeschränkung  in  Beziehung  auf  «i  erlangt  man  aber  auch,  wenn  man 
die  auf  olle  Werthe  von  m  und  n,  mit  Ausschluss  von  m  =  n  =  0,  ausgedehnte 
Summe :  .^^ 


A  71  i 


^jAm'  +  n^y^^ 


mit^e    "  multiplicirt  und  dann  in  Beziehung  auf  Ii  ^  0.  1,2.  ...  2c  —  l  sum- 

mirt.  Hiernach  wird: 


n  —  6m 
h=2c  —  l  hTlt 


\ogA{a,  r,  w^,  w^)  =    -^  lim  (20)'  ^  ^" 


VA  ■vn     ■^~!/.      <^  \  „i(ma'  +  nT')ni 


p  =  0 


I 


"      (2      '"    +  2^"'j 

Gemäss  den  Entwickelungen  im  art.  IV  nähert  sich  jede  der  2c  verschiedenen 
Reihen,  welche  den  Werthen  ä  =  0,  1,  2,  ...  2c  —  1  entsprechen,  für  o  =  °0  einem 
bestimmten  endlichen  Grenzwerth;  jedoch  für  h  =  0  nxn  imter  der  Voraussetzung, 
dass  nicht  a  und  r  zugleich  Null  sind.  Wenn  nunmehr  diese  Voraussetzung  gemacht 
wird,  so  kann  der  Factor  (2c)'-'  auf  der  rechten  Seite  weggelassen  werden.  Führt  man 
dann  noch  a,  r  an  Stelle  von  a',  t'  wieder  ein,  so  geht  die  Gleichimg  in  folgende 
ühev:  ,  ,^.        ,^,, 

(V)  log  A(a,  T,  «v  «g  =    -^J^-^    2j    ^™Z-/1    .    ,,    1    ..y-Tl— • 

Werden  endhch  gemäss  der  Formel  (2)) : 

log  A(a^,  T„  w,  IV)  =  -  t^Iim  >-3 f^rrT?  ('''='V-') 

'■'"'"■"  V2-^"^"+  2") 

die  Summen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (.§)  durch  die  bezüghchen  Aus- 
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drücke :  log  A  ersetzt,  so  resultiren  die  Gleichungen : 

k  =  ic-i 
(§0)  \ogA{a,T,  n\ ,  «',)  =  2 ^'^g  ^  (''  -  ^  "£ '' '  -^T^ '  "' '  "') 

A  =  0 

/.  =  2  c  -  1 

welche  als  „Transformations-Formeln"  für  die  Function  A  bezeichnet  werden  können. 

Die  Formel  (^')  ergiebt  sich  direct,  wenn  man  für  die  Functionen  A  auf  bei- 
den Seiten  ihre  art.  I  angegebenen  Product-Ausdrücke  nimmt.  ]\Ian  erhält  nämlich 
dann  auf  der  linken  Seite  den  Ausdruck: 

(A,)  et""'"^)^"' JJO  _,H"'^'-'--'-^±  "■)"■) 

und  auf  der  rechten  Seite : 


(A^) 


TT       ^[y    «c    ) 2^  "^  67  """   TT'   (i     __      2((2on  +  t/,)"V  +  "■«',.  ±"')'"\ 

h  =  0  a,£,h,  n 


wo  die  Multiplicationen  auf  die  Werthe  «  =  1,2  und  e  =  -f-  1 ,  —  1 ,  und  für  e  =  -f  1 
auf  die  Werthe  «  =  0, 1, 2,  3, . . .,  für  e  =  —  1,  aber  nur  auf  die  Werthe  n  =  1,  2,  3, . . . 
zu  erstrecken  ist;  das  obere  oder  untere  Zeichen  bei  +Ea  gilt,  je  nachdem  «  =  1 
oder  a  =  2  ist.  Der  Werth  des  ersteren  der  beiden  Producte  in  (A,)  ist  gleich  dem 
Exponentialfactor  in  (Ai);  es  stimmt  ferner  das  zweite  Product  in  (A.,)  mit  dem  un- 
endlichen Product  in  (AJ  überein,  da  einerseits  die  Zahlen: 

2CW    -|-    h  (A  =  0,l,...2c-l;  n  =  0,  1,2,3,...) 

in  (Ao)  die  sämmtlichen  Werthe  0,  1,  2,  3,  .  .  .  annehmen,  welche  n  in  (AJ  für 
e  =  -h  1  anzunehmen  hat ;  und  da  andererseits  auch  die  Zahlen : 

2cn   h  (A  =  0,l,..2c-l;n=  1.2,3,...) 

in  (Aa)  genau  die  sämmthchen  Werthe  1,  2,  3,  .  .  .  erhalten,  welche  n  in  (Ai)  für 
E  —  —  1  zu  erhalten  hat. 

Bezeichnet  man,  wie  oben  im  art.  TU,  mit  P{a,  t,  u\  ,  w'a)  das  Product: 


so  ist: 


A{a,  r,  Wj,  Mjj)  _  /  ^'(0.  w)»\(y^w)\^  P{a,  r,  w^,  w^ 
/l {a^,-c' ,w,w)  ""  V*' (0 .  ■«',) *' (0 ,  w.)  /    'P(^^^;^)  ' 
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und  gemäss  den  a.  a.  0.  entwickelten  Wertlien  von: 

aV       c^P      d^P 

caca  '     cacT '     cxct 

lim    —± ^ — ^^  =  2^  (0,  ■w^^{0,  w\ 

und  ebenso:  p/--  ^,  ,,.  ..,.•.  ,  , 

lim  ,—j^^,--,-v  =  2i?(0,  u;)^'(0,  w). 

Da  nun:  >  ,     ,  ,  /        ^ 

ff    -f-   T  «-'   =   ff  +    TJt'j  ,   ff    —  T  !6'   =   ff  —  TW., 

ist,  so  ergiebt  sich  die  Relation : 

„i™o  ^«T'.w,«;)  V  *'(0,tc)#'(0,w)  )  ' 

mit  deren  Benutzung  die  Gleichungen  (§)  und  (.v")  für  ff  =  t  =  0  in  folgende  über- 
gehen : 

(S)         iioa*:(":^*:(°i"^^)  =  -j^-iim  >^  >^-- 


n  —  bin 
7i  =  2c—l  An* 


(3°)  1      n^)n^^g  J'y~\o.Ä(^'-  A  „,  «A. 

^^  "^  3    ^   »\0.w)&'{0,w)  ^     ^'^\1e    ■■2c-') 

A  =  1 

Führt  man  in  der  Formel  (3 )  die  Summation  in  Beziehung  auf  h  aus,  so  ver- 
wandelt sich  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  in  folgenden: 

Es  ist  aber  gemäss  den  Entwdckelungen  im  art.  VI : 
limg^(2:T(a„?n^  + ti.mn-i-c„n^))       ''=1,  Siho  lim o^(27i{am'-\-b hl n -}- cn^))       '  =  ---, 

und  f olgUch :  ^.^^^  y         i-(2c)-?  _  2n  ^^^^^ 

Die  Gleichung  (Q)  lässt  sich  daher  auf  folgende  Gestalt  bringen: 


L- Kronecker'ä  Werke  lY  47 
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und  wenn  man  mit  dieser  Gleicliung  eine  zweite  verbindet,  in  welcher  die  Grössen : 

^v^,  u\,  a,  h,  c 
durch  andere  analoge  Grössen: 

w  ,  w„,  a.h,  c  (4o'c'-t'>  =  //) 


ersetzt  sind,  so  resultirt  endhch  die  merkwürdige  Relation : 
in  welcher : 

_—b  +  iyA  _b-{-i]/A         ^_— b'+i^S         <_h'-\-i\/'Ä 


.    W„=--^/— ,    10,  =        -o' r^  ,     10^ 


1  2c         '        2  2c       '        1  2c' 

ist,  und  welche  ich  —  nur  in  etwas  anderer  Form  —  schon  in  meinem  mehrfach  ci- 
tirten  Aufsatze  vom  Januar  1863^)  mitgetheilt  habe.  Um  die  Übereinstimmung 
mit  der  hier  gewählten  Form  herzustellen,  müsste  für  die  dortigen  Grössen : 

ff,  T,  a,  b,  c,  D,  X,  y 
der  Reihe  nach:  -r   ^   o^   j,   o^,    a    „    >« 

genommen  werden. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (i?)  kann  noch,  da 

ist,  auf  folgende  Form  gebracht  werden : 

-^ r)  -\ r-(loec  —  lose)  —  — _-    >  losj ; — f^ -r-- 

Dass  dieser  Ausdruck  eine  Invariante  der  durch  die  quadratischen  Formen  {a,  b,  c), 
{a,b,  c)  repräsentirten  Classen  sein  muss,  tritt  durch  den  Ausdruck .jiuf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (ii)  in  Evidenz.  Es  geht  aber  auch  daraus  hervor,  dass: 


1     /n', 
C 


eine  Invariante  der  durch  die  Form  (a,  b,  c)  repräsentirten  Classe  ist.  Dies  erhellt  un- 


')  Bd.  IV,  S.  222 — 223  diüüer  .\usgabo  von  L.  Kroiwcker'a  Werken.  H 
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mittelbar  bei  Anwendung  der  Relationen : 

^(0,  w  +  1)  =  e*'"^'{{),w), 

welche  schon  im  art.  II  für  die  Invarianten-Eigenschaft  der  Function  A  benutzt 
worden  sind. 

VIII. 

Um  nun  die  Anwendungen  auseinandersetzen  zu  können,  welche  von  der 
Formel  (Ä)  zu  machen  sind,  niuss  ich  hier  einige  Entwickelungen  aus  der  arithme- 
tischen Theorie  der  quadratischen  Formen  voranschicken,  wie  ich  sie  seit  mehr  als 
zwanzig  Jahren  in  meinen  Universitäts- Vorlesungen  gegeben  habe.  Ich  sah  mich  da- 
bei zu  gewissen  Modificationen  der  Gauss'schen  Terminologie  veranlasst,  nicht  nur 
weil  die  Resultate  dadurch  ganz  wesentHch  an  Einfachheit  gewinnen,  sondern  auch 
deshalb,  weil  diese  Modificationen  sich  durch  die  Theorie  der  höheren  Formen  als 
naturgemäss  erweisen.*) 

Sind  a,  b,  c  ganze  Zahlen  ohne  irgend  einen  allen  dreien  gemeinsamen  Theiler, 

so  soll :  ■',!,,•' 

rt.r"  +  oxy  -f-  cy  , 

oder  mit  Weglassung  der  ,, Unbestimmten"  (Indeterminatae)  x,  y: 

{a,  b,  c) 

eine  ,, primitive  (binäre)  quadratische  Form  der  Discriminante  b^  —  iac"  heissen. 
Zwei  Formen,  die  durch  ganzzahlige  lineare  Transformation  mit  der  Determinante 
Eins  in  einander  übergeführt  werden  können,  sind  einander  ,,(eigenthch)  aequiva- 
lent"  und  gehören  zu  derselben  ,,C'lasse".  Die  Discriminante  kann  nur  ^e  0  oder 
^  1  (mod.  4)  sein,  und  diese  Zahlformen  soUen  deshalb  als  ,,Discriminantenformen 
der  Zahlen"  bezeichnet  werden.  Ist: 

und  D  nicht  ein  positives  Quadrat,  so  soll  Do  die  der  Discriminante  D  entsprechende 
„Fundamental-Discriminante"  genannt  werden,  wenn  Dq  keinen  quadratischen  Fac- 
tor oder  wenigstens  keinen  solchen  enthält,  nach  dessen  Abtrennung  noch  eine  Zahl 


*)  Vgl.  Zusatz  92  am  Ende  des  Bandes.  H 

47* 
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von  einer  „Discriminantenform"  übrig  bleibt.  So  sind  also  z.B.  —  i  und  12  Funda- 

mental-Discriminanten.  Die  möglichen  Zahlformen  der  Fundamental-Discriminanten 

sind  nun  folgende :         „        „  r.       i  /      i  ^n  •  ^ 

*  Dg=  P,  wenn  P  j::!  (mod.  4)  ist, 

Do  =  4P,  wenn  P  =  —  1  (mod. 4)  ist, 

D^  =  8P,  wenn  P  =  +  1  (mod. 4)  ist, 

wo  P  irgend  ein  Product  von  lauter  verschiedenen  Primfactoren  ist. 

Bedeutet  y>{D,  AA)  die  Anzahl  der  (mod.  4A)  verschiedenen  Lösungen  der 
Congruenz:  ß^  =  D  (mod.4^), 

so  ist: 

Hierbei  ist  links  die  Summation  auf  alle  verschiedenen  positiven  Zahlen  A  zu  er- 
strecken*), rechts  aber  erstens  auf  je  zwei  Zahlen  «,  y  (ohne  gemeinsamen  Theiler), 
für  welche  -    falls  D  >  0  ist  —  die  Ungleichheit: 

(^«  ;+')■>? 

besteht,  und  zweitens  auf  irgend  welche  Systeme : 

(a,  b',  c),     {a",  b",  c"),  .  .  . 

mit  positiven  ersten  Coefficienten  a,  a",  ....  durch  welche  die  sämmtlichen  ver- 
schiedenen Classen  quadratischer  Formen  der  Discriminante  D,  und  zwar  jede  nur 
ewmal  repräsentiert  werden.')  Ferner  bedeuten  T,  U  die  Zahlen,  für  welche: 

T--~DÜ^=  1  oder  =  4 

eine  Fundamentallösung  der  PeZrschen  Gleichung  darstellt,  und  es  ist: 

T  =  1  für  ])  >  0 

T  =  6  für  D  =  —  3,     T  =  4  für  /)  =  —  4,     t  =  2  für  P  <  —  4. 


*)  Dalxn  koimuen  doch  nur  solche  Zahlen  vor,  welche  den  ersten  Koeffizienten  einer 
quadratischen  Form  der  t)iskriminante  7)  biklen  kiinnen.  weil  für  die  anderen  Zahlen  tp 
y>{D,4A)  =-  0  wird. 

')  Vgl.  Zu.satz  93  am  Endo  des  Bandes.  H 
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Eine  Discussion  der  Eigenschaften  der  mit  ip  bezeichneten  zahlentheoreti- 
schen Function,  auf  welche  ich  an  einer  anderen  Stelle  näher  eingehen  werde,  führt 
nun,  wie  bei  Dirichlet,  von  der  Gleichung  (2)  zu  der  Gleichung^) : 

^^"^  ^-^  ( '^) M^^^  ^ ,t$.  1^  {a.r,r  +  bmn  +  cnW ' 

aus  welcher,  wegen  der  Beliebigkeit  von  q,  die  Gültigkeit  der  allgemeineren  Glei- 
chung : 

{W)  ^2(^')^  ('*  ^^  =  22-^(""''  +  ^  ""'  +  ^'^'^ 

a,  6,  c  7«,  n 

unmittelbar  zu  erschhessen  ist.*)  Die  Summation  links  ist  auf  alle  positiven  Zahlen 
/(,  k  zu  erstrecken,  die  zu^  relativ  prim  sind,  rechts  auf  alle  Zahlen  m,  n,  für  welche 
am'  +  bmn  +  cn"  prim  zu  Q  ist.  Die  Zahl  Q  hat  hier,  wie  oben,  die  durch  die  Glei- 

cliiuig:  D  =  D^Q' 

definirte  Bedeutung,  Ferner  ist : 


(?)  - ». 

sobald  D  und  h  einen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Wenn  aber  h  zu  D  relativ  prim 
und  gleich:  2  h'  ist,  so  ist:  ,d.        /o:j\  /d\ 

[y)  =  \d)  [h'l 

zu  setzen,  wo  Ji  eine  ungerade  Zahl  und  (^j  sowie  K-,j  da.s  Jacobi-Legendre'sGhe 
Zeichen  ist. 

Die  Gleichung  (lii)  kann  in  folgender  eleganteren  Weise  dargestellt  werden: 

wo  nunmehr  die  Summe  links  auf  alle  positiven  Zahlen  h,  k  imd  rechts  auf  alle 
Zahlen  ni,  n  mit  Ausschluss  des  Systems  ni  =  n  —  0  zu  erstrecken  ist.  Die  Systeme 
{a,  h,  c)  sind  hierbei  so  zu  wählen,  dass: 

a  relativ  prim  zu  Q,  jede  der  Zahlen  h  und  c  aber  durch  alle  Primfactoren 
von  Q  theilbar  wird. 


*)  Vergl.  meine  Mittheilung  vom  12.  Mai  1864  im  betreffenden  Monatsbericht-). 

')  Vgl.  Zusatz  94  am  Ende  des  Bandes.  H 

=)  Bd.  IV,  S.  227  und  Formel  {V<i),  S.  232  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  \\'erken.  H 
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Dies  ist  immer  möglich  und  für  viele  Anwendungen  vortheilhaft,  und  es  sollen  von 
jetzt  ab  die  Systeme  (a,  b,  c)  stets  als  so  beschaffen  vorausgesetzt  werden.^) 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

2m = «(«> 

und  bezeichnet  die  Anzahl  der  Systeme  {a,  h,  c),  d.  h.  also  die  Anzahl  der  verschiede- 
nen Classen  quadratischer  Formen  der  Discriminante  D,  mit: 

K{D), 
so  folgt  aus  der  Gleichung  (5^°),  dass^): 

xHiD)  =  ~^K{D)  für  D  <  0, 

m 

HiD)  =  4(^log-^-+-^J^^  für  D  >  0 
ist.  Diese  beiden  Resultate  lassen  sich  in  das  eine : 
m  H{D)  =  K{D)  T-/^ 

X  T 

a 
zusammenfassen,  wenn  man  die  Zahlen  T,  U  als  diejenigen  Lösungen  der  Gleichung 
T'  —  DW  ==  1  oder  4  definirt,  für  welche  das  Integral  möglichst  klein,  also  die 
untere  Grenze  möglichst  grof^s  wird. 

An  Stelle  der  Gleichung  (9^')  kann  auch  die  folgende  treten : 
m  H{D)  =  ^^glogE(D), 

wo  die  eingeklammerte  Quadratwurzel  die  im  art.  II  auseinandergesetzte  Bedeutung 
hat,  und  wo  mit  E{D)  für  alle  Fälle  die  Fundamental-Einheit : 

— X        '_  (r  =  l,3) 

r 

d.  h.  diejenige  Einheit  bezeichnet  ist,  durch  deren  ganze  Potenzen  sich  sämmtliche 
Einheiten  ausdrücken  lassen.  Es  ist  danach : 

E(-3)  =  c'"',     E(-4)  =  e''",     E{D)  =  e"'  iD<-t). 


')  Vgl.  Zusatz  95  am  Ende  des  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  96  am  I'^.nde  dos  Bandes.  H 
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Setzt  man  wieder  D  =  D^^Q',  wo  D^  die  Fimdamental-Discriminante  be- 
deutet, so  ist :  /  ü  \  1  \ 

Ii{D)   =   H(^Dg)l    /  (1    —  (       °)^)  blUePrimfactorenvoniJl, 

und  also'): 

logfi(D)' 


(0)         mroni'-m}) 


Hiermit  wird  die  Klassenanzahl  jeder  Discriminante  auf  die  der  Fundamen- 
tal-Discriminanten  zurückgeführt,  und  für  diese  selbst  ergeben  sich  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (32 ")  die  einfachen  Ausdrücke : 


0    *=1 
k=Do-\  /  ik  ni\ 


m  Kmo)^ogE(DA  =  -y  MlogU-e^-;  (i>„>o). 


Dass  hier  nur  die  beiden  Fälle  positiver  und  negativer  Discriminanten  zu 
unterscheiden  sind,  während  Dirichlet  am  Schlüsse  seiner  grundlegenden  Abhand- 
lung im  XXI.  Bande  des  CreZ^'schen  Journals  (S.  151)")  acht  verschiedene  Fälle 
aufführen  musste,  ist  eben  durch  die  obige  Modification  der  öawss'schen  Theorie  er- 
möglicht worden. 

Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  kommt  an  Stelle  der 
Gleichung  Ci^):  _/M 

m  EiD^r'  =  {-^^)        =n   Vi  -  e  -  ) 

wo  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  die  sogenannte  Kreistheihmgs-Einheit  der 
Discriminante  D^  ist,  d.  h.  also  ein  Ausdruck: 

T  +  üyp^ 

r 

dessen  Elemente  T,  U  einerseits  sich  aus  den  Z>oten  Wurzeln  der  Einheit  und  anderer- 
seits auch  aus  den  Elementen  der  Fundamental-Lösung  T,  U  zusammensetzen  lassen, 

indem  man — ^  zur  Potenz  K{Do)  erhebt. 


')  Vgl.  Zusatz  97  am  Ende  des  Bandes.  '  H 

-)  Lejeune-Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  492.  H 
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IX. 

Es  soll  nun  zuvörderst  gezeigt  werden,  wie  mau  mit  Hülfe  der  Formel  (S?) 
zu  einer  Darstellung  der  im  art.  VI  mit  L(aQ,Co)  bezeichneten  Function  gelangt, 
falls  al,  a^c^  und  c,",  rationale  Werthe  haben. 

Unter  der  angegebenen  Voraussetzung  können  nämlich  ganze  Zahlen  a,  h,  c 
gefunden  werden,  für  welche : 

a  =  a^l/zl,     h  =  h^yA,     c  =  c^l/J,     4ac  —  h"  =  A 

ist.  Setzt  man  dann ;  ,   ,    w^  i  ,    -./^ 

II!    = — - —      w   ==  — ' — ' — 

>  2c         '         -  2c       ' 

SO  bestimmen  sich  daraus  unmittelbar  die  Grössen  «„ ,  <^o  mittels  der  Gleichungen : 


und  es  sind  auch  «,  b,  c  als  die  drei  ganzzaliligen  Coefficienten  der  quadratischen 

Gleichung:  ,   j,      ,       2      ,, 

°  a  -{-  bw  -\-  CID   =  0, 

welcher  lo-^  und  —  w»   genügen,  bis  auf  einen  allen  dreien  gemeinsamen  Theiler  be- 
stimmt. 


Der  Ausdiuclv :  _  s 

logc(y(0,H',)i''(ü,i<;,))    ' 

kann  bei  Festhaltung  des  Werthes  von  A  als  eine  Function  von  ?/',  und  w.  allein  be- 
trachtet lind  zur  Abkürzung  mit :        n  ,^^    ^^  . 

bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  (Ä)  erhält  hiernach  die  Form: 

(ä'j     lim  I  ^(avi"  4-  b  mn  +  c  n)~  ^^^ —^  {am'  +  b'mn  -\-  cn')~ '  ~  ^  1  =  y^  (S(«'i .  «^3)  —  S  ('«-''i .  '"s))  • 

C*  ~  ^   '    in,  11  i'(,  n  )  y  ^ 

wo  {a,  h,  e),  {a ,  }>',  c)  irgend  welche  Formen  derselben  Discriminante  —  A  bedeuten, 
die  auch  verschiedenen  Ordnungen  angehören  können. 

Setzt  man  hierin  für  {a,  b',  c)  jedes  der  übrigen  Systeme: 
■     \a  ,  b  ,  c  ),     (n   ,  b    ,  c   ),  .  .  .  (a     ,  b     ,  v     ), 
welche  mit  («',  b',  c)  die  sämmtlichen  einer  und  derselben  Ordnung  angehörigen 
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Classen  der  Discriminante  —  A  repräsentiren,  so  resultirt  bei  Summation  der  auf 
diese  Weise  entstehenden  Gleichungen  die  Formel : 

(G)      lim  j  A- ^(am-  +  bvin  +  cn')-'-'  _  J*  Vfa'"»^'  +  b^'hmi  -f-  c"'n=)-'-^l  = 

^2{s(-.-.)-2K\<')}- 

Da  die  Function  L(«o,fo)  gemäss  den  Entwickeluugen  im  art.  VI  als  der 
Grenzwerth  von: 


^A~(v^)       "   +2j^^""'   +bmn  +  cn)       - 


definirt  ist,  so  kann  die  Gleichung  (il)  auf  folgende  Form  gebracht  werden: 

in  welcher  ö„,  bg,  c^,,  «,',,  h[^,  c!,  durch  die  Gleichungen: 

a  =  ayA,     b  =  bgVA,     c  =  cyA;    ä^ä^A,     b'^b'^A,     c  =  c'yA 
bestimmt  sind. 

Geht  man  andrerseits  von  irgend  welchen  Grössen  «„,  c^,  a^,  c^  aus,  so  gilt 
die  Relation  (9?),  wenn  beide  Verhältnisse: 

rational  sind,  und  wenn  sie  beide  mit  Hülfe  eines  und  desselben  Proportionahtäts- 
Factors  durch  die  Verhältnisse  ganzer  Zahlen  ausgedrückt  werden  können.  Alsdann 
bestehen  nämhch  Gleichungen : 

a  =  Pa^,     b  =  Pb^,     c  =  P<-.     a  =  Pa'^,     h'  =  Pb[,     c  =  Pc'^, 

in  denen  a,  b,  c,  a,  b',  c  ganze  Zahlen  sind,  und  es  folgt  also  aus  den  Relationen : 

4ac  —  b'  =  ia  c  —  b  '  =  P', 

dass  auch  P"  eine  ganze  Zahl  sein  muss. 

Aus  der  Gleichung  (fR)  folgt,  dass  die  Differenz: 

h  Kroneckor'e  'Werke  IV  48 
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9 {—b  +  iy'A     b  +  iyA\  _  j  (a^     _c_\ 

für  alle  quadratischen  Formen  (a,  b,  c)  der  Discriminante  —  J  einen  festen  Wertli 
hat.  Dieser  Werth  gehört  daher  auch  denjenigen  Formen  (a,  h,  c)  an,  die  von  den 
primitiven  Formen  der  Fundamental-Discriminante  abgeleitet  sind.  Wird,  wie  oben: 

gesetzt,  wo  unter  —  zlo  die  der  Discriminante  —  A  entsprechende  Fundamental- 
Discriminante  zu  verstehen  ist,  so  kann  also  der  Werth  jener  Differenz  mit: 

bezeichnet  und  mit  Hülfe  der  Gleichung  (O),  indem  darin /l  =  A„  genommen  wird, 
bestinmit  werden.  Alsdann  ist  nämlich  gemäss  der  Gleichung  {^l"),  in  welcher  nun 
Q  =  1  und  D  =  —  Aq  gesetzt  werden  muss: 

h,k  /  =  1        tu,  n 

Wird  nun,  wie  oben,  im  art.  VIII: 

f(=,^")l-«(-^.). 

imd  ferner:  4=^ 

gesetzt,  so  wird  der  Ausdruck  auf  der  Unken  Seite  der  Gleichung  (S)  gleich: 
T(H(-  A„)  -  gH(-  zl„))  (i  +  C)  +  Z{e), 

wo  Z{q)  eine  Function  von  q  ist,  welche  für  ^  =  0  verschwindet,  und  wo  C  die 
Euler'sche  Constante,  d.  h.  also  den  Grenzwerth: 

bedeutet.  Es  ist  daher: 


/  —  1        m.n 
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es  ist  ferner  gemäss  der  Definition  von  L{ao ,  (■„) : 

wo  Z°(q),  Z'{q)  Functionen  von  q  bedeuten,  die  zugleich  mit  q  verschwinden;  und 
man  kann  nun  mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen,  sowie  unter  Hinzuziehung  der 
oben  mit  (9?)  bezeichneten  Relation: 


aller  Werthe:  <  =  ai-^,)  ,     j,(o+^y2„   b^'^+iVJ, 


die  Gleichung  (C)  in  die  folgende  transf ormiren : 

(2)  -^^(^o)  =  m^o)  -c  +  log  ^^ + 1|^- 

Hier  bedeutet  931  (/lo)denmittlerenWerthvonS(^ 9c      "'  — 2c — ~)'  ^'  ^'  ^^^  Summe 

dividirt  durch  ihre  Anzahl,  die  Gleichung  ( J)  stellt  also  den  zu  bestimmenden  Werth 
von  M{-io)  durch  diesen  mittleren  Werth  der  Function  2  und  durch  jene  mit  H,  H 
bezeichneten  Reihen  dar,  und  der  gesuchte  Werth  von  L{ao,  Co)  wird  alsdann  durch 
die  Gleichung:  /-&„  +  i    b„  +  n 

ausgedrückt. 

X. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (M)  des  art.  VIII  für  die  willkürliche  Function: 
F{am^  +  bmn  +  cn')  die  folgende: 

( — 5 ö)(am^  +  bmn  +  cn^)~^~'-', 

und  für  Dj  irgend  einen  Divisor  der  Discriminante  D,  welcher  selbst  eine  Discrimi- 
nantenf orm  hat,  so  kann  der  Factor : 

( ^ .;) 

^ n  ni  -\-  bmn  -\-  e n'' 

durch  ( — \\  oder  also  auch  durch: 

(^  (°I 

48* 
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ersetzt  werden.  Dies  ist  leicht  zu  sehen,  wenn  man  für  die  Form  {a,  b,  c)  eine  solche 
wählt,  deren  mittlerer  Coefficient  b  die  Discriminante  D  als  Divisor  enthält'),  und 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  für  jede  Zahl  D^  die  von  der  Discriminantenform, 
d.  h.  also  die  ^^  0  oder  1  (mod.  4)  ist,  und  für  jede  positive  Zahl  s  die  aus  dem  Reci- 
procitäts- Gesetz  zu  erschliessende  Relation: 

besteht,  vorausgesetzt  nur,  dass  auch  s  +  D^  positiv  ist. 

Die  Gleichung  (9JJ)  geht  hiernach  bei  jener  Bestimmung  der  Function  F  in 
folgende  über: 


/•,k 


(h^)'^''    tw.  ^ "   ti  ^  '"  ^  («'»'+ 1'"«  +  <-«')'+^' 


in  welcher  Q-,  wie  oben,  als  Quotient  der  Discriminante  D  und  der  entsprechenden 
Fundamental-Discriminante  D^  bes 
setzt  wird,  auch  so  darstellen  lässt: 


Fundamental-Discriminante  D^  bestimmt  ist,  und  welche  sich,  wenn  Dn  =  jf  ge 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  unmittelbar,  wie  bei  Dirichlet,  dass  die  Anzahl 
der  Glassen  {a,  b,  c)  mit  dem  Charakter  (  '  j  =  +  1  genau  so  gross  ist,  wie  die  An- 
zahl der  Classen  mit  dem  Charakter  (  ' )  =  —  1 ,  sobald  nur  D,  kein  positives  Qua- 
drat ist.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist  auch  D.,  kein  positives  Quadrat,  und 
die  beiden  Reihen  auf  der  linken  Seite  nähern  sich  also  für  ^  =  0  endiichenWerthen. 

Die  Gleichung  (U)  kann  noch  in  wesentlicher  Beziehung  vereinfacht  werden. 
Bezeichnet  man  nämlich  mit  p[ ,  j)",  p,",  .  .  .  diejenigen  verschiedenen  Primfactoren 
von  Dl ,  welche  nicht  zugleich  in  Q  enthalten  und  welche  also  ausschliesslich  Pi'itn- 
factoren  der  Fimdamcntal-Discriminante  Do  sind,  so  ist: 


Ö 


0    oder    1 , 


')  Vgl.  Zusatz  98  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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je  nachdem  die  Zahl  m  eine  von  den  Primzahlen  p[,  p",  p"',  .  .  .  als  Factor  enthält 
oder  zu  f'^,  p",  p",  .  .  .  relativ  prim  ist.  Wenn  man  nun  Zahlen  wq,  w,  ,  wj,  .  .  .  durch 
die  Gleichung: 

{}  -  p'r")  (i  -  vT)  (l  -  vT)  •  •  •  =  w„  -  st;  +  Ej; 

definirt^),  so  kann  jener  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (U)  in  folgen- 
der Weise  dargestellt  werden: 

V     a.ti,c  m.n  ^        '     ^  '     " ' 

und  es  kann  hier  auch,  da  w^  zu  Q  prim  ist,  der  Factor  \~-)  wegbleiben.  Der  obigen 

Festsetzung  nach  ist  a  prim  zu  D  und  c  =  0  (med.  -D)"),  also  ^  eine  ganze  Zahl; 
es  besteht  ferner  \-ermöge  der  Gleichungen : 

D  =  DJ).,,     D  =  t^  -  4ac    also    (^)  =  1 

'"'"*"^  (-°^(°')^(S;)($)." 

da  keiner  der  in  D^  enthaltenen  Primfaktoren  p\,  p[,  pT  ■  ■  ■  zugleich  in  D,  enthalten 
sein  kann.  Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichimg  (U)  wird  hiernach 

Nimmt  man  nun  hier  für  die  Form  /aw,,  6.  -^-)  irgend  eine  aequivalente 
Form  {a,  b',  c),  in  welcher  a  wieder  prim  zix  D  ist,  so  wird : 

Vis,  /  ^  \a'  )  ^  \a'  )' 

und  die  auf  a,  b,  c,  m,  n  bezügUclie  Summe  wird  also  von  w^  unabhängig.  Der  ganze 
Ausdruck  geht  alsdann  in  folgenden  über : 

m  -(7;>."-'122("^)©<"''  + "«"  +  '"''^'"'' 

wo  sich  die  Multiplication  auf  alle  jene  Primzahlen  p\,  p'[,  pT  ■  ■  ■  erstreckt. 

In  der  zweiten  Summe  auf  der  Unken  Seite  der  Gleichung  (U)  kann  der  Factor 
(-^)auch  durch  (-^j  (—^—j ersetzt  werden,  da  (y)  =  1  ist,  wenn  k  undQ  keinen 

')  VgL  Zusatz  99  am  Ende  des  Bandes.  H 

»)  Vgl.  Zusatz  100  am  Ende  des  Bandes.  H 


(u) 
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gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  während  andernfalls  schon : 

ist.  Es  folgt  nun,  wie  oben,  dass  jene  zweite  Reihe  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
(U)  nämlich: 

umgeformt  werden  kann,  welche  sich  unmittelbar  als  Product  von  zwei  Reihen : 
darstellen  lässt.  Da  nun: 

(|i)  =  ,  UM  2<-.v(l:) ^,-170 -©».-) 

ist,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (II)  gleich : 
und  die  Gleichung  (U)  selbst  geht  in  folgende  über.i) 

'2(¥).^,2(¥).:^,=i2|(^)+(-°'))2©<«'"'+'»»+"')--. 

k  '^  k  '^  a,l,,c  ^  '    m.u 

in  welcher  D^ ,  D2  irgend  zwei  complementäre  Divisoren  der  Discriminante  D  be- 
deuten, die  selbst  Discriminantenform  haben,  und  in  w^elcher  auf  der  rechten  Seite 
nur,  um  auch  äußerlich  die  Symmetrie  in  Beziehung  auf  die  beiden  Divisoren  zu 

an  Stelle  von  i~)  gesetzt  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die  allgemeinere  be- 
merkenswerthe  Gleichung : 


h,k  a,bfC 


*)  Vgl.  Zusatz  101  am  Endo  des  Bandest  II 
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welche  für  Z)i  =  1  mit  der  Gleichung  ("iOf )  im  art.  VIII  identisch  ist,  und  welche  auch 
in  folgender  Form  dargestellt  werden  kann : 

wenn  man  die  Summation  hnks  nur  auf  alle  diejenigen  positiven  Zahlen  r^ ,  r^  er- 
streckt ,  die  zu  Q  oder  also  zum  Quotienten  -^  relativ  prim  sind ,  rechts  aber  auf  alle 
diejenigen  positiven  und  negativen  Zahlen  m,  n,  für  welche  die  Zahl  am^  -{-hmn  +  cn- 


D  D 
zu  -yj—  relativ  prim  wird. 


Aus  der  Gleichung  (U)  resultirt,  wenn  man  zum  Grenzwerth  o  =  0  übergeht 
und  von  den  im  art.  VIII  eingeführten  Bezeichmmgen  Gebrauch  macht,  die  Formel: 

(U«)  rH{D^Q')H{D,Q')  =  Hm  ^ (t)  2 CD ('^ '"' "^  ^ ""^  +  ^"')""'' 

und  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  kami  hier  gemäss  der  Gleichung  (^JJ")  im 
art.  VIII  nüttels  der  Classenanzahlen  und  Fundamentaleinheiten  für  die  Discrimi- 
nanten D^Q^  und  D^Q'  dargestellt  werden. 

In  dem  Falle,  wo  D  negativ  und  Q  =^  l  ist,  lässt  sich  nun  aber  der  Ausdruck 
auf  der  rechten  Seite  von  (11°)  mit  Hülfe  der  Gleichung  (H)  durch  ö -Functionen  dar- 
stellen. Man  erhält  alsdann  die  Gleichung: 

a,b,c  ^ 

in  welcher:  D^D,=  D  =  -  A 

imd  also  einer  der  beiden  Divisoren  Di  oder  D,  negativ  ist. 

Nimmt  man  nun  Dj  als  den  negativen,  also  Dg  als  den  positiven  Divisor  an, 
so  ist  gemäss  den  Gleichungen  (92)  im  art.  VIII : 


^^H{D,)H[D.^  =  A-(DOA'(I),)log  ^;-^^^ 


und  daher: 


m       z,z,.,A-(r.0.«g^^'^2(£^)i«g«o,  ^y^).'(o.  '-+^))- 
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Wegen  der  Voraussetzung  ^  =  1  sind  beide  Divisoren  Z),  und  Do  Fundamental- 
Discriminanten ;  man  kann  daher  von  den  Formeln  {'il^)  und  (^^j)  des  art.  VIII  Ge- 
brauch machen  und  erliäh  alsdann  die  Gleichung: 

i- = 1  1  * = 1 

a,b,c  ^  ' 

oder  wenn  man  den  Factor  /i  (A)  auf  der  linlven  Seite  von  (^°)  beibehält  und  von 
den  Logarithmen  zu  den  Grössen  selbst  übergeht : 

k  =  D.-l/  «kni\     \*/       V-C,/  ^  _    oAa) 


i  =  l 


Diese  Gleichung  liefert  eben  jene  höchst  interessanten  Beziehungen,  die  ich  in  meiner 
schon  oben  citirten  Mittheilung  vom  22.  Januar  1863^)  angegeben  habe,  nämlich  Be- 
ziehungen zwischen  Zahlenausdrücken,  die  aus  der  Theorie  der  Kreisfunctionen  und 
solchen,  die  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  stammen.  Sie  liefert  auch 
einen  zweiten  ganz  einfachen  Beweis  jener  Zerlegbarkeit  der  Gleichungen  für  die 
singulären  Moduln,  welche  ich  in  meiner  Mittheilung  vom  26.  Juni  18C2-)  ent- 
wickelt habe. 

Anknüpfend  an  jene  werthvollen  Andeutungen,  welche  DlrlcJilet  am  Schlüsse 
des  §  7  seiner  mehrerwähnten  classischen  Abhandlung^)  gegeben  hat*),  kann  man 
auf  die  Gleichung  (9JJ*)  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  noch  in  ganz  anderer 
Weise,  als  oben,  anwenden. 

Um  dies  darzulegen,  sollen  zuerst  die  Jacobi-Legendreschen  Zeichen  in  der 
Gleichung  (ä)i)  durch  die  6Wss'schen  Reihen  ausgedrückt  werden.  Für  den  Fall,  dass 


*)  Einige  weitere  Ausführungen  finden  sich  in  einem  von  Dirichlet  an  mich  gerichteten 
Briefe,  welcher  von  Hrn.  E.  Schering  in  den  Göttinger  Nachriclitcn  voröffeutliclit  wird."") 

•)  Bd.  ]V,  S.  225  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckcr's  Werken.  II 

-)  Bd.  IV,  S.  2ü7  dieser  .Ausgabe  von  L.  Kronecker'»  Werken.  II 

••")  Dirichlet,  Werl«,  Bd.  I,  S.  461.  H 

■')  Bd.  V  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneclccr's  \\'erken.  H 
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Do  irgend  eine  Fundamental-Discriniinante  ist,  lässt  sich  nämlich  i  " )  in  besonders 
eleganter  Weise,  wie  folgt,  darstellen*): 

Hier  bedeutet  r  irgend  eine  positive  Zahl,  mit  |  Z),  |  ist  in  Weierstrass' scher  Weise  der 
absolute  Werth  von  Dg  bezeichnet,  und  (VDo)  hat  die  im  art.  II  angegebene  und 
oben  durchweg  beibehaltene  Bedeutung,  wonach : 

(j/D„)  =  il/ö„,   für   /;„>() 
(VD^)=iyD„    für   D„<0 

ist.  Die  Summation  rechts  kann,  wenn  Do  ungiade  ist,  auch  auf  die  Zahlen  von  1  bis 
I  Do  I  erstreckt  werden ' ) . 

Mit  Hülfe  der  angegebenen  Darstellung  der  Legendre' sehen  Zeichen  ver- 
wandelt sich  die  Gleichung  (5Ji)  in  folgende: 

a.t'.c  '    7/1,  n 

in  welcher  für  a,  b,  c,  m,  n,  r^ ,  r^  dieselben  Summationsbedingungen  gelten  wie  in  der 
obigen  Gleichung  01),  während  die  Summation  in  Beziehung  auf  k^,  k.^  über^): 

/•i  =  1 ,  3,  5,  .  .  .  2   Dj !  —  1 :  A-,  =  1,  3,  5 2  |  D,  I  -  1 

zu  erstrecken  ist.  Die  beiden  Zahlen  Di  und  D.,  sind  nur  der  Bedmgung  unterworfen, 
dass  sie  beide  Fundameutal-Discriminanten-Form  haben  müssen,  und  dass  ihr  Pro- 
duct  der  Discriminante  6"  —  4cic  gleich  sein  muss.  Es  kann  dabei  auch,  me  aus- 
1 1  drücklich  hervorzuheben  ist,  Do  =  1  genommen  werden. 

Nimmt  man  jetzt  wieder  an,  dass: 

D  =  DjI),  <  0,  Dj  <  ü    and  Q-  =  ~^'  =  1 


1)  Vgl.  Zusatz  102  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

-)  Vgl.  Zusatz  103  am  Ende  dieses  Bande.«».  H 

h.  Kronecker'a  Werke  IV  49 
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sei,  so  ist  die  Siimmation  in  (3)i)  auf  alle  positiven  Zahlen  r^ ,  fg  sowie  auf  alle  (posi- 
tiven und  negativen)  Zahlen  m,  n  mit  alleinigem  Ausschluss  des  Systems  m  =  n  =  Q 
auszudehnen.  Wenn  man  nun  in  der  Gleichung  (3JJ)  die  Summationsbuchstaben 
ki ,  ko  beziehungsweise  durch  ^) : 

ersetzt  und  von  den  Relationen^) : 

Gebrauch  macht,  so  wird  ersichthch,  dass  die  Gleichimg  (9Ji)  bestehen  bleibt,  sobald 
man  auf  der  linken  Seite  im  Exponentialfactor  i  in  —  i  verwandelt,  aber  zugleich 
auch  den  ganzen  Ausdruck  links  mit  ~  1  multiplicirt.  AJdirt  man  nun  die  ursprüng- 
liche zu  der  so  veränderten  Gleichung  hinzu  und  berücksichtigt,  dass  bei  den  ge- 
machten Annahmen:  /i/7^\/t/tV\         •in/?ri 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2'((v)  +  (v))2'^(-'«^  +  ^--  +  -^^)' 

wegen  deren  Wichtigkeit  die  Bedeutung  aller  darin  vorkommenden  Bezeichnungen 
hier  noch  einmal  wiederholt  werden  soll : 

1.  Dj  und  D^  sind  beide  irgend  welche  Fundamental-Discriminanten,  also 
irgend  welche  Zahlen,  die  entweder  ungrade  oder  das  Vierfache  einer 
ungraden  Zahl  oder  das  Achtfache  einer  solchen  sind,  deren  ungrade 
Primfactoren  ferner  sämmtlich  von  einander  verschieden,  und  die  end- 
lich noch  der  Beschränkmig  unterworfen  sind,  dass  sie  =  1  (mod.  4) 
sein  müssen,  wenn  sie  ungrade  sind,  und  aber  =  —  4  (mod.  16),  wenn 
sie  nur  durch  4  und  nicht  durch  8  theilbar  sind. 

2.  Dl  ist  negativ  und  Dj  positiv,  und  es  ist  D  =  DiD^.  Für  Z)i  =  —  3  ist 
T  =  6,  für  Dl  =  —  4  ist  t  =  4,  für  D^  <  —  4  ist  t  =  2. 


•)  VgL  Zusatz  104  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  105  ;uu  Ende  dieses  Bandes.  H 
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3.  Für  Ä'i  sind  die  Zahlen  1,  3,  5,  .  .  .  —  2Di  —  1  zu  setzen,  für  ko  die  Zah- 
len 1,3,5,  .  .  .2D^—  V). 

4.  Für  j-j ,  j-g  sind  alle  positiven  Zahlen  zu  nehmen. 

5.  Für  (a,  b,  c)  sind  solche  Repräsentanten  aller  verschiedenen  Classen  von 
Formen  der  Discriminante  D  oder  Dj  D^  zu  nehmen,  in  denen  a  relativ 
prim  zu  D  ist. 

6.  Für  ?n,  n  sind  alle  Zahlen  von  —  oo  bis  +  oo  zu  setzen,  mit  alleinigem 
Ausschluss  des  Werthsystems  m  =  n  ==  0. 

Bedeutet  nmi,  wie  bei  Jacobi,  q  eine  reelle  oder  complexe  Grösse,  wofür 
Igl  <  1  ist,  so  kann  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  (^Stj): 

F{h)  =  (!-(-  1)")7^* 

setzen,  da  alsdann  die  Reihen  auf  beiden  Seiten  convergiren.  Man  erhält  somit  die 
specieUere  Gleichung: 

in  welcher  die  Summation  links  nur  auf  alle  positiven  ungraden  Zahlen  v^,  v^  und 

rechts  nur  auf  alle  diejenigen  Systeme  von  Zahlen  m,  n  auszudehnen  ist,  für  welche 

der  Werth  von :  »,7,2 

am'  -\-  bmn  +  cn 

ungrade  wird. 

Die  auf  Vj  und  V2  bezügliche  Summation  lässt  sich  mit  Hülfe  jener  Formel : 

&'(0)&  (S  +  Ti)  \n  x^v 

\(^)»(n)      =^^^i'      sm(ßi  +  vri)7i  0.,v  =  i,3,5,...), 

welche  ich  in  meiner  Mittheilung  vom  22.  December  1881  entwickelt  habe"),  voll- 
ständig ausführen.  i\Ian  gelaugt  auf  diese  Weise  ganz  unmittelbar  zu  der  Gleichung : 


*)  Vgl.  Zusatz  106  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Bd.  rV,  S.  315  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckw's,  AVerken.  H 

49* 
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in  welcher  die  Summation  liiiks  auf^): 

/£j  =  1,  3,  5,  .  .  .  —  Dj  —  1 ;     fc,  =  1,  3,  5,  .  .  .  D.,  —  1 , 
reclits  aber  auf  alle  diejenigen  positiven  und  negativen  Zahlen  m,  n  zu  erstrecken 
ist,  wofür  am^  +  hmn  +  c»^  ungerade  \räd.  Die  Function  «?i  ist  niit  der  hier  über- 
all mit  -d-  bezeichneten  Function  identisch,  wenn  in  dieser  wni  =  log  q  gesetzt 
wird ;  d^  ist  durch  die  Relation : 

^„(C)=-igV'"'^(f  +  2^1og5) 
definirt,  und  die  «? -Functionen  in  der  Formel  ($Ö)  sind  daher  durch  die  Gleichungen: 

^0  (0  =  2  (-  '^)''""  ^0'  2w  tn,     1%  (C)  =  q'  ^i-l)"  q"'  ^  "  sin  (2n  +  1)  !:n 

n  =  —  CO  71  =  —  00 

bestimmt. 

Die  zweifache  Summe  auf  der  Unken  Seite  der  Gleichung  (SB)  stellt  eine  in 
wesentücher  Hinsicht  verallgemeinerte  Gmiss'sche  Reihe  dar,  und  die  Wichtigkeit     I 
jener  in  der  citirten  Mittheilung  eingeführten  Function  zweier  Variabein : 

tritt  hier,  wo  sie  die  Stelle  des  sirnis  m  den  Gauss' sehen  Reihen  einnimmt,  besonders 
deutlich  hervor. 

Für  Z^a  =  1  reducirt  sich  die  zweifache  Summe  auf  eine  einfache  Gauss'sche 
Summe,  in  welcher  die  elhp tische  Function  sin  am  die  Stelle  des  sinus  einnimmt. 
Die  Formel  (SS)  geht  alsdann  in  eine  speciellere  über,  deren  Herleitung  DiricJilet 
schon  a.  a.  0.  im  §  7  seiner  Abhandlung^)  skizzirt,  und  welche  er  mir  in  fertiger  Ge- 
stalt für  den  Fall,  wo  — ^  D^  eine  Primzahl  von  der  Form  4«  -)-  3  ist,  im  Juli  1858 
brieflich  mitgetheilt  hat.*) 

Dividirt  man  die  Gleichung  (38)  durch  q  und  integrirt  dann  in  Beziehung  auf 
q  von  Null  an,  so  resultirt  rechts  eine  Reihe,  deren  Grenzwerth  für  5'  =  1  oben  sowohl 
durch  Kreisfunctionen,  als  auch  durch  elliptische  Functionen  mit  singulären  Moduln 

ausgedrückt  worden  ist.  Mit  ^~     multiplicirt,  wird  dieser  Grenzwerth  gleich  dem 


*)  Vergl.  die  obige  Anmerkimg  S.  384. 

')  Vgl.  Zusatz  107  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

»)  Lejeune-Dirichht,  Werke,  lid.  T,  S.  4G1.  H 
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Logaritliinuö  einer  Einheit  von  der  Form:  t  +  iiYD.,,  und  durch  einen  solchen  Werth 
findet  sich  also  schliesshch  das  von  0  bis  ]  erstreckte  Integral  jener  allgemeineren 
zweifachen  (raj^ss'schen  Reihe  ausgedrückt.') 

Nicht  bloss  diese  Ergebnisse  der  Gleichung  (ii>),  sondern  auch  die  übrigen 
in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Resultate  gehören  wohl  zu  den  merkwürdigsten 
von  allen,  die  bisher  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  abgeleitet  worden 
sind. 

XI. 

In  einem  jener  nicht  genug  zu  schätzenden  und  doch  wohl  nicht  genug  ge- 
kannten Jacobi'schen  Aufsätze  über  die  elliptischen  Functionen,  welche  eine  Haupt- 
zierde der  ersten  Bände  des  Journals  für  Mathematik  bilden,  findet  sich  eine  Recur- 
sionsformel  zur  Bestimmung  der  bei  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
auftretenden  Coefficienten,  welche,  me  es  a.  a.  0.  heisst,  die  allgemeine  Lösung  die- 
ses Transformationsproblems  in  gewissem  Sinne  vollständig  enthält,  und  zwar  in 
einer  von  den  früher  durch  Abel  imd  Jacobi  gegebenen  Lösungen  ganz  verschiedenen 
Weise.*)  Ich  habe  von  dieser  Recursionsformel  bei  meinen  Untersuchungen  über  die 
elliptischen  Functionen  mit  singulären  Moduln  vielfach  Gebrauch  gemacht  und  bin 
hierdurch  auf  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  erwähnten  Coefficienten  geführt  wor- 
den, welche  sich  dann  als  bestes  Fundament  für  die  arithmetische  Behandlung  der 
singulären  Moduln  mrd  der  zugehörigen  elHptischen  Functionen  selbst  erwies. 


*)  Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques.  Journal  für  Mathematik  Bd.  IV,  S.  185 
und  Jacobi's  gesammelte  Werke  Bd.  I,  S.  266.  Hierin  gibt  Jacobi  auch  die  vollständige  Auf- 
lösung der  Transformationsgleichmigen  durch  einen  Satz,  von  welchem  er  a.  a.  0.  sagt:  „Ce 
theoreme  est  jin  des  plus  importants,  trouves  jiisqu'ici  dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques. 
II  fournit  aussi  la  Solution  algebrique  et  generale  de  l'equation  du  degre  nyi,  de  laquelle  dipend  la  divi- 
sion  de  la  fonction  elUptique  en  ?i  parties,  comme  on  va  le  wir  dans  ce  qui  suit."  In  dem  Kiepert- 
schen  Auf satze  ,, Auflösung  der  Transformationsgleichungen  und  Division  der  elliptischen  Funk- 
tionen", welcher  im  76.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  (S.  34  ff.)  abgedruckt  ist,  wivi  die 
Jacobi' sehe  Auflösung  nicht  erwähnt;  doch  ist  diese  in  einem  Aufsatze  der  HH.  Frobey.ius  mid 
Stickelberger  im  88.  Bande  des  Journals  für  [Mathematik  ausdrückUch  angeführt.  Dass  viele  der 
Eesultate,  welche  sich  schon  in  jenen  -/acoirschen  Aufsätzen  finden,  von  Eisenstein  bei  seinen 
Arbeiten  über  elhptische  Fimktionen  unberücksichtigt  gebheben  sind,  hat  Jacobi  selbst  in  einer 
äusserst  kurzen  aber  sehr  inhaltreichen  Notiz  ,,über  einige,  die  elliptischen  Funktionen  betreffen- 
den Formeln"  im  30.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  angedeutet. 

'■)  Vgl.  Zusatz  108  am  Ende  des  Bandes.  H 
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§1- 
Setzt  man,  wie  es  Jacobi  a.  a.  O.  thut: 

X  =yx  sin  am  (w,  x) , 

so  ist,  gemäss  den  Jacobischen  Bezeichnungen,  der  Zusammenhang  zwischen  u  und  x 
sowohl  durch  die  Gleichung: 

/•  dx 

als  auch  durch  die  Gleichungen : 


X 


„   ,^      ,  ,     M  =  2iv|,     T'   —  &Jo,w),     Vx  —  „    ,        . 


gegeben,  wenn  die  Functionszeichen  {^o,  ^d  '^s,  ^3  die  übliche,  auch  in  den  vorher- 
gehenden Artikeln  entwickelte  Bedeutung  haben : 

^^(f,  w)  =  g*'^5"''"'  cos (271  +  1)  C^,     ü^iC,  w)  =  2f  cos  2nC7r, 

und  wenn  dabei  (/  =  e^"'  genommen  und  die  Summation  auf  alle  ganzzahligen 
Werthe  von  m  =  —  oo  bis  n  =  +  <x>  erstreckt  wird.  Führt  man  nun  noch,  wie  in 

dem  citirten  Jacoii'schen  Aufsatze,  die  Grösse  x  ^ an  Stelle  des  Moduls  x  selbst 

ein  und  setzt:*) 

sin  am  m  =  cos  am  u  A  am  u, 
so  stellt  sich  die  Beziehung  zwischen  den  drei  durch  die  Gleichungen: 

X  =  yx  sin  am(w,  x),     y  =  ]  x  sin  am(i',  x),     z  ^\  x  sin  am(w  +  v,  x) 
def inirten  Grössen  x,  y,  z  mittels  des  Additionstheorems  in  folgender  Form  dar : 


l^^  „  _  al  1-gy"  +>  +  y  Vi-qx''  +  x* 

1—12/" 


*)  Vergl.  moino  „Bemerkmigen  über  die  Multiplication  der  elliptischen  Funktionen". 
Sitzungsberichte  1883.i) 

')  Bd.  IV,  S.  327  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  \\'erken.  '     II 
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Hiernach  wird: 


/o\  ■■  ■  .■>  2i|'  1 QX    +  X 

(2)  ]  y.  siii  am  zu  — ~ — 1 

1  — X* 


(2)  sm  am  2  m  — ~~ — t ^^ — ^^—  > 

und,  wenn  man  jetzt  v  =  nit,  also  y  =  yx  sin  am  na  nimmt: 

(3)  Vy.smamhl  4-  '>)«  =  ^^(l  — J*)  K  l  — ga'^+ '^*-8'P'am7ttt  +  (l  — a:*f  )/sin'am2M 

Für  «  =  1  ward  demgemäss : 

yy.smamati  = r ^^ — -^ i , 

3x*— 4ea;*+6i*— 1 

und  ebenso  resultirt  für  jede  ungrade  Zahl  n  eine  Gleichung : 

in  welcher  »'=.-,  (n"  —  3)  ist,  und  in  welcher  die  ,,  (?r  —  1 )  Coefficienten  9'  „ 0  >  9'  „ ,  >  9^ „  ■"  •  •  • 
ganze  ganzzahlige  Functionen  von  q,  also ,, ganze  Grössen"  des  natürlichen  Rationaü- 
tätsbereichs(e)  und  folghch  auch  ganze  Grrössen  des  Rationalitätsbereichs  (9JJ)  sind. 

Setzt  man  dies  nämhch  für  eine  bestimmte  ungrade  Zahl  n  als  bewiesen  vor- 
aus, so  lässt  es  sich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (3)  für  die  Zahl  n,  +  2  erschliessen. 

Denn,  wenn  wieder  y=  yx sin amnu  genommen  wird,  so  ergiebt  sich  zu- 
vörderst mittels  der  Relation : 

.    I  1.1  dy 

Sin  amn«  =  —  sm  am«^, 
11  ax 

dass  der  im  Zähler  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  vorkommende  Ausdruck: 


VT^, 


,.2  I  ^* 


QX   -{-  X  ■  sm  am  n u 
in  der  Form:  ,  ,,,-  . 

also  als  rationale  Function  von  x  und  o  mit  ganzzahhgen  Coefficienten  dargestellt 
werden  kann.  Setzt  man  demgemäss : 

1  1  —  QX^  +  x'^  ■  siu  am  n  u  =  -q-, 
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WO  P,  Q  zwei  ganze  Grössen  des  Bereiches  (g,  x)  olme  gemeinsamen  Theiler  bedeuten, 
so  ist    .,  gleich  dem  Product: 

(1 -n;r+ 2:')  (1 -(?y-  + ?/') 
also,  gemäss  der  durch  die  Gleichung  (4)  vorausgesetzten  Darstellung  von  ?/  oder 
K^^sinamwif,  gleich  einem  Bruche  y^,  in  welchem  0  und  ^  ganze  ganzzahUge 
Functionen  von  x  und  q,  dabei  aber  so  beschaffen  sind,  dass  in  0  der  Coefficient  der 
höchsten  Potenz  von  x,  in  W  aber  das  von  x  unabhängige  Glied  gleich  Eins  ist.  Es 
muss  nun  offenbar  auch  in  jedem  der  irreductibeln  Factoren,  als  deren  Product  0  dar- 
gestellt werden  kaim*),  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  den  absoluten 
Werth  Eins  haben,  und  ebenso  muss  in  jedem  der  irreductibeln  Fartoren  von  W  das 

von  x  unabhängige  Ghed  gleich  +  1  sein.  Es  ist  aber,  da  durch  -,  der  Werth  von  ^ 

in  reducirter  Form  dargestellt  wird,  P  ein  Divisor  von  0  und  ebenso  Q  ein  Divisor 
von  W;  das  von  x  unabhängige  Ghed  in  Q  ist  daher  gleich  +  1. 

Ersetzt  man  nunmehr  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  das  Product: 


Kl  —  QX^  +  X*-  sin'amwM 
durch  „,  ferner  sin  am  2«  durch  seinen  in  der  Gleichung  (2)  enthaltenen  Werth 
und  y  durch  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (4),  so  resultirt  ein 
Bruch,  dessen  Nenner  N  durch  die  Gleichung : 

AT  =  (1  ^  x'Y(gH\  -  x')  -  4f-xHl  -  Qx'  +  x'))Q 

gegeben  werden,  wenn  /  den  Zähler  und  g  den  Nenner  des  Bruches  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (4)  bedeutet.  Da  nun  /,  y  und  Q  ganze  Grössen  des  Bereiches 
(n,  x)  sind  und  sowohl  g  als  Q  für  x  =  0  den  Werth  +  1  haben,  so  ist  auch  N  eine 
ganze  Grösse  des  Bereiches  (q,  x),  deren  von  x  unabhängiges  Glied  den  Werth  +  1 
hat.  Jeder  Divisor  von  N  muss  offenbar  eben  dieselbe  Eigenschaft  haben,  und  es 
ist  somit  Yy.  sin  am(«  +  2)u 

als  eine  Grösse  des  Rationalitätsbereiches  {q,  x)  erwiesen,  welche  in  der 
reducirten  Form  einen  Nenner  hat,  der  für  a;  =  0  den  Werth  +  1  annimmt. 


*)  Vergl.  meinen  Aufsatz  „DIeZerlegung  der  ganzen  Größen  eines  nalürliclien  Eatioiia- 
litätsbereiches  in  ihre  irreductibeln  Faktoren"  im  Journal  für  Mathematik  ßd.  94,  S.  ö44.i) 

')  Bd.  II,  S.  409  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronccker'&  ^Verken.  li 
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Da  ferner  dieser  Nenner,  wie  ich  in  meiner  ilittheilung  vom  Juni  1883')  ebenfalls 
auf  arithmetiscliem  Wege  nachgewiesen  habe,  in  Beziehung  auf  die  Variable  x  vom 
Grade  {n  +  2)"  —  1  ist  und  nur  Potenzen  derselben  mit  graden  Exponenten  enthält, 
so  kann  er  in  der  Form : 

dargestellt  w^erden,  in  welcher  die  Coefficienten  <P„^.20'7n  +  ii'  ■  •  ■  g^^Qze  Grössen  des 
Rationalitätsbereiches  (n)  sind. 

Bezeichnet  man  diese  ganze  Function  von  x  zur  Abkürzung  mit  g{x)  und 

setzt:  I  ,„xii    </  ^ 

y  X  sm  am  (ti  +  2)  m  =  (—  1 )  -         x' ;  -' , 

SO  wird : 

>  y.  ^m  am  (n  +2){u  +  iK)  =  -=-, =  (-  1) '  ^L > 

y  xsinam(n  +  2)  «  ■"IK^) 

WO  Ä  die  Bedeutung  wde  in  Jacobi's  Fundamenta : 


H\ 


/        2        1        2*2 

COS  V  -\-  y.  sm  v 


hat.  Andererseits  ist: 

1  '^^sin  am  {n  +  2)  («  +  ili')  =  (-  1)^*"^%  {{f) 

wenn:  ,  l  i 

y  =  y  y.  sin  am  (u  -\-  iK  )  =  -^ =  — 

\/xsmam.tt        ■"' 

genommen  wird.  Es  nmß  daher  die  Relation: 

g{x)        ^  ( W 


xKx) 


"KD 


bestehen,  aus  welcher  unmittelbar  hervorgeht,  dass : 

also:  2     ,  4     ,  ,         (jl  +  S)'-l 

sein  muss.  Die  hier  vorkommende  Constante  c  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung: 

^)  Bd.  IV,  S.  319  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  •  H 

L.  Kronecker's  Werke  IV  50 
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durch  den  Werth  x  =  1,  als  positive  oder  negative  Einheit;  es  wird  daher: 


,("+S)- 


c  ^  >c  sin  am  (n  +  2)  u  =  (-  1) ^(-T^.-X^ ^ör+^a-TTTT  ,  1   - 

WO  c  =  +1  ist.  Dass  aber  c  =  +  1  sein  inuss,  folgt,  wenn  man : 

u  =  K,     }c-  =  —  1    und  also    sin  am  m  =  1,     sin  am  {n  +  2)w  =  ( —  1)* 

nimmt,  und  es  ist  hiermit  der  Nachweis  der  Richtigkeit  der  Multiphcationsformel  (4) 
zu  Ende  geführt. 

§2. 
Gemäss  der  Multiphcationsformel  (4)  wird  die  Gleichung: 

r  ^  r  ' 

(r  =  0,I,2,...  l  (n=-3)) 

durch  die  w'Werthe:  _  ,     ,  4hli  +  2h'K'i\ 

X  =  ]  xsmam  |w  -| 1  (a.v  =  o,i,  .  n-i) 

befi'iedigt,  wenn  u  als  Function  von  X  durch  die  Gleichung: 

y xsm&va  nu  =  X 
bestimmt  wird.  Die  n^  Grössen: 

y  j<smam  («  H -^ )  (*,v+o,i,...n-i) 

sind  daher  ganze  algebraische,  dem  natürlichen  Bereiche  (g,  X)  entstammende  Grössen, 
und  zwar  mit  einander  conjugirt,  da  jede  Gleichung: 

F  (Yx  sin  am  u)  =  0, 

deren  Coefficienten  dem  Rationalitätsbereiche  {q,  yx  sin  am.  nu)  angehören,  offenbar 

bestehen  bleiben  muss,  wenn  darin  u  durch  irgend  einen  der  Werthe :  u  +  ~- — i 

ersetzt  wird. 

Nimmt  man  X  =  0,  so  geht  die  Gleichung  (5)  in  die  Gleichung: 

(6)  X"'  +2'9'„,>-'''^'    =  0  ('=0,1,2,...    '-(n-ä)) 
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über,  dereu  Coefficienten  q>^^^  ganze  Grössen  des  Rationalitätsbereichs  (g)  und  deren 

Wurzeln :  AhKA-o.h'K'i 

suiam ' (A,A'  =  o,i,.  n-i) 

n 

ganze  algebraische  dem  Bereiche  {q)  entstammende  Grössen  sind. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  stellt  eine  ganze  Grösse 
des  Bereichs  {q,  x)  dar,  welche  in  so  viel  Factoren  zerlegbar  ist,  als  n  Divisoren  hat. 

Um  dies  nachzuweisen,  sei  zuvörderst : 

^""    +  2'?'-^"'""    =^„(^)  (r  =  0,l.!,.,.   i   (n'-3)), 

r 

ferner  sei  e„,  gleich  Null,  wenn  m  irgend  einen  Primfactor  mehrfach  enthält,  sonst 
aber  gleich  +  1  oder  gleich  —  1,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Primfactoren  von  m 
grade  oder  ungi-ade  ist,  und  es  sei  Cj  =  1.  Endhch  sei  F„,{x)  definirt  durch  die 
Gleichung : 

(7)  logFJx)-^2e,Aog0/x), 

in  welcher  sich  die  Summation  auf  alle  mit  d,  d'  bezeichneten  positiven  complemen- 
tären  Divisoren  von  m  bezieht,  d.  h.  also  auf  alle  Zahlenpaare  d,  d',  für  welche 
dd'  =  m  ist.  Alsdann  ist: 

V   ,   \        m         ,        •  4:hK  +  2h'K'i\ 

wo  sich  die  3IultipHcation  nur  auf  diejenigen  Systeme  von  Zahlen  h,  ä'  =  0,  1,  .  .  . 
m  —  1  erstreckt,  welche  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  der  zugleich  Theiler 
von  m  ist.  Es  ist  daher  F^  (x)  eine  ganze  Function  von  .r,  in  welcher  der  Coefficient 
der  höchsten  Potenz  von  x  gleich  Eins  imd  jeder  der  übrigen  eine  ganze  algebraische 
dem  Bereich  (o)  entstammende  Grösse  ist.  .Andererseits  zeigt  aber  die  Gleichung: 

Fjx}  =  n{^A^)y'''' 

welche  aus  der  Definitionsgleichimg  (7)  hervorgeht,  dass  die  Coefficienten  von  F^  (x) 
rationale  Grössen  des  Bereichs  (o)  sein  müssen.  Es  muss  also  F^  {x)  eine  ganze  Grösse 
des  Bereichs  (o,  x)  sein. 

Man  kann  die  Grössen  e,  wie  ich  es  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren  in 


o^ 


meinen  Universitätsvorlesimgen  zu  thun  pflege,  durch  die  Gleichung: 


(8)  ^n- 


=  V 


S    n    '   =  1  (n=l,2, 3,.    .ininf.) 
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definii'en,  in  welcher  die  Variable  z  aber  nur  Werthe  annehmen  darf,  bei  denen  der 
reelle  Theil  grösser  als  Eins  ist.  Dann  ist  nämlich  offenbar : 


2v^--J7(i-p"^) 


(t!  =  l,2,3, ...  in  inf.). 


wenn  die  Multiplication  rechts  auf  alle  Primzahlen  p  erstreckt  wird,  und  also  in  der 
That:  1  .     n- 

wenn  m.  lauter  verschiedene  Primzahlen  enthält  und  v  deren  Anzahl  bedeutet,  aber: 

£    =U, 

wenn  m  irgend  eine  Primzahl  mehrmals  enthält.  Die  Gleichung  (8)  kann  in  der  Form: 

e^  (m7(,)~'  =  1  (m,  n  =  1,  2,  3, . . .  in  inf.) 


dargestellt  werden,  und  man  sieht  hieraus,  dass : 

(9)  ^t,  =  0 

ist,  wenn  die  Summation  auf  alle  Divisoren  d  irgend  einer  von  Eins  verschiedenen 
ganzen  Zahl  erstreckt  wird. 

Bedeuten  nun  /(«),  </(«)  irgend  welche  Functionen  der  Zahlen  n,  imd  wird 
die  Function  /*  (w)  durch  die  Gleichung : 

(10)  Mw)  =  V/(d)3(^')  „..=„, 

definirt,  in  welcher  die  Sumniation  rechts  auf  alle  Zahlenpaare  d,  d!  zu  erstrecken 
ist,  für  die  dd!  =  n  wird,  so  besteht  die  Relation : 

(11)  f(n)  =  ^e_,g{d)h{d')  «..'  =  »), 

d,d- 

unter  der  einzigen  Voraussetzung,  dass  für  je  zwei  Zahlen  m,  n  die  Bedingung: 

(12)  g{mn)  =  g{m)g{n) 

erfüllt  wird.  Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung  (11)  den  Werth  der  Function  h{d') 
aus  der  Gleichung  (10)  ein,  so  kommt: 

d,  dl,  rf. 
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also  vermöge  der  Bedingung  (12) : 


f(:n)=2'^9{ddOf{d.^ 


rf,d„rf, 

oder: 

(13)  f{n)=^f{l)g{m)'^e^  (/-.  =  n), 

I,  m  <l 

WO  sich  die  letzte  Summe  auf  alle  Divisoren  d  von  m  bezieht.  Diese  Summation  er- 
giebt  aber  vermöge  der  Gleichung  (9)  den  Werth Null,  sobald  w  >  1  ist,  und  den  Werth 
Eins  für  m  =  1.  Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13)  hat  also  in 
derThat  den  Werth /(m). 

Diebeiden,  nur  an  die  Bedingung:  gr(m»)  =  gr(m)^(«)  geknüpften,  correspon- 
direnden  Gleichungen : 

fin)=^ejid)h{d),     h(n)=='2f{d)g{d')  (..•  =  «) 

d.d'  a,a' 

enthalten  selbst  die  Gleichung  (9),  da  diese  resultirt,  weim : 

/(n.)  =  Ooder/(n)  =  1 
gesetzt  wird,  je  nachdem  n  >  1  oder  n  =  l  ist,  und  wenn  demnach,  wegen  der  zwei- 
ten der  beiden  Gleichungen,  g{n)  =  h{n)  genommen  wh-d.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
dass  wegen  der  Bedingimg  g{9nn)  =  g{m)g{n)  offenbar  g^(l)  =  1  sein  muss. 

Nimmt  man  jetzt: 

f{n)  =  log F_^{x),      g{n)  =  l,     ]i{n)  ^  \og0„{x), 

so  geht  die  Gleichimg  (11)  in  die  Gleichung  (7)  über,  und  die  Gleichung  (10)  in  fol- 
gende : 

(14)  log  0^  {x)  =  2  log  F^  (x)  iää-  =  r.)  ■ 

d 

es  ergiebt  sich  daher  die  Kelation : 

(15)  0^{x)=YIf^{x), 

d 

in  welcher  sich  die  ^lultiplication  auf  alle  Dixäsoren  d  von  n  bezieht. 

Die  Gleichung  (15)  enthält  die  Zerlegung  von  ^„(ic),  welche  nachgewiesen 
werden  sollte.  Bezeichnet  man  den  Grad  von  F^{x)  mit  f{d),  so  ist  offenbar: 


n-='^f{d)  iää'  =  n). 
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und  man  hat  also  in  der  Gleicliung  (10)  nur  g{7i)  =  1,  h{)t)  —  n^  zu  nehmen,  um  un- 
mittelbar mit  Hülfe  der  Gleichung  (11)  zu  erschliessen,  dass: 

oder  also :  „  ^-r  ,  i  v 

sein  muss,  wenn  die  Multiplieation  rechts  auf  alle  in  n  enthaltenen,  verschiedenen 
Primfactoren  f  erstreckt  wird. 

§3. 
Es  soll  nunmehr  dargethan  werden,  dass  i^,„  {x)  eine  irreductibh  Grösse  des 
Bereichs  (sc,  y  x)  ist. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  f[x,  Vx)  einen  Divisor  von  F^  {x),  welcher  dem 
Bereiche  i^x,  y xj  angehört  und  für  welchen: 

fiVx  sin  am  — ,  Vxj  =  0 

ist,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  eben  dieselbe  Gleichung  auch  bestehen  muss,  wenn  an 
Stelle  von  sin  am  irgend  eine  andere  Wurzel  der  Gleichung  F^  (x)  —  0,  d.  h.  also 
irgend  eine  der  elliptischen  Functionen : 

,/-    .            4hK-Jr2h'K'i 
Vx  sm  am 

■m 

gesetzt  wird,  für  welche  //  und  //  nicht  einen  und  denselben  Theiler  mit  m  gemein 
haben. 

Um  dies  zu  zeigen,  gehe  ich  von  der  Transformationsgleichung: 

(16)  ^(O')  =  C(V  7«^+"ö)  e>''-'''"'»9(C,w) 

aus,  in  welcher:  .      aw+ß     ^.  i 

W     =    '-r—  ,     Q     =      —-;    =   («  —  VW  )  L,  , 

und  C  eine  (von  C  und  w  iinabhängige)  Constante  ist,  während  «,  /3,  y,  b  ganze  Zahlen 
bedeuten,  welche  der  Bedingung  «'5    -  ßy  =  \  genügen.*)  Leitet  man  hieraus  eine 

*)  Vergl.  die  Formel  VIII  in  meiner  Mittheilunji;  vom  29.  Juli  ISSO*).   Vergl.  auch 
die  Transformationsformeln  im  Art.  II. 

')  Bd.  IV,  S.  287  dieser  ,\usgalie  von  L.  Kronecher'a  Werken.  H 
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zweite  Gleichung  ab,  indem  man  C  +  k{<^^  +  ß)  ^^^  Stelle  von  f  setzt,  und  dividirt 
man  alsdann  die  eine  Gleichung  durch  die  andere,  so  erhält  man  unter  Benutzung 
der  für  beliebige  ganze  Zahlen  r,  s  gültigen  Relation :  *) 

(16*)  ^(C  +  rw  +  «,«;)  =  e-<'"'"  +  '''  +  '*"'"'ö(C,M)) 

die  Transformationsgleichung : 

falls  ß  grade  und  also  a  ungrade  ist.  Nimmt  man  hier  C  =  i,  so  wird: 
also,  wenn  y  grade  ist : 

&,{Z'M)  i(._/i(.-2- '"-•') 

und  es  resultirt  daher  die  Gleichung : 

in  welcher  der  Ausdruck  rechts  gleich  yx  ist. 

Wählt  man  nun  die  Zahlen  a,  ß,y,d  gemäss  den  Bedingungen: 
a  =  l(mod.4),     j8  =  0  (mod.  8) ,     y  =  0{mod.2),     ad  —  ßy  =  1, 
so  bestehen  die  Relationen : 


(19) 


?„((a-y^')C.i.')        ^o(^^«')'     ^^(J,,.')         ^,(|,«,) 


Da  ferner,  wenn :  «  / 1      \ 


^oa-") 


*)  Diese  Eelation  ist  eine  unmittelbare  Folge  derjenigen,  welche  im  Art.  II  angegeben 
sind.  Aber  es  fehlt  dort  in  der  zweiten  Eeihe  der  Eelationen  das  Minuszeichen.  Man  hat  daher 
a.  a.  0.  auf  der  linken  Seite  —  ?9(C,  w)  an  Stelle  von  ß(C,  iv)  zu  setzen. 
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gesetzt  wii'd,  ,2     \ 

ist,  so  lässt  sich  die  obige  Gleichung: 

/(y'pcsinam  J,!'«)  =  0 
in  folgender  Weise  darstellen: 

Vermöge  der  Relationen  (19)  besteht  daher  die  Gleichung: 

\*„((a-r,.')J,«'')'*o ("2  '«'')/ 

welche,  wenn  man  w  an  Stelle  von  w  und,  wie  oben: 

77-1— ^=>'^'  "'=  K 

setzt,  in  folgende  übergeht: 

/l  (/p«smam ^^ ,  >  xl  =  0. 

Die  Gleichung:  ,_.        4hK  +  2k'K'i     -\      „ 

f\j  ;<sinara '^ ,  >  «j  =  0, 

deren  Gültigkeit  dargethan  werden  sollte,  ist  daher  erfüllt,  wenn  die  Zahlen  a,  y  den 
obigen  Bedingungen  gemäss  und  zugleich  so  bestimmt  werden,  dass : 

a^h,     2y  ^  —  h  (mod.  m) 
wird.  Eine  solche  Bestimmung  ist  nun  in  der  That  möglich,  denn  man  braucht  nur 
«^«tens:  a  =  h  +  rm 

zu  setzen,  und  die  Zahl  r  hierbei  so  zu  wählen,  dass  «  s£  1  (mod.  4)  wird.  Ist  dann  w, 

der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  «  und  m,  so  lässt  sich  die  Zahl  s  gemäss  der 

Congruenzbedingung:  „v 

ms  ^  w  4-  1    mod.       |, 
V  '"1/ 
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und  dann  t  so  bestimmen,  dass 

m  ( s  +  t  °  J  ^  //(mod.  4) 
wird.  Setzt  man  nunmehr: 

2y  =-//  +  ,»(.  +  «,;), 

so  ist  ß  ^  1  (mod.  4),  7  ^  0  (mod.  2)  und  die  beiden  Zahlen  «  und  y  sind  zu  einander 

prini,  da  erstens:  /  „  x 

iy  ^  1|  mod.       ) 
V         ™i/ 

ist,  und  da  zweitens  y  keinen  Theiler  mit  m^  gemein  haben  kann,  weil  ein  solcher 

Theiler  gleichzeitig  in  /;  und  h'  enthalten  sein  müsste  und  dies  der  Voraussetzung 

widerspricht,  dass  h  und  li  nicht  einen  und  denselben  Theiler  mit  m  gemein  haben 

sollen.  Da  die  Zalilen  a,  y  zu  einander  prim  sind,  lassen  sich  offenbar  Zahlen  h  so  be- 

stimmen,  dass :  8&y  =  -  1  (mod. «) 

wird,  vmd  weim  man  dann :  1  4-  ß  v 

a 

setzt,  so  sind  die  obigen  Bedingungen: 

a  =  l(mod.4),     /3  =  0(mod.8),     7  =  0(mod.2),     aö  —  ßy=\, 

a  =  h,     2y  ^  —  h  (mod.  m) 
sämmthch  erfüllt. 

§4. 
Die  im  vorigen  Paragraphen  enthaltene  Deduction  vereinfacht  sich  in  for- 
maler Hinsicht,  wenn  man  —  wie  ich  es  öfters  in  meinen  Universitätsvorlesimgen 

&  (C, tv) 
gethan  habe  —  für  den  Quotienten  s^nA- r  eine  besondere  Bezeichnung  einführt. 

Setzt  man  nämlich,  da  dieser  Quotient  eine  elliptische  Fimction  darstellt : 

so  wird  die  Beziehung  zu  den  Jacobi' sehen  Bezeichnungen  durch  folgende  Gleichun- 
gen ausgedrückt:  El(C,«^)         .         r,r--     N 

— 7^, —  -  =  sm  am  (4 /i  L,,f<), 

El        ,« 

>  X  =  El(-^  ,  w),     2K  =  71(^3(0,  2iv}Y,     2w  =  y. 

L.  Kronecker's  Werke  IV  51 


402  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

Für  diese  Function  E1(C,  w)  bestehen  die  Fundamentalgleichungen: 
(22)  El(C  +  2  .  «')  =  -  El  (C,  w),     El(C  +  2  «'.  w)  =  (El  (C,  tv))-\ 

und  es  ist  also  für  beliebige  ganze  Zahlen  m,  n : 
(22*)  El  (C  +  ?«  +  nw)  =  El (C,  w). 

Es  ist  ferner:  El(0,w)  =  0 

und:  ,,  ,     .  / — j— r 

Ma-(.+-,.),'..)=i/'^. 

wenn  yx,  wie  oben,  durch  die  Gleichung: 

definirt  wird.  Die  Grössen  q  und  93? ,  welche  im  §  1  an  Stelle  von  x  eingeführt  sind, 
bestimmen  sich  also  in  folgender  Weise : 

I (e  +  2)  =  9K  =  (ei(| (!+,«),  lw)y, 

und  bei  dieser  Bestimmung  von  q  gilt  die  Additionsformel  (1)  im  §  1 : 


X 

z  = 


yT-Qy-'+y^  +  yVl-QX^  +  x'' 


1  2     2 

1  — aj'^a/" 


weim  für  beliebige  Werthe  von  f  und  rj : 

x  =  E\{$,w),     y  =  El{rj,w),     2  =  El(|  +  r;,w) 
gesetzt  wird. 

Die  lineare  Transformation  der  elliptischen  Function  El(f,  w)  wird  gemäss 
den  im  §  3  enthaltenen  Entwickelungen  durch  die  Gleichung : 

(23)  E1(-4p^,  "^ii)  =  r^-^'-«'^-'El(C,  w) 

gegeben,  wenn  a,  ß,y,d  ganze  Zahlen  bedeuten,  von  denen  y  grade  und  für  welche 
ad  —  ßy  =  1  ist,  und  dieselbe  Gleichung  kann  auch  in  der  Form: 

(23-)  El((a  -  yiü')f,  w)  =  r  +  ''*-"''-'El(f ,  w) . 

dargestellt  werden,  wenn  darin  ^v'  =  --^^-^  genommen  wird. 
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Mit  Hülfe  der  hier  eingeführten  Bezeiclinungen  hissen  sich  die  Wurzehi  der 
Gleichling:  F„,{x)  =  0  durch  die  Grössen: 

T11  ih  +  h'w       \ 

ausdrücken,  wenn  darin  für  h,  li  alle  diejenigen  modulo  m  verschiedenen  Zahlenpaare 
genommen  werden,  die  nicht  einen  und  denselben  Factor  mit  m  gemein  haben.  Wenn 

bei  beliebigen  Werthen  von  w  versch\vindet,  so  muss  es  gemäss  jener  Transforma- 
tionsgleichung (23°)  auch  für: 

verschwinden,  falls : 

.a  +  2>-a,*-i  ^  1  und  «  -  yw  =  1  (mod.4) 

ist.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  Bedingungen : 

a  =  l,     ß  =  0.     y  =  0,     ^  =  1  (mod.4) 

erfüllt  sind.  Aber  diese  Bedingungen,  sowie  die  fernere: 

ab-  ßy^  1, 

legen  den  Zahlenpaaren  a,  y  keine  andere  Beschränkung  für  ihre  Weithe  vnoHiäo  m 
auf,  als  die,  dass  sie  mcht  einen  und  denselben  Theiler  mit  m  gemein  haben  dürfen. 
Es  werden  also  durch  die  verschiedenen  Grössen : 

El(«-^,i!,») 

alle  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  !'„  (x)  =  0  repraesentirt,  imd  diese  müssen 
daher  sämmtUch  auch  Wurzeln  jeder  Gleichung  f(x,  ]/;^ )  =  0  sein,  welche  die  eine 
Wurzel  El  (~,  u?j  enthält. 

§5- 
Die  Gleichung  F^{x)  =  0  enthält  genau  nur  diejenigen  Wurzeln: 

,/-  .          4:hK  +  2h'K'i        ,         „.  ih  +  h'w       \ 
I/?<sinam ^ oder    El    — ,  w), 

für  welche  h  und  h'  keinen  Divisor  von  n  als  gemeinsamen  Factor  haben,  und  welche 
daher  als  ..primitive  Wurzehi  der  Theilungsgleichung  0„  (x)  =  0"  bezeichnet  werden 

51* 
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können.  Diese  primitiven  Wurzeln  sind  sämmtlich  ganze  algebraische  Grössen  des 
Bereichs  (q)  oder  des  Bereichs  (4(ei(^  (1  +  m'),  v, w  U  j  und  zwar  mit  einander  con- 
jiujirte  Grössen,  da  Fn{x),  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  gezeigt 
worden,  in  dem  angegebenen  Bereiche  irreductibel  ist. 

Da  die  Gleichung  (5)  des  §  2  die  n^  Wurzeln : 

yxsma.mlu  -\ ' j  (/,,/,'  =  o, i,.  .«-i) 

hat,  so  ist  deren  Product  gleich  dem  Coefficienten  des  von  x  unabhängigen  Gliedes 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung.  Hiernach  wird : 

/o<\                      -,/"  ■                        /       i\i('>-i)7~Tn/"   •           /       I    4:hK-\-2h'K'i\ 
(24)  yxsmamnu  =  (—1)3^        1  lyxsmamiu  -\ ' j- 

A,  A' 

(A,  ;i'  =  (i,  1,. . .  71-1) 

Setzt  man  hierin  m  statt  n  und  alsdann  u  =        ,  wo  Z  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
erhält  man  die  für  beUebige  ungrade  Werthe  von  m  und  n  geltende  Gleichung : 
.-  .         JlmK 

11 

in  welcher  sich  die  Multiphcation  auf  alle  m^  Werthsysteme : 

h,h'  =  0,1,...  m  —  1 
mit  Ausnahme  des  Systems  h  =  h'  =  0  erstreckt. 

Alle  Factoren  des  Products  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  (25)  sind 

ganze  algebraische  dem  Bereiche  (q)  entstammende  Grössen;  der  Quotient  auf  der 

linken  Seite  ist  also  auch  eine  solche  ganze  algebraische  Grösse.  Ist  nun  m  prim  zu  n, 

und  bestimmt  man  eine  ungrade  Zahl  ni  gemäss  der  Congruenz:  mm'       1  (mod.  n) 

und  setzt:  Im  -    l',  so  wird:  l      l'ni  (mod.  n),  und  man  ersieht  also,  dass  auch  der 

(Quotient:  4;,^.^  ^u^ 

y  X  siii  am yx  sm  am 


r,^  oder 


n 


,-  .         4l'K      .     .         UmK 

T/xsinam l/xsinam 


eine  ganze  algebraische  dem  Bereiche  (q)  entstammende  Grösse  sein  muss.  Vermöge 
der  Voraussetzung,  dass  m  prim  zu  n  sei,  sind  die  beiden  Grössen  Yx  sin  am     - 
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lind  y  y.  sin  am    -- —  mit  einandfr  conjugirt,  und  andererseits  lässt  sich  für  je  zwei 

conjugirte  Grössen  yy.  sin  am  ^^  und  ]  x  sin  am  -J—  eine  Zahl  tn  so  bestimmen, 
dass  Äi  ^E  hm  (mod.  n)  ^^^^d.  Es  zeigt  sich  daher, 

dass    der     Quotient    je    zweier    conjiigirter    Grössen    yx  sin  am 
y  y.  sm  am  — —  eine  ganze  algebraische  dem  Bereiche  (g)  entstammende 
Einheit  ist;  oder,  was  damit  vollständig  übereinkommt,  dass  jede  der  mit 
einander  conjugirten  Grössen  }  x  sin  am  -^-^  sich  nur  durch  eine  ganze 
algebraische  Einheit  von  einer  derselben  unterscheidet. 


'o^ 


Ganz  ebenso  folgt  natürUch,  dass,  wenn  man  in  dem  Ausdruck : 

,,-  .  4hlK  +  2h'lK'i 

'  n 

für  l  der  Reihe  nach  alle  Zahlen  nimmt,  die  zu  n  relativ  prim  und  kleiner  als  n  sind, 
die  hierdurch  entstehenden  verschiedenen  Grössen*)  sich  sämmthch  nur  durch  Fac- 
toren  von  einander  unterscheiden,  welche  ganze  algebraische  dem  Bereiche  {q)  ent- 
stammende Einheiten  sind. 

Setzt  man  in  der  Formel  (24) : 

_  4gii  +  2g'Ä"t 
"  -  m 

so  resultirt  die  Gleichung : 

-  .         ignK  +  2g'nK'i 

Vxsinam— ^ — a.  a' 

ni 

WO  die  ]\Iultiplication  rechts  auf  alle  ?!"  Werthsysteme  h,  A'  =  0,  1,  ...»  —  1  mit 
Ausnahme  von  h  =  h'  =  0  zu.  erstrecken  ist.  Wenn  nun  n  prim  zu  m  ist,  so  stellen 
die  beiden  Ausdrücke  im  Zähler  imd  Nenner  auf  der  linken  Seite  conjugirte  algebra- 
ische Grössen  dar,  die  sich  also,  wie  soeben  gezeigt  worden  ist,  nur  durch  Einheiten 

*)  Wenn  h  und  h'  keinen  gemeinsamen  Theiler  mit  n  haben,  so  ist  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Größen  offenbar  q>(n),  diese  Zahl  in  derselben  Bedeutmig  genommen,  wie  im  art.  38 
von  Gauss  Disqq.  Arithm.i)  Je  zwei  der  (p{n)  Grössen  unterscheiden  sich  aber  nur  durch  das 
Vorzeichen  von  einander. 

1)  Gauss,  Werke,  Bd.  I,  S.  30.  H 


406  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

von  einander  unterscheiden.  Es  folgt  daher,  dass  das  Product  auf  der  rechten  Seite 
und  also  auch  jeder  der  Factoren  für  sich  eine  ganze  algebraische  Einheit  sein  muss. 
Jeder  dieser  Factoren  lässt  sich  in  der  Form : 

,/-  .  4lK  +  2l'K'i 

und  zwar  so  darstellen,  dass  der  Bruch  unter  dem  Zeichen  sin  am  in  der  reducirten 
Form  ist,  d.  h.  dass  l  und  l'  keinen  Divisor  von  r  als  gemeinsamen  Theiler  haben. 
Setzt  man  nun  voraus,  dass  auch  der  Bruch  -^ — '^^^ — '  in  der  reducirten  Form  ist, 

m 

d.h.  dass  g  und  g  keinen  Divisor  von  m  mit  einander  gemein  haben,  so  muss  offenbar 
für  jeden  Factor  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (26)  der  Nenner  r  sowohl  den 
Divisor  m  als  auch  irgend  einen  Divisor  von  n  als  Factor  enthalten.  Es  muss  also  r 
mindestens  zwei  verschiedene  Primfactoren  enthalten.  Geht  man  andererseits  von 
irgend  einem  reducirten  Bruche : 

UK  +  ^l'K'i 

r 

aus,  bei  welchem  der  Nenner  r  mindestens  zwei  verschiedene  Primfactoren  enthält, 
so  kann  dieser  stets  in  der  Form : 

4gg  +  Ig'K'i        4hK  +  2h'K'i 

m  11 

dargestellt  werden,  bei  welcher  m  und  n  zu  einander  relativ  prim  sind.  Das  hiermit 
erlangte  Resultat  lässt  sich  f olgendermaassen  formuliren : 

Jede  Grösse  V  x  sin  am  '  ^  — ^— ,  für  welche  der  Nenner  des  Bruches 
unter  dem  Zeichen  sin  am  (in  der  reducirten  Form)  mehr  als  eine  einzige 
Primzahl  enthält,  ist  eine  ganze  algebraische  tlem  Bereiche  (q)  entstam- 
mende Einheit. 

Da  ferner  der  absolute  Werth  des  von  x  unabhängigen  GHedes  in  F„{x) 
gleich  dem  absoluten  Werthe  des  Products : 

n,/     .          4hK  +  2h'K'i 
[/xsinam 

ist,  wenn  darin  die  Multiplication  auf  alle  diejenigen  Werthsysteme  h,  h'  =  0,  1,  .  . . 
n  —  1  erstreckt  wird,  bei  denen  h  und  h'  nicht  einen  Divisor  von  n  als  gemeinsamen 
Theiler  haben,  für  welche  also  der  Bruch  unter  dem  Zeichen  sin  am  in  der  redu- 
cirten Form  ist,  so  folgt, 
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dass  F„  (0)  =  +  1  sein  muss,  wenn  die  Zahl  n  mehr  als  eine  einzige  Prim- 
zahl enthält. 

Es  soll  nun  andererseits  gezeigt  werden,  dass  wenn  n  die  Potenz  einer  einzigen 
Primzahl  p  ist,  F„  (0)  =  +  P  ^"id  also  Vx  sin  am  — — *  niclit  algebraische  Ein- 
heit ist. 

Differentiirt  man  nämUch  die  Multiplicationsformel  (4)  des  §  1  nach  x  und 

setzt  dann  a;  =  0,  so  ergiebt  sich  (—1)'         n  als  Werth   des  C'oefficienten  «p^^. 
Es  ist  daher: 

4/iÄ'-(-2/i'A''i        ,       .xt'"-" 

n, 


/.p7l                                           TJt/      ■          4/iÄ'  +  2/i'A''i         ,       ., 
K^n  £jj  yxsmam =  (— 1) 

und  da  im  §  2 : 


(/:,h'  =  0,  I, ..  .  n  — 1,  atieeer  A  =  A'  =  0) 


;■ 

gesetzt  worden  und  ferner  gemäss  der  Gleichung  (15)  am  Schlüsse  desselben  Para- 

d 

ist,  weim  die  IMultiplication  auf  alle  Divisoren  d  von  «  erstreckt  wird,  so  ergiebt  sich, 

dass  (—  1) '  n,  als  Wert  von  (p„o,  zugleich  der  Werth  des  nach  x  genommenen 
Differentialquotienten  von  UF^{x)  für  x  =  0  ist.  Der  Factor  F^  (x)  dieses  Products 
ist  X  selbst;  der  Differentialquotient  von  UF^{x)  reducirt  sich  also  f  ür  x  =  0  auf  das 
Product  derjenigen  Factoren,  bei  denen  d  >  1  ist,  und  es  ergiebt  sich  daher  die 
Gleichung : 

(28)  27^,(0)  =  ±n, 

d 

wenn  die  Multiplication  auf  alle  von  Eins  verschiedenen  Divisoren  der  Zahl  n  er- 
streckt wird. 

Ist  n  gleich  einer  Primzahl  p,  so  ist  daher  F^{0)  =  +P-  Ist  ferner  n  =  2^*, 
-kommt:  F  (0)F  ,(0)  =  +  p^ 

und  es  muss  also,  dai'^(O)  =  +  p  ist,  auchi?'^,(0)  =  ±p  sein.  Ebenso  folgt,  dass 
allgemein : 

(29)  F(0)  =  ±  p 
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und  also: 

,__,                                                  T-J^/     .          'ihK  +  21t'K'i  , 

(30)  1  1  ypüsinam =  i  P 


/i.h' 


sein  miiss,  wenn  n  eine  Potenz  der  Primzahl  p  ist  und  die  Multiplication  nur  auf  alle 
diejenigen  Wer thsysteme:  ;    j,' __  n  i  1 

erstreckt  wird,  bei  denen  nicht  beide  Zahlen  h  und  Ii  durch  p  theilbar  sind. 

Ist  n  =  p^'f^'f"' .  .  .,  wo  p  ,  p^,  j)  ,  .  .  .  unter  einander  verschiedene  Prim- 
zahlen bedeuten,  so  ist  gemäss  der  Gleichung  (28) : 


J7^.(o) 


+      ai       n-,      a. 


Nun  haben  aber,  wie  die  Gleichung  (29)  zeigt,  alle  diejenigen  a^  Factoren  links  den 
Werth  4-  p  ,  bei  denen  d  die  Werthe  p  ,  p" ,  .  .  .  p"'  hat;  ebenso  haben  alle  diejenigen 
a„  Factoren  den  Werth  +  p^,  bei  denen  d  die  Werthe  p  ,pl,  .  .  .  pl"  hat  u.  s.  f.  Es 
wird  also  schon :  rrv  ia\       i     «.    «,   «. 

wenn  die  Multiphcation  links  nur  auf  alle  diejenigen  Divisoren  von  n  erstreckt  wird, 
welche  Primzahlpotenzen  sind.  Für  jeden  anderen  Divisor  (^muss  daher  i''^(0)  =4-1 
sein,  und  es  ergiebt  sich  also  hier  nochmals  das  schon  oben  abgeleitete  Resultat,  dass 
-^n  (0)  =  +  1  ist,  wenn  n  mehr  als  eine  einzige  Primzahl  enthält. 

§6. 

Da  sin  am  {v  -\   2K)  =  —  sin  am  v  und  also: 

sin  am  {K  +  v)  =  sin  am  {K  —  »)  =  sin  coam  v 
ist,    so  geht  die    Gleichung  (5)  des   §  2,    wenn    darin  u  =  K    und    demgemäss 
X  =  V X  sin  am  nu  =  {—  l)'        yx  gesetzt  wird,  in  folgende  über: 

(.=0,1,2,...    2  («'-3)) 

mit  den  »r  Wurzeln:  .,„  ,  „,,e', • 

«smcoam  — — (a,  *■  =  0,1,2,...  »-i). 

n 

Eine  dieser  Wmzeln,  nämlich  diejenige,  für  welche  h  =  h'  —  Q  ist,  hat  den  Werth 
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)  X,  und  je  zwei  von  den  übrigen: 

-/-    .                4hK  +  2h'K'i     -,/-    .                —  4/iK  — 2/i'A''i 
y^ismcoani ,  y;<sincoain  — — 

sind  einander  gleich.  Es  muss  also  eine  Gleichung  bestehen : 

r  r 

(r  =  0.1,2,...l-(n=-3)) 

in  welcher  W\x,yx)  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade   .^(?r—  1)  bedeutet. 

Der  erste  Coefficient,  d.  h.  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  !f  (x,  Yxj , 
ist  offenbar  =  +  1  ^"id  kann  also  gleich  +  1  angenommen  werden ;  der  letzte  Coeffi- 
cient, d.  h.  W(0,  Vxj,  hat  ebenfalls  den  Werth  +  1,  da  für  a;  =  0  der  Ausdruck  auf 
der  linken  Seite  der  Gleichung  (32)  gleich  —  ]/«  wird.  Es  ist  ferner: 

(33)  W{x,Ylc)  =Yl{x.-yy,  sin  coam  ^J""^-^"!^ 

(a  =  0,  l,...n—  1;  A'=  J,2,...i(n-  1)   und  V  =  0  ;  A  =  1,  2,  .  . .  4"  (»- 1)) 

und  also: 

ioA\                                           T~f  T  -    ■                ■ihK  +  2h'K'i  ,    , 

(o4)  II  }  y.  sin  coam =  +  1 » 

wenn  die  IMultiphcation  auf  die  angegebenen  .^  {ii'  —  1)  Werthsysteme  von  h,  h'  er- 
streckt wird. 

Die  2"  (»"  —  1)  verschiedenen  Grössen  yx  sin  coam  ^^ ^  sind,  als 

Wurzeln  der  Gleichung  (31),  sämmthch  ganze  algebraische  dem  Bereiche  {q)  entstam- 
mende Grössen,  da  erstens  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  der  bezeich- 
neten Gleichung  gleich  Eins  ist,  da  zweitens  die  Coefficienten  (p^^  ganze  rationale 
Grössen  des  Bereichs  (o)  sind,  und  da  endhch  1  y.  als  "Wurzel  der  Gleichung: 

eine  ganze  algebraische  dem  Bereiche  ((?)  entstammende  Grösse  ist. 

Die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x  in  ^{x,  yx)  sind  hier- 
nach ebenfalls  ganze  algebraische  dem  Bereiche  ((?)  entstammende  Grössen;  sie  sind 
aber  zugleich  rational  in  Yx,  denn  die  Coefficienten  von  ^-{x)  haben  offenbar  diese 

L  Kronecker's  Werke  IV  52 
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Eigenschaft  und  also  auch  die  Coefficienten  der  Derivirten :  ^F{x)W'  (x);  die  Func- 
tion W{x)  selbst  ist  aber  der  grösste  gemeinschafthche  Theiler  von  W'{x)  und 
W{x)W'{x),  und  die  Coefficienten  von  W{x)  gehören  daher  demselben  Rationalitäts- 
bereich an  wie  die  von  W'(x). 


Da  die  Coefficienten  von  Wi^x,]  xj,  wie  sich  gezeigt  hat,  ganze  algebraische 
Grössen  des  Gattungsbereichs  (p,  yxj  sind,  und  da  ferner  der  Coefficient  der  höchsten 
Potenz  von  x  ebenso  wie  der  von  x  unabhängige  Term  den  absoluten  Werth  Eins  hat, 

so  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  W[x,  Vh)  =  0,  nämhch  die  Grössen 
l/pisincoam— '^^"— — ,  sämmtlich  ganze  algebraische £'mÄei<en,  welche 
dem  Bereiche  {q)  entstammen. 

■T->        •  COS  am  u  •   ,  -1  *  1  1  •• 

Da  sm  coam  ii  =  -, ist,  so  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung 

A  am  M  '  '  o 

-,/       ■             4hK  +  2h'K'i 
y  y.  sm  am 

durch  s  bezeichnet : 


Y  X  sm  coam =  -;= 


mid  das  Product: 


yrr 


xs 


ja;   — ä: sin  coam iix .,  „  .  n,,r^,\ 

\                                             n           J\  .3            4thK  +  2h'K'i  1 

\  X  sm   coam / 

^,  n           / 

wird  daher  gleich:  r-,  ,    i\      .2 

1  -|-  S    ■ — QS 

Setzt  man  hierin  für  s'  die  ^{if  —  1)  verschiedenen  Werthe  von: 

.   2  4hK+2h'K'i 

;<sm  am 

n 

(/,  =  0,  1.  .  .  .  n  -  1;  ;i'=l,  S,...  -^(n-1)  und  h' =  0;  h  =  l,2 ,  .  .  .^{n  -  l'i) 

und  multipUcirt  alle  so  entstehenden  Ausdrücke  mit  einander,  so  resultirt  eine  ganze 

Function  von  x^,  deren  Coefficienten,  als  symmetrische  Functionen  der  ^  (n"  —  1) 

Werthe  von  s°,  d.  li.  also  der  rr  —  1  Wurzeln  der  Gleichung:      ^„{x)  =  0,  dem 

Rationalitätsbereiche  (e)  angehören.  Multiplicirt  man  diese  Function  von  x^  mit  dem 

Product:  |-y      .  4hK-Jr2h'K'i 

II  ?i;sm  coam , 
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dessen  Werth  gemäss  der  Gleichung  (34)  den  Werth  Eins  hat,  so  kann  dieselbe  durch 
dasProduct:  ,        ,-,      ,  ,-.     -   ,       i^         \      /      i       -\ 

dargestellt  werden,  welches  mit  !F„(a;^)  bezeichnet  werden  möge.  Wenn  nun  <?„(«), 
wie  oben,  das  Aggregat  x"''  +  ^cp^^x''"*'^  auf  der  linken  Seite  der  Gleichimg (32)  be- 

r 

deutet,  so  lässt  sich  eben  diese  Gleichung  folgendermaassen  ausdrücken: 

imd  es  zeigt  sich  dabei,  dass: 

ist.  Jenes  Product  f  „  (x^)  kann  demnach  auch  in  der  Form: 

dargestellt  werden,  bei  welcher  es  evident  wird,  dass  die  Coefficienten  von  ^„  (x^) 
in  Beziehung  auf  ]/  x  und  —=  symmetrisch  sind. 

Da  die  Coefficienten  jedes  einzelnen  der  vier  Factoren  von  W„{x'): 

^{±x,V^),x^'"-''w[±^,Vx) 

ganze  algebraische  Fimctionen  von  q  sind,  so  sind  die  Coefficienten  von  W„  {x")  selbst, 
welche  ja,  wie  oben  dargelegt  worden  ist,  dem  Rationalitätsbereiche  (o)  angehören, 
ganze  Grössen  eben  dieses  Bereichs.  Es  ist  daher 

das  mit  ^„{x^)  bezeichnete  Product: 

n/    ,            .   o             4hK  +  2h'K'i\  /  2  1  \ 

[x  -y.,m  coam ~ j  /  x ~ ihK  +  Wm  ] 

h,h'  \  X  sin' coam / 

eine  ganze  Grösse  des  Rationalitätsbereichs  {q,  x^). 

Die  von  Jacohi  mit  A  am  {u,  x)  bezeichnete  Grösse 

1  1  —  x^  5V0?  am  {u,  x) 
ist  für  ieden  der  Werthe:  ,,  e-  ,  m/r."- 

U   =^  ' (A,A  =0, 1,      .n-1) 

n 

.52* 
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offenbar  eine  ganze  algebraische  dem  Bereiche  (g)  entstammende  Grösse.  Für  das 
Product  aller  dieser  Grössen  besteht  die  Gleichung : 

(35)  UA^m''^'^  =  {l->r)>"-\ 

l,.h' 

welche  sich  bei  Anwendung  der  Relation : 

sin  coam  ( —  iu,  x  )  A  am  {u,  x)  —  1  {y:=^i-y}) 

unmittelbar  aus  der  Gleichung  (34)  ergiebt.  Nun  ist,  wenn  man  wie  oben 

1/      •  4/iÄ'  +  2VA''i 

ya  sm  am 

durch  s  bezeichnet: 

.    '         4hK  +  2h'K'i        i/i 2V    4 

sm  am =  Vi  —  gs    4-  s  ; 

es  ist  daher  gemäss  der  Gleichung  (2)  des  §  1 : 

.   f          ihK-[-2h'K'i          1  — s*,/-   .            ,^    AhK-{-%h'K'i 
sm  am =  —„ —  |/x  sm  am  2  • , 


und  folglich,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  unter  dem  Zeichen  sin  am  die  Zahl  2 
durch  die  Zahl  m  +  2  ersetzt  und  dann  die  Gleichung  (4)  des  §  1  anwendet: 

/Qß\                             •   '          4hK  +  2h'K'i         ,       ..!(''  +  »)       (l  — s^J*n  +  3(s) 
(ab)  sm  am =  ( —  1)'' 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  sin'  am  -^ — ~- ^  dem  Gattungsbereiche 

(e,s),  d.  h.  ,  4}iK-\-1VK'i\ 

\g,  yx  sm  am '— j, 

angehört ;  dieselbe  Grösse  ist  ferner,  als  Quadratwurzel  aus  1  —  gs'^  +  s*  offenbar 
eine  ganze  algebraische  Function  von  g ;  die  ^{n~  —  l)  verschiedenen  Grössen: 


.   '         4hK+2h'K'i 

sm  am 

n 

sind  also  ganze  algebraische  dem  Bereiche  (g)  entstammende  Grössen,  und  ihre  Qua- 
drate sind  Wurzeln  einer  Gleichung  des  Grades  ^  {n^  —  i),  deren  Coefficienten  ganze 
Grössen  des  Rationalitätsbereiches  {g)  sind.  Der  letzte  Coefficient  dieser  Gleichung, 
d.  h.  also  der  Werth  des  Products  der  -^{n^  —  1)  Wurzeln,  bestimmt  sich  mit  Hülfe 

der  Relation:  .  ,  .  ., 

sin  am  it  =  sin  coam  m  ZI  am  w 
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aus  den  Gleichungen  (34)  und  (35),  und  es  ergiebt  sich  dabei,  dass; 
(37)  ^  j[  sm  am ^~ =  +  (g^  —  4)'" 

(/i  =  0, 1,..    n-I;)l'=1.3, ..  .  J-  (n-1),  nnd  *'=  0  ;n  =  1.  2, .    .  -|- ("  -  D  ) 

ist.  Dieses  Resultat  soll  nun  zur  Ermittelung  der  Discriminante  von  ^„(x)  benutzt 
werden. 

Doch  möge  hier  noch  die  Bemerkung  Platz  finden,  dass  sämmthche  Grössen: 

,/-   .  \}iK-^}i'K'i       .   '         ihK-\-2h'K'i 

V/i  sin  am ,  sm  am (A,*'  =  o,i,...n-i) 

dem  Gattungsbereich:        ,      ,     .         -2/^;      _  .         2A'r 

\<2,y  y-  sin  am  ~ — ,  yx  sin  am  ^^'^ — j 

angehören,  da  V x  sin  am ^^^ '  sich  mittels  des  Additionstheorems  als  ratio- 
nale Fvmction  der  fünf  Grössen : 

^r-   .           2A'      /-    .           2Ä'i      .   f        2K      .   f         2K'i 
o ,  yy.  sm  am  — ,  yy.  sm  am  .  sm  am  —  ,  sm  am 

darstellen  lässt,  von  denen  die  letzten  beiden  wiederum  gemäss  der  obigen  Gleichung 
(36)  als  rationale  Functionen  der  ersten  drei  Grössen  ausdrückbar  sind. 


Hieraus  folgt  ferner,  dass  die  n^  Grössen : 
Yx  sin  am  (u  -f 


! I  (/,,/.'  =  0,  l,...n-l), 

11  / 

welche  gemäss  §  2  ganze  algebraische  dem  Bereiche  (o,  I  x  sin  am  nu)  entstam- 
mende Grössen  sind,  sämmtüch  dem  Gattungsbereiche: 

(o,  sm  am  u,yx  smam«,  \  x  smam  — ,  y;<smam  - — I 
angehören,  werm  ii,  wie  im  §  2,  eine  imbestimmte  Variable  bedeutet. 

§7. 
Setzt  man,  wie  oben  (§  2) : 

^'■>29'--^''^'   =   ^.(^)  (r=0..,2....-L(.-S)), 

r 

so  ist  gemäss  der  a.  a.  0  entwickelten  Gleichung  (5) 

(5*)  0„(a;)  =  (-ir'"-\"^X0  Q 


414  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

^r:                                         -  .                                                I          4gK-\-2g'K'i\ 
A  =  yx  sin  am  nu ,  x  =  yx  sm  am  \u  -\ — ■ — 1  • 

(j;,9'  =  0,  1,...  n-l) 

Differentiirt  man  die  Gleichung  (5*)  nach  u  und  setzt  dann  u  =  0,  so  kommt: 
<P(a;)smam-2 — ! — ^ =  (— 1)^         nx    (P  (    ) 


für: 


X  =  "|/?7si 


smam 


4flrÄ  +  Ig'K'i 


wenn  mit  ^^(a;)  die  Ableitung  von  <^„(ic)  bezeichnet  wird.  Da  nun: 
a;    0^^  (  —  1  =  ^  I  (1  —  X  Pfsm  am j 

(/i  =  0,I,  ...  Ji-1;  Ä'=l,2,...i-(n-l)  und  A'  =  0;  /i  =  l,2,...  1  ("-1)) 

ist,  so  zeigt  sich,  dass  der  Werth  des  Products: 

n/.            s    .   2          igK  +  ^g'K'i    .   2         4hK+2h'K'i\ 
n  (1  --  X  sm  am  -^ '-^ sm  am ~ 1 

(/i=0,  1,...H-1;  //=  1,2,....!  (71-11  un<i/,'  =  0;  /i  =  l,2,.,.  -J  (n-  1)) 

mit  dem  Werthe  des  Ausdrucks : 

.   /         4gKi-2g'K'i  ^>   /  /-    .  4gK  +  2g'K'i\ 

Sin  am    "^ — — 9     Vj^sinam-'^ ' — 

n  "  \  n  } 

genau  übereinstimmt.  Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  für  g,  g  der  Reihe  nach  die 

n^  Werthsysteme :  '      ^  . 

g,g  =0,\,  .  .  .n  ~\ 

und  multiplicirt  alle  auf  diese  Weise  entstehenden  Grössen  mit  einander,  so  erhält 
man  die  Discriminante  von  <?>„(*),  mulitplicirt  mit  dem  Product: 

"..    :         4gK  +  2g'K'i 

sm  am ■ — 

n 

welches  gemäss  der  Gleichung  (37)  den  Werth:  {(f  —  4)*  "       hat.  Es  ist  daher: 
(88) 


//smam-^ '—— (g,9-  =  o,i,...n-i). 


>  („. 


{Q'~4y'"'-''D{0Jx)) 


n  n  f^           2-2        4gK  +  2g'K'i   .   a         4hK  +  2h'K'i\ 
L  1  1  L  \         **  »111^™     —  — sin  am 1, 

y,(r'       h,h' 
1  =  0, 1....  71-1;  A'=l,2,...  '    (71-1)  und  // = 

wenn  D(0„  (x)^  die  Discriminante  von  0„  (x)  bedeutet. 


=  n 

(c,»'  =  0,I,...n-l;  *.-=  0,1... .71-1;  A'=l,2,...  '    (71-1)  und  li'  =  0;  /i=l,2,...  J  (n-l)) 
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Behufs  Ermittelung  des  Werthes  des  Doppelproducts  auf  der  recliten  Seite 
der  Gleichung  (38)  gehe  ich  von  jener  Fundamentalgleichung  für  die  0-Function  aus: 

1  2-2  •     "  d(u-{-v)0(u U)  /o/rv\\2 

1  —  X  siir  am  u  sin"  am  v  =  ^—r—^^--^~  (ö(0))", 

welche  Jacohi  im  §  53  der  Fundamental)  abgeleitet  hat.  Da  die  Beziehung  zwischen 
dieser  ö -Function  und  der  hier  mit  i?o  bezeichneten  Function  durch  die  Gleichungen : 

e(2Z0  =  t?,(a,    y^"  =  ^3(0) 


ausgedrückt  wird,  so  kann  jene  Fundamentalgleichimg  in  der  Form: 


1  -  .^sin^am2K|sin^am2Z^  =  "^^^^„^^  (W)^ 


(v=  1,3, 5,.. .  in  inf.) 


dargestellt  werden.  Es  ist  ferner:*) 
und  also: 

n»o{V  +  eS)  J-T  (j  _  ^.,.„,^4  =    TT  (1  _  g(v..  +  ä.|  +  s.,,..)_ 
(*o(0))'       \^  tA 

{f,s'  =  — 1, +  1;  v  =  l,3,5, ..  .  in  inf.) 

Nun  sollen  in  das  Product  auf  der  rechten  Seite  für  r^  die  ^{n^  —  1)  Werthe 

2fc-|-?t'lO  /a  =  0,1;...ii-1;  A=l.i,...  J-(ji-l)\ 

n  \      nnd/i'  =  0;A  =  l,2,...-l-("-l)      / 

gesetzt  und  alsdann  alle  auf  diese  Weise  entstehenden  Producte  mit  einander  multi- 
phcirt  werden.  Dabei  ^^^rd  zuvörderst: 

l,  =  n-l/  I  .     „  ,2;.  +  7,'itA       .\ 

7T(i  _gr'°+"-''+"~^^r'j^i_g((-+2.''.')"+ä-,=)-^*_ 


folgUch : 


7~T   ('i    i(vn  +  ii'h-)w  +  ifni)ni\    _     I    I  H    ^(ru:  +  Stni)ni\ 


f,t',Ä' 


(t,«'=-l,-M;  *'  =  1,2,...  l  (i-ü)       (f  =  -l,+  l;  r  =  (i-l)n  +  l,(v-l)n  +  3,...(. +l)n-l) 


*)  Vergl.  Art.  I,  S.  347,  wo  schon  die  Productentwickelung  von  i?(C,  w)  angegeben  ist. 
')  Jacobi,  Werke,  Bil.  I,  S.  204.  H 
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und  da  dann,  wenn  v  alle  positiven  ungraden  Wertlie  durchläuft,  die  Zahl  r  alle  posi- 
tiven ungraden  Werthe  mit  Ausnahme  derjenigen  erhält,  welche  durch  n  theilbar 
sind,  so  resultirt  die  Gleichung: 

(40)  U  ( 1  -  ^•■'--^'^-■""■)'"A  _  rj  i^::^^::Ti. 

(f.f'=-l,  +  l;  A  =  0,  l,...n-l;  A  =  1,2, ..  .-I-Cn  -  1);'' =  1,3,5,. ..  in  inf.) 

Hiermit  ist  die  MultipUcation  in  Beziehung  auf  die  Werthsysteme : 
(/i  =  0,1,  ...»,-];//  =  1,2,...  ^(n-1)) 

erstreckt,  und  es  ist  nun  noch  h'  =  0,h  =  1,2,  .  .  .  .,  (n  —  1)  zu  nehmen,  also  das 
Product:  r  /        *■*       \ 

zu  bilden,  dessen  Werth  offenbar  mit  dem  des  Products : 


1  „g(»'u.  +  2«l)ai 


(t  =  — 1,  +  1;  v  =  1,3,, *!,...  in  inf.) 


übereinstimmt.  Wird  dieses  Product  mit  demjenigen  multiphcirt,  welches  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (40)  steht,  so  kommt : 

:,  (.■u.  +  2f,-)ni  (f  =  -l,+  l;.'  =  l,3,ri,...ininf.), 

und  der  Werth  dieses  #- Quotienten  stimmt  also  mit  dem  des  Products  aller  der- 
jenigen .-,  {ti^  —  1)  Ausdrücke: 

YJ{\    ^e"''"  +  '**+'''''"")  U.,'  =  -l,  +  l:,=.,3,5,    ..inluf.) 


überein,  welche  resultiren,  wenn  hierin : 

2h  4-  h'w  /  für /i  =  ü,  r,...7!-i;  A'  =  i,ä,  ...-Jrln-i)  "^<i\ 

«  \^fUr/i'  =  0;Ä  =  l,2,...  J  (n-l)  / 

gesetzt  wird.  Diese  Ausdrücke  bilden  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (39);  es  ergiebt 
sich  daher  das  Resultat: 

(41)      -[jMs, + '^''^ni^--r-'={&.(o}f-'-X^S- 

((=  -  1,  +  1;A  =  0,  l,..7i-l  •,/!'=  1,2, ...  ^  («-!)  und  4' ^  0;  A  =  1,  2, . .  .  1  ("-!)) 
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imd  hieraus  geht,  wenn  ^  =  0  genommen  wird,  die  speciellere  Relation : 

(42)  TT^of '4 -1f7(i  -e--r-' = (^„(0))« '"'-^^ 

liervor,  in  welcher  die  MultipUcation  links  auf  dieselben  Werthe  von  h,  U  wie  oben 
auszudehnen  ist. 

Nunmehr  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (39)  mit  Hülfe  der  beiden 
Eelationen  (41)  und  (42),  dass  die  Gleichung: 

(43)  j  j(l-;<smam2E:|3mam \ )  =  (^  o     ^    .    «  (^'=0.1,  ..»-.) 

A,  A'  0  0 

besteht,  welche  ich  schon  in  memer  Mittheilung  vom  19.  Juli  1875  entwickelt  habe.*) 
Setzt  man  darin  für  |  die  „  ('*"  —  1)  Werthe: 

2g  +  g'W  /9  =  0,l,...r,-l;9'=l,S,..-  ^(«-i)\ 

n  \       undj('  =  0;i)  =  l,S,...-J-{n-l)       / 

und  multiplicirt  die  hierdurch  entstehenden  Ausdrücke  auf  der  einen  wie  auf  der 
anderen  Seite  der  Gleichung,  so  zeigt  sich,  dass  der  Wert,h  des  Products : 

,,,,  TT/,  4gÄ:  +  23'A''i    .  4;jA'  +  2ft'A''i\ 

(44)  ^  J  M        K  äin  am   " — -~^ sin  am    -  -— j 

(/i,/.'  =  0,  I,..  .>i-l;s  =  0,  1,...  n  -1;/=1,2,  ...  J  (n-1)  and;/'  =  0;  5=  1,  S,  ...  -5- ("  —  ')) 

mit  demjenigen  des  Products: 

übereinstimmt.  Da  für  jede  ganze  Zahl  /: 

(45)  ^JC  +  rw)  =  (-  l)'-e-<'- '•'^"-"^^„C) 
ist,  so  ergiebt  die  MultipUcation  der  Factoren : 

als  Resultat:  -.Mf^r.vr' 

+e  ^  (,  =  i,i,...  •(-i-d) 

*)  Monatsbericht  von  1875  S.  507.i) 

•)  Bd.  rV,  S.  271  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker  %  Werken.  H 

L.  Kronecker'a  Werke  IV  63 
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oder:  i  ,, , 

7(2  In* 


«^  (n^  —  1)  IV  7t  i 


Es  wird  ferner  gemäss  der  Gleichung  (42) : 

und  der  Werth  des  Products  (44)  ist  daher  gleich : 

WTti  \ 

Da  endHch  nach  §  36  von  Jacobi's  Fundamental)  die  Relation: 

wni  1 

(46)  «     ''  n^^  -  ^' """')  =  (16  (e'  -  4)f 


(v  =  l,8,  5,    . .  ininf.) 


e         I  I  [i  — e    "n  (.  =  1,3,5,  .in  inf.). 


besteht,  und  da  ferner  jeder  Factor  des  Products  (44)  bei  Ausdehnung  der  Multiph- 
cation  auf  alle  Werthe  g,  g'  =  0,  l,  .  .  .  n  —  1  offenbar  zweimal  genommen  wird,  so 
ergiebt  sich  die  Gleichung:  f 

n2(B'  — I) 

(^')         11  V  ~  >^g"^am         \ sin  am ^- j  =  (lG(ß    -  4)) 


g,g',h,h' 

(<;,»', ;■,;/  =  0,1, .  ..71-1) 


und  die  Discriminante  von  <?„  (x)  bestimmt  sich  daher  in  folgender  Weise: 

JiM""-!)  (n'-l)()i'-3) 

(48)  D  ( 0,,  (.1))  --^  2  "  ^~  (e^  ^4) 


V2  71^ 

n 


Wird  <!>„  {x)  =  x  ■  ^„  (x^)  gesetzt  und  die  Ableitung  von  0„  {y)  mit  <?'„(«/)  be- 
zeichnet, so  ist:  ^'  ,  .      ^  2;^'  /  2\  ,     A  /  2\ 

flN/  7i^''  71^' 

""^  "^^'=      D(0/.))=2-'0JO)(l)(0J,)))^7J.sin^un^-''i^^'^\ 

(A,A'=:0, 1, . . .  ?i  -  1  ausser  ä  =A'  =  u), 

wenn  D(0„{y))  die  Discriminante  von  0„{y)  bedeutet.  Hiernach  ist: 

D{0Jx))  =  2"'~'n'{D{0Jy))f 
und  folglich  gemäss  der  Gleichung  (48) : 

(49)  />K(^))  =  ±  "■^'""'  (I6(e=  -  4))"^"^^"". 


1)  JarobJ,  Werlve,  lid.  I,  S.  146,  Form.  (1).  H 
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Dieses  Resultat  stimmt  mit  demjenigen  überein,  -welches  ich  in  meiner  Mittheilung 
vom  15.  Juli  1875*)  entwickelt  habe.  Dort  ist  nämlich: 

als  der  Werth  des  Products  der  sämmthchen  j(w"—  1  )(>*-"  —  3)  Differenzen  der 

-h(«^  —  1)  Grössen:                        .2      2hK  +  2h'K'i  /*=o;v=i,s,  ..i(«-i)nnd        \ 

2  ^  '  X  sm  am (  ...vi  \ 

n  \A=  1,2, ...  J  (n-l);  A'=ü,  l,...n-l/ 

angegeben.  Dieses  Differenzenproduct  ist  aber,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  nichts 
anderes  als  die  mit  D(0„  {y)j  bezeichnete  Discriminante  von  0„  {y),  und  es  ist  ferner 
Ay.-~   =]/l6(o^-4). 

§8. 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Formebi  köimen  zur  Er- 
mittelung des  Werthes  des  Products : 

n/,               .           4gK  +  2g'K'i    .           ihK  +  -2h'K'i\       " 
n  —  y.  %m.  am 2 sm  am 1 

((?,  5'  =  0, 1,..  .m-1;  A, /<'  =  0, 1,.  ..n-1) 

benutzt  werden,  wenn  m  und  n  ungrade  und  zu  einander  relativ  prim  sind.  Wird 
dieses  Product  nämlich  zur  Abkürzung  mit  P„  ,  bezeichnet,  so  ist  zuvörderst  gemäss 
der  Formel  (43) : 

oder:  /      /^ng -\- ng' w\\^ 

wenn  die  Multiplication  aiif  die  Werthe : 

g  =  i),\....m  —  \;     j'  =  1,  2,  .  . .  ^  (m  —  1) 

und  ^'  =  0;    g  =  \,  2, . . .  ^  (ot  —  1) 

*)  Monatsbericht  vom  Juli  1875.1) 

»)  Bd.  W,  S.  272  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecler's  Werken.  H 
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erstreckt  wird.  Das  erste  Product  auf  der  rechten  Seite  liat  nun  gemäss  der  Formel 
(42)  den  Werth :  -w—r,  ,  .<,,  ,   ,,, ,   ,, 

I    I  (1    —  e  )  (v  =  l,3,5,...iumf.), 

und  das  zweite  kann,  da  &o{C)  =  ''o(f  +  1)  luid  *^o(C)  =  ^o{--  ?)  ist)  auf  die  Form 
gebracht  werden:  (g±nhw\ 

Gemäss  der  Formel  (45)  besteht  aber  die  Relation : 

wenn  —  =  r  +  -"-  und  ~  der  absolut  kleinste  Rest  von  ^—  ist.  Es  wird  daher : 


/2o+24'to  \ 

—  =  r  +   -  und  ~  der  absolut  kleinste  Rest  von  ^— 

m  m  in  m 

X  X      .    /<7  +  hv)\  ^ 


IX  ,ff  +  W    -^  ,..,..-..±..±V..±|(«-.)), 


wo  die  Summation  im  Exponenten  auf  alle  Werthe: 

g  =  0,  4  1,  +2,  ...  +  1(^-1) 
und  auf  die  Werthe  von  /  und  '/  zu  erstrecken  ist,  welche  sich  aus  den  Bedingungen: 

ergeben.  Da  nun : 


';^  =  r  +  J;;,/,  =  o,  +  i,  +  2,...  +  ^(«.-i) 


(~— \-  rw]r  =    "    +-)«'—       -)  w 

\        in  I  m  \m  I  \  m  / 

ist,  erhält  man  als  Resultat  der  bezeichneten  Summation  den  Werth : 

wm  /     „ wvi  >     .,    oder    w /,'« 

oder  also:  /  2     ,w  2     ,\ 

\m—X)  [n  —  1) 

12  '  • 

Demnach  wird: 

(mi-l)Cn'-l) 
P  =e  "  /    /  '^    ~~  "       ^  (.•=l,S,6,..ininf.), 
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und  mit  Hülfe  der  Relation  (46)  ergiebt  sich  hieraus  die  der  obigen  Gleichung  (47) 
analoge  Formel: 

(n.'-l)(n'-t) 

loO)      £1    ( 1  —  Pi  sin  am -^ —^ sinam 1  =  (16(o   —  4)j  , 

9,9",  >•,>'' 

(9,g'=0,  I,..  .  ni-l-,/<,4'=0,  t,...n-l) 

in  welcher  m,  n  zwei  ungrade  Zahlen  ohne  gemeinschaftUchen  Theiler  bedeuten. 
Denkt  man  sich  mit  Hülfe  der  MultipUcationsformel  (4)  die  Grösse : 

,/-  .  4hmK-r-2h'mK'i 

Vx  sm  am ■ 

'  n 

als  rationale  Function  von :  'ihK  +  lh'K'i 

yy.  sin  am — 

dargestellt,  so  erscheint  als  Nenner: 

x"^,X\)    oder    J7(l_,r>/;.sinam^-^^?^^)       (.,.=o,>....„.-i,, 

9,^ 

wenn  darin  x  =  y  x  sin  am  — — — ^ — ^  gesetzt  wird.  Die  oben  entwickelte  Formel 
(50)  zeigt  daher,  dass  die  Grösse: 

(m'-l)(n^-l) 

(16(o'^— 4))  y;<smam 

sich  als  ganze  ganzzahlige  Function  von : 

Vx  sm  am und    q 

darstellen  lässt. 

§9- 
Der  oben  mit  F„  (x)  bezeichnete  irreductible  Factor  von  <P„  (x)  wird  durch  die 

Gleichung:  j-j,  4hK  +  2h'K'i\ 

^«(■r)  =lJ[lx—yxsma,m j 

"der:  i- ,.,  _  rT/.       i.,/»  +  »'" 


F.W=n(x-Elf-±^V»)) 


definii-t,  wenn  die  Multiplication  rechts  nur  auf  diejenigen  Werthsysteme 
h,h'  =  0,1,  ..  .n  —  l  erstreckt  \vird,  für  welche  h  und  h'  keinen  Divisor  von  n  als 
gemeinschaftUchen  Theiler  haben.  Da  die  Gleichung  F„  {x)  =  0,  wie  schon  im  An- 
fange des  §  5  bemerkt  worden,  nur  die  frimiticen  Wurzeln  der  Theilungsgleichung 
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<P„  (x)  —  0  entliält,  so  kann  F„  (x)  selbst  auch  als  „der  prinülive  Factor  von  ^^„(a;)" 
bezeichnet  werden.  Der  Grad  von  F„  {x)  ist  nach  §  2  gleich : 


-■no-i) 


p 

wenn  die  Multiplication  auf  alle  in  n  enthaltenen  verschiedenen  Primfactoren  f  aus- 
gedehnt wird.  Dieselbe  Zahl  ist  es  also,  welche  die  Ordnung  der  ganzen  algebraischen 
dena  Bereiche  (q)  entstammenden  Grössen: 

Vx  sm  am oder    El  — ,  ic 

oder  der  dadurch  bezeichneten  Gattung  angiebt.  Unter  diesen  Gattungen  sind  aber 
nicht  mehr  als :  t-t  ,  i  x 

■'^17(1  +  i) 

von  einander  verschieden,  denn  unter  den  Grössen: 

Yuamsim oder    El— ^ ,  iv) 

gehören  je:  yj,  i^ 

in  dieselbe  Gattung,  nämlich  alle  diejenigen  Grössen: 

yy. simim oder    El  — ,  w), 

bei  denen  h  und  //  feste  Werthe  haben,  während  r  alle  Zahlen  durchläuft,  die  ein  voll- 
ständiges Restsystem  der  zu  n  relativen  Primzahlen  modulo  n  bilden.  Denn  alle  diese 
Grössen  sind  ja  mittels  der  Multip licationsformel  (4)  als  rationale  Functionen  von  o 

und:  ^   .  ihK-\-'ih'K'i       j  „.(h^h'w       \ 

Vx  sin  am oder    El  — ,  w ) 

darstellbar,  wenn  man  die  Zahlen  r  ungrade  wählt.  Dass  aber  je  zwei  Grössen: 

l/«sinam ' oder    El-' — ,  w), 

bei  denen  die  Verhältnisse  li :  li  untereinander  verschieden  sind,  auch  wirklich  ver- 
schiedenen Gattungen  angehören,  lässt  sich  in  folgender  Weise  darthun.  Gehörte 
El(^t-^,  w)  zu  derselben  Gattung  wie  El/^^ ,  w\  bestände  also  eine  Gleichung: 


El(''  +  ":-,„.)^!P(El(;,„),  E1(J.„)), 
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in  welcher  ^(x,  y)  eine  rationale  Function  von  x  und  y  bedeutet,  so  würde  daraus 
mittels  der  Transformationsformel  (23*)  des  §  4  eine  zweite  Gleichung:*) 

El(^/^(«  -  yw'),  a')  =  !P(ei(?^',  w).   E1({(«  -  yic),  ,.')) 

folgen.  Da  nun :     ,  ,   ^  ,  „        ,  ,,        ,  ,.    , 

(h  -r  h  w)  {c.  -  y  w  )  =  (ah  ~  ßli)  ~  {yh  -  dh  )w 

ist,  so  würde,  wenn  a^\,y^  0,6^^1  (mod.  h)  genommen,  ß  aber  beliebig  ge- 
lassen und  dann  wieder  iv  statt  w'  gesetzt  wird : 

sein.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  sonst  für  beliebige  Zahlen  ß : 

E\(^±p",  w)  =  El('^±^^;p^',  w) 
sein  müsste. 

Bezeichnet  man  die  verschiedenen  Zahlen  r  mit  r^ ,  u ,  /a  .  .  .  und  das  Product: 

n/           -/-   .            4:hrK  +  2h'rK'i\ 
Ix  —  yy.  sin  am ' j  (r  =  n,  r„ . . .) 

r 

mit /,,N,  so  ist  offenbar:  f,,(x)  =  U^,,{x), 

wenn  m  zu  n  relativ  prim  ist.  Wird  nun  in  dem  Producte : 

h,h' 

die  Multiphcation  auf  alle  diejenigen  Werthsysteme  h,  h'  erstreckt,  die  keinen  Divi- 
sor von  n  als  gemeinschaftUchen  Theiler  haben,  so  ist  es  eine  ganze  Grösse  des  Ratio- 
nahtätsbereichs  {x,  z,  q);  das  Product  ist  ferner,  da  je  n  l±{^  —  „)  Factoren  ein- 
ander gleich  sind,  Potenz  einer  ganzen  Function  von  x  und  z,  deren  Exponent  gleich 

n[jU )  ist.  Hieraus  erschhesst  man,  genau  so  wie  oben,  dass  die  Coefficien- 

ten  dieser  ganzen  Function  ganze  Grössen  des  Rationahtätsbereichs  (o)  sein  müssen, 
dass  also  schon  dasjenige  Product: 


')  Vgl.  Zusatz  109  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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eine  ganze  Grösse  des  Rationalitätsbereichs  {x,  z,  q)  is't,  welches  entsteht,  wenn  man 

die  Multiphcation  nur  auf  alle  diejenigen  **/  /  (l  +    J  Werthsysteme  h,  h'  erstreckt, 

für  welche  die  Verhältnisse  h  :  h'  unter  einander  verschieden,  und  für  welche  also  alle 

Grössen:                                   4hK  +  2h'K'i      ,       „, /fe  +  7i'iü      \ 
yy.  sin  am oder    El  — ' ,  w ) 

verschiedene  Gattungen  repraesentiren.  Dieses  Product: 

enthält  offenbar  lauter  von  einander  verschiedene  Factoren,  und  es  ist  eine  irreduc- 
tihle  ganze  Grösse  des  Rationahtätsbereichs  {x,  z,  q),  weil  die  Gleichung  F„{x)  =  0, 

welche  die  sämmtlichen  *i^/  j  ( 1  -^    2)  Wurzeln  Yh  sin  am — -enthält,  irre- 

ductibel  ist.  Jede  der  Grössen  /,,  ^,  («),  oder: 

yx  — yx  sin  am 1  {'•=<■,,  r,, ...), 

ist  daher  selbst  als  ganze  algebraische  Grösse  im  Bereiche  {q)  von  der  Ordnung 
ttj  j(^  +    j,  d.  h.  also  die  symmetrischen  Functionen  der  »*//(l  —   ,)  Grössen: 

Vxsmam ('■  =  '-i.'-j.--0 

'  n 

constituiren  eine  Gattung  algebraischer  Grössen,  welche  im  Bereiche  {q)  von  der  Ord- 
nung ?/J  jf  (^  +    , )  u'^*i  welche  unter  der  durch  eine  dieser  Grössen,  z.  B.  durch : 

-    .  4hIi-\-2h'K'i 

l  X  sm  am 

n 

repraesentirten  Gattung  enthalten  ist.*) 

Nun  folgt  ebenso  wie  oben  aus  der  Transformationsgleichung  (23')  des  §  4, 
dass  je  zwei  Producte: 

n/             ■-    .           4:hrK  +  2h'rK'i\      ,        rT"/            ^,/hr  +  h'rw      \\ 
ix  —  1  xsin  am ■ j  oder  £  j[(-^-  -—  EA  ( ,  wj)  (r=.-,, ,-,,...), 


*)  Wenn  man  jeder  einzelnen  der  Grössen  yix  sin  am — ^ — — — ^  das  Indexsystem 

zuertheilt ,  durch  welches  die  Zahl  r  für  den  Modul  n  charakterisirt  werden  kann,  so  gehören  die  — 
im  Sinne  dieses  Indexsystems  --cyklischon  Functionen  jener  Grössen  demselben  Gattungs- 
bereiche an  wie  die  symmetrischen. 
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für  welche  die  Verhältnisse  h  :  h'  von  einander  verschieden  sind,  weil  sie  verschiedene 
Werfhe  haben,  auch  verschiedene  Gattungen  repraesentiren.  Es  gibt  daher  genau 
l  J(}  n — )  verschiedene,  den  verschiedenen  Verhältnisswerthen  h  :  A' entsprechende 
conjugirte,  durch  die  symmetrischen  Functionen  der 

(1  —     )  Groloen  i  Ä;sinam ^^ (r=r,,r^,...) 

repraesentii'te  Gattungen  algebraischer  dem  Bereiche  (q)  entstammender  Grössen 
von  der  Ordnung  «^  j  (l  +  ,),  und  jede  einzelne  dieser  Gattungen  ist  unter  der- 
jenigen Gattung  der  Ordnung  "^/ j  (1 j)  enthalten,  welche  durch  die  bezüghche 

Grosse  ^  ^  sm  am ^ repraesentirt  wird. 

§  10. 
Es  sei  nunmehr  n  Potenz  einer  Primzahl  p.  Alsdann  ist  gemäss  §  5 : 

1  X  sm  am '— =  ±p, 


h,  l' 


wenn  die  Multiplication  nur  auf  alle  diejenigen  Werthe  li,  h'  =  0,  l,  .  .  .  n  —  l  er- 
streckt wird,  bei  denen  nicht  beide  Zahlen  h  und  h'  durch  p  theilbar  sind.  Nach  den 
ij    Entwickelimgen,  welche  ich  in  meiner  Festschrift^)  zu  Hrn.  Kummers  Doctorjubi- 
läum  gegeben  habe, 

sind  also  die  sämmthchen  Grössen  j/;«  sin  am — *— t — LII  „algebraische 
Divisoren  von  p"  und  zwar  Primdivisoren  in  der  durch  sie  selber  reprae- 
sentirten  Gattimg, 

weil  eben  ihre  ..Norm''  eine  Primzahl  ist.  Je  /i  (l j  dieser  Primdivisoren: 

/-    .  4hrK  +  2,h'rK'i 

lÄJsmam ('='•■.'•,,...), 

n 

wo  ^1 ,  ra, . . .  alle  nicht  durch  p  theilbaren  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner  als  n  sind,  ge- 
hören einer  und  derselben  Gattung  an,  und  alle  diese  sind  —  wie  im  §  5  nachgemesen 
worden  ist  —  durch  einander  theilbar.  Ferner  wird  gemäss  §  9  diu'ch  die  symmetri- 
schen Functionen  jener  nll  — -J  Grössen  eine  Gattung  repraesentirt,  zu  welcher 

')  Bd.  II,  S.  297 f.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

L.  Kronecker's  Werke  IV  54 
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77' 


dasProduct:  ^1     -■  4hrK  +  2h'rK'i 

'     '^    ;t:Slliam ' (r=r,  ,  r,,...l 


gehört,  und  dieses  Product,  welches  mit  /^^  ^,  bezeichnet  werden  möge,  ist  selbst  in 
der  durch  dasselbe  repräsentirten  Gattimg  ein  Primdivisor  der  Primzahl  p.  Nach 
§  15^)  meiner  citirten  Festschrift  ist  also 

p,, ,,,  absolut  aequivalent  einer  Potenz  von  yy  sin  am    ''  ^        '  ^-  mit  dem 
Exponenten  n(l ), 

und  hieraus  geht  wiederum  der  Hauptsatz  hervor, 

dass  jede  ganze   Grösse  des   Gattungsbereichs   (j?,  P/,  *•)'  welche  durch      i 
yy.  sin  am  -  ''  '-  +  -^ ''  ^  J  theilbar  ist ,   auch  durch  p^  ^,  selbst  theilbar  sein 
muss. 

Denn  eine  solche  Grösse  muss  der  Voraussetzung  nach,  wenn  sie  zur  Potenz  n  f  1 ) 

erhoben  wird,  dieselbe  Potenz  von  ]/ x  sin  am '^ und  also  die  hiermit  abso- 

lut  aequivalente  Grösse  p,, ,,  als  Theiler  enthalten.  Da  aber  p^, ,_.  Pf  imdivisor  ist,  so 

muss  p,^ , ,  nicht  nur  in  der  w  [  1 ^ J  ten  Potenz  jener  Grösse,  sondern  in  der  Grösse 

selbst  als  Theiler  enthalten  sein. 

Je  zwei  Grössen  V'^sinam  -'-^^t — L  _'  oder  El(-^tJL"\  welche  verschiedenen 
Gattungen  angehören,  sind  einander  nicht  aequivalent  und  haben  also,  da  sie  Prim- 
divisoren sind,  auch  keinen  gemeinschafthchen  Theiler. 

Gemäss  der  Formel  (24)  im  §  5  besteht  nämlich  für  jede  ungrade  Zahl  m  die 
Gleichung : 

(25*)  El(m  .  ''-±p)  =  (-  1)  =  ""-"  J7ei(^^^  +  ''+^")      (.,.'  =  ü.>,..  ,„-,); 

da  nun  das  Product  auf  der  rechten  Seite  lauter  ganze  algebraische  dem  Bereiche  (q) 
entstammende  Grössen  als  Factoren  enthält  und  unter  diesen  auch  den  Factor 


')  Bd.  II,  S.  304  (lieser  Ausgabe  von  L.  Kroneclcer's  Werlien. 
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Ei|'± — ^  j ,  so  findet  die  Co ngruenz : 

iöl)  El  [m.  .  'A+^;^'-")  =  0  (mod.  El  (^^)) 

statt,  welche  für  alle  Zahlen  m.  Geltimg  behält,  weil  ja  darin,  wenn  m  grade  ist, 
m  +  n  statt  m  gesetzt  werden  kann.  Da  ferner  auf  Grund  des  Additionstheorems: 

(1  - Er^ (I) El- (j?)) El (I  +  /?)  =  El (I) |/l^r7El^(7?)  +  El*(^  +  El {tj) Vi -g^'i^) +  Ef{i) 
die  Congruenz :  El  (|  +  ,)  =  0  (modd.  El  (^) ,  El  (,)) 

besteht,  wenn:  ,«+«'«,  6  +  6'«, 

n  '  n 

genommen  wird,  so  folgt  aus  der  Congruenz  (51)  die  allgemeinere: 

52)  El  (l^-^b  +  ila'  +  Mb')w^^        Q  ^^^^^  gj  ^a±p>,^  ^  gj  (~^)) > 

in  welcher  a,  a,  b,  b',  l,  m  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.  Nimmt  man  nun  für 
irgend  zwei  gegebene  Zahlen  h,  li : 

l  =  hb  —  hb,     m  =  —  ha  +  h  a , 
so  geht  die  Congruenz  (52)  in  die  folgende  über : 

(53)  El  {{ah'  -  a'b)'A±i^)  =  0  (modd.  El  (^^) ,  El  (^^)). 

welche  für  behebige  ganze  Zahlen  a,  a,  b,  b\  h,  h'  Geltung  hat. 

Hätten  nun  irgend  zwei  Grössen :  El ("^t^) ,  El(''-^'^'^] ,  welche  verschiedenen 
Gattungen  angehören  und  für  welche  also  ab'  —ab  nicht  durch  n  theilbar  ist,  einen 
gemeinschaftlichen  Divisor,  so  wären  gemäss  der  Congruenz  (53)  alle  (Irössen: 

El{iab'-aby^^^)  ,.,v  =  o...  .  n-n 

durch  eben  denselben  Divisor  theilbar.  Unter  diesen  kommen  die  Grössen : 

El(1  +  ^)  (r,r=0,l,    .   p-1) 

sämmtüch  vor;  denn  für  jedes  beliebige  Werthsystem  r,  r  lassen  sich  Zahlen  h,  h 
bestimmen,  dass: 

h{ab'  —  ab)  ^  r  -"  ,     ]i'{ab'  —  ab)  ^  r  —  (mod.  n) 

wird,  weil  ab'  —  ab  nicht  durch  n  selbst  sondern  nur  durch  eine  niedrigere  Potenz 
von  p  theübar  sein  und  also  nur  einen  Divisor  von  "  mit  n  gemein  haben  kann. 

54* 
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l"  +  a'A   „„J     ■171/0  +  '''«' 


Wenn  daher  El(— -'^^j  und  Elf     ^^  "')  einen  gemeinsamen  Theiler  hätten, 


{r,r'  =  0,1, . . .  p  —  l  ausser  r  =  r'=  0) 


SO  würden  alle  p'  —  1  Grössen .  ^^  ,,.  ^  ^»^^ 

V 

denselben  Theiler  haben,  und  da  sie  alle  Pn'mdivisoren  der  durch  sie  selbst  repraesen- 
tirten  Gattungen  sind,  so  müssten  sie  sämmtUcli  einander  aequivalent  sein.  Dass  dies 
aber  nicht  der  Fall  ist,  soll  in  den  folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden,  in  welchen 
auf  die  Eigenschaften  der  Grössen  ElT     *"  ^'^j  oder  der  Grössen: 

-   .           4hK  +  2h'K'i 
T  Jisinam 

n 

für  den  Fall,  wo  n  Primzahl  ist,  näher  eingegangen  werden  soll. 

§12. 
Ist  n  eine  ungrade  Primzahl,  so  gehört  die  Gleichung  (5)  des  §  2: 

(5»)  0Jx)  =  (—  l)^'"""a;"'0  f  Ml/j^sinamriM, 

welche  durch  die  n^  Werthe : 

,/-    .            /       ,    ihK  4-2  h'K'i\ 
X  =  yxsinamlu  -\ 1  (*,a'=o,i....>i-i) 

befriedigt  wird,  zu  derjenigen  Classe  von  Gleichimgen,  deren  Eigenschaften  ich  im 
III.  Abschnitt  meines  Aufsatzes  vom  3.  März  1879*)  näher  dargelegt  habe. 

Gemäss  den  dortigen  Entwickelungen  gehören  alle  n^  Grössen : 

YHäinamlu  H j  (a,4'  =  o,i,  ..,.-i) 

dem  Gattungsbereiche: 

(  Q,   \/>e  sin  am  u,  Yx  sin  am  («  +  -),  ]/><  sin  am  (u  + j  | 

an**),  und  innerhalb  des  Gattungsbereichs  [q^Yx  sin  am  u)  reducirt  sich  die  Glei- 

*)  Monatsbericht  vom  März  1879,  S.  220  u.  f.i) 
**)  Vergl.  oben  den  Schhiß  des  §  6,  wo  ein  umfassenderer  Gattungsbereich: 

/      .  ,  ,,     .  ,,     .         2A'       .     .         2K'i\ 

(n,  Sin  am  M,   yxfm  a.mii,  Jxsinam  — ,    1  x  sin  am  I 

V"-  '  n  n    / 

dafür  angegeben  ist. 

')  Bd.  IV,  S.  88  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher's  Werken.  H 
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cliung  (50),  nach  Aussonderung  der  Wurzel  V>c  sin  am  u,  auf  eine  Gleichung  des  Gra- 
des («'-  —  1)  und  derjenigen  Classe,  zu  welcher  die  Gleichung  ^  0„{x)  =  0  gehört. 

Diese  Gleichung  selbst  ist  im  vorliegenden  Falle,  wo  n  Primzahl  ist,  irreduc- 
tibel  im  Rationalitätsbereiche  (0);  denn  die  im  §  2  definirte  Function  F„{x),  welche 
den  primitiven  Factor  von  0„  (x)  bildet,  und  deren  Irreductibihtät  im  §  3  nachge- 
wiesen ist,  wird  für  eine  Primzahl  n  gleich     <P„  (.r).  Es  ist  also  in  diesem  Falle : 

imd  die  if  —  1  Wurzeln  der  Gleichung  F„{x)  =  0  zerfallen  nach  §  9  in  rt  +  1,  aus 
je  n  —  1  Elementen  bestehenden  Gruppen  gemäss  den  n  -i-  1  verschiedenen  Gat- 
tungen, denen  die  n"  —  1  Wm-zeln  angehören.  Diese  n  -p  1  Gruppen  lassen  sich  in 
folgender  Weise  charakterisireu : 

l/pisinara ,     yHima.m ' (/.=o,i,...n-i), 

und  die  einzelnen  n  —  1  Elemente  jeder  dieser  n  +  1  Gruppen  resultiren  durch  die 
Werthe  r  =  1 ,  2,  .  .  .  «  —  1 . 

Die  n  —  1  Grössen:  -  .        4^j^ 

yxsinam (r=i,s,...n-i) 

gehören  sämmthch  zur  Gattung  (e,  ]/;csinam  j,  deren  Ordnung  «-  —  1  ist;  ihre 
symmetrischen  Functionen  constituiren  eine  unter  dieser  Gattung  enthaltene  Gat- 
tung von  der  Ordnung  n  +  1 .  Nun  besteht  nach  den  Entwickelungen  im  art.  23 
von  Jacobi's  Fundamental)  die  Transformationsgleichmig: 

l(„_i,                                                      j-Vxsmam-^ 
(54)  (—  1) "  V^-  sin  am  (/<  m,  A)  =  x  |  J ^ 1^  (-•=  1, 2,.   « - 1) 

'     1  —  X  Vh  sin  am 

'  n 

für:  ,-  . 

X  -=  ypismam  w, 

wenn  1,  \^-ie  dort,  den  transformirten  Modul,  aber  /«  den  reciproken  Werth  der  dort 
mit  M  bezeichneten  Grösse  bedeutet.  Es  sind  also  auch  die  Coefficienten  dieser 
Transformationsgleichung,  welche  jene  Gattung  von  der  Ordnung«  +  1  constituiren. 


')  Jacohi,  Werke,  Bd.  I,  S.  97ff.  H 
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Jede  dieser  Gattung  angehörige  Grösse,  d.  li.  jede  Grösse,  die  sicli  als  ganze 
synimetrisclie  Function  der  n  —  1  Grössen : 

y?csma,m (r  =  i,2,...n-i) 

SO  darstellen  lässt,  dass  die  Coefficienten  rationale  Functionen  von  q  mit  ganzzahli- 
gen  Coefficienten  sind,  kann  offenbar  als  rationale  Function  des  Ausdrucks  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (54)  so  dargestellt  werden,  dass  die  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  q  und  x  mit  ganzzaliligen  Coefficienten  sind.  Jener  Gattungs- 
bereich kann  daher  durch  die  Elemente : 

Q,  ]/?<sinam(M,  y.),      ]//l  sin  am  (/<  m,  A) 

charakterisirt  werden,  da  eben  jede  Grösse  jenes  Gattungsbereichs  als  rationale 
Function  dieser  drei  Grössen  mit  ganzzahhgen  Coefficienten  darstellbar  ist.  Aber  der- 
selbe Gattungsbereich  kann  auch  durch  das  Product : 

nv 


4rJS: 

j<smam {r=i,s,...7.-i) 

w 


charakterisirt.  werden,  welches  nach  art.  23  von  Jacohis  Fundamenta  den  Werth 
f^Vt  hat>). 


Die  Gattung: 


^•>'Vt) 


ist  es  daher,  welche  von  der  Ordnung  n  +  l  und  unter  der  Gattung  (q  ,  Yx  sin  am  ^  M 

enthalten  ist.  Zum  Gattungsbereich  [q,  fiy  —  ]  gehören  demgemäss  die  symmetri- 
schen Functionen  der  (n  —  1)  Grössen: 


ypssmam (r=i,s,.    n-i) 


und  auch  die  cyklisclien  Functionen  derselben,  wenn  sie  dabei  in  der  Reihenfolge: 

,/      .  43/4:   ^,     .  4g^K   ,/     .  4g^K  ,/      . 

j/xsni  am       - ,  yxsm  am     — ,  yxsm  am  -        ,  .  .  .  ypc  sni  a 


,  ,  ,  .    am     ^ 


genommen  werden  und  g  eine  primitive  Congi-uenzwurzel  der  Primzahl  n  bedeutet. 
Diese  n  —  1   Grössen  sind  also  Wurzehi  einer  AbeVschen  Gleichung  des  Bereichs 


{^■"V^- 


')  Jacobi,  Werke,  Bil.  I,  S.  97,  Form.  (4).  H 
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Die  n  luit  ( i?'  /']/  ^  )  conjugirten  Gattungen  sind: 

(»  =  0,  l..      n-l), 
"   '       X  J 

WO  für  jeden  der  n  Werthe  des  Index  h: 

/*>.y  ^    =1   IV''^^^^^  n {,=1,2,  ...n-l) 


(-.n) 


ist.  Die  transformirten  Moduln  /  und  die  Multiplicatoren  /x  sind  hiernach  durch  die 
Relationen*)  bestimmt: 

/--x               1/a         Tl^-                   4rÄ  -\/^;,        T^^/-                   4.hrK+2rK'i       t> 

(oo)              >/  y  =^  ^  1  xsincoam -^,  ^  -  =  |  J  ]/ p« sm  coam , 

r  '               r 

,,-  .           4rK  ,^  .           4;tr7i'+2r/v'i 

., — ^     yx  sin  am .    .      l/x  sin  am                      

p")        "~/7,  .     ^^.  .«.=/T- 


r     Vx  Sin  coam  )•      yx  sin  coam 

n  '  n 

(A  =  0, 1,  S,     ,  ,  «  -  1;  r  =  1,  ä.  ,  .  .  II  -  I) 

und  ebenso  durch  folgende  Gleichungen:**) 

(57)  .  yI=El(ln«),  ,A^^E1(|,''±-'^), 

.3(0.2..)     ,_    'M"'^-l-) 


während,  wie  oben  im  §  4,  Vx  =  El(  ,  ,  w)  ist. 

Da  nach  §6  die  Grössen  |/p<  sin  coam  -  *"  "^— -  —  sämmthch  ganze  algebrai- 
sche, dem  Bereiche  (q)  entstammende  Einheiten  sind,  und  da  aiieh  y.  selbst  eine 
solche  Einheit  ist,  so  sind  gemäss  den  Gleichungen  (55)  auch  die  transformirten 
Moduln  ?.  solche  Einheiten.***)  Überdies  besteht  für  die  Transformation  zweiter 


*)  Vergl.  art.  23  von  Jacobi's  Fundainenta.^) 
**)  Vergl.  meinen  Aufsatz  im  Monatsbericht  vom  Juli  1875,  S,  498.^) 
***)  Dies  zeigt  sich  übrigens  auch  in  der  Form  der  Modulargleichungen,  wie  sie  in  der 
iSo/mfce'schen  Abhandlung  im  16.  Bande  des  CVeZ/e'schen  Journals  ermittelt  ist. 

»)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  97,  Fonn.  (8)  u.  (3).  H 

2)  Bd.  IV,  S.  261  dieser  Ausgabe  von  L.  Krotieckei-'s  Werken.  H 
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Ordnung  die  Gleichung: 

(59)  El^  ({ ,  w]  (l  +  m'  ( i ,  2«>))  =  2  El  ( j  ,  2w) , 

welche  zeigt,  dass  auch  Elf.  ,2  wj  eine  Einheit  ist,  wenn  El(^  ,  w\  eine  solche  ist.  Da 
nunEl(-7 ,  wwjfür  jede  ungi'ade  Zahl  n  eine  Einheit  ist,  so  ist  überhaupt  TSi\i^-,mw], 
für  jede  beliebige  ganze  Zahl  in,  eine  ganze  algebraische  dem  Bereiche  (g)  entstam- 
mende Einheit.  Dieses  Eesultat  kann,  da  nach  §  4 : 

ist,  auch  so  formuhrt  werden : 

Für  jede  beliebige  ganze  Zahl  m,  ist  El(  ^  ,  '2miv\  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung,  in  welcher  die  Coefficienten  ganze  ganzzahlige  Functionen  des 
reciproken  Werthes  von: 

sin  f  El  (!-,«.) 
sind,  während  der  erste  und  letzte  Coef  f  icient  den  absoluten  Werth  Eins  hat. 


Dasselbe  Resultat  ist  aber  bei  Anwendung  der  Jaco6'i'schen  Bezeichnungen*)  fol- 
gendermaassen  auszudrücken : 

Jeder  Modul  2,  welcher  durch  eine  sogenannte  reelle  Transformation  aus 
einem  Modul  x  hervorgeht,  d.  h.  also  ein  solcher  Modul  A,  für  welchen  das 

Periodenverhältniss  .  ein  ganzes  Vielfaches  des  zu  x  gehörigen  Perioden- 
Verhältnisses  ^  wird,  ist  Wurzel  einer  Gleichung,  in  welcher  die  Coeffi- 
cienten sämmtlich  ganze  ganzzahUge  Functionen  von  y.  -\ —  sind,  wäh- 
rend der  erste  und  letzte  Coefficient  den  absoluten  Werth  Eins  hat. 

Es  genügt,  das  angegebene  Resultat  in  Beziehung  auf  die  ,, reelle"  Transformation 
auszusprechen;  dass  es  auch  für  die,  bei  Festhaltung  des  Rationahtätsbereichs 
(x  +  -A  mit  2.  conjugirten  Moduln  Geltung  behält,  ist  an  sich  klar. 

*)  Vergl.  §  25  von  Jacobi's  Fundamenta.^) 

')  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  1 10.  H 
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§13. 
Nach  §  6  sind  die  ,,  (/r  -  1 )  Grössen : 


4h 
1  X  sin  coam  — 


n  \und*'=0,;i=l,S,.  ..J  (n-l)  / 

Wurzeln  einer  Gleichung  fix,  Vhj  =  0,  deren  Coefficienten  ganze  Grössen  des 


Gattungsbereichs : 


{q,V~>=)      oder      (,y^-±lf=±j 


sind.  Bedeutet  nun,  wie  oben,  g  eine  primitive  Congruenzwurzel  der  Primzahl  n  und 
bildet  man  eine  ganze  rationale  cykhsche  Function  der  .,  (n  —  1)  Grössen: 

.,/-  .                4gK    ,/~  .                'tg^K            ,/-   .                Ag'^^'^^^K 
y  ;f  Sin  coam  -^— ,  yy.sm  coam  — —  ,  .  .  .  V p;  sm  coara  — , 

in  der  hiermit  bezeichneten  Reihenfolge,  so  ist  dieselbe  eine  rationale  Function  von 
]/;<  sin  coam—  und  q.  Denn  in  der  Multiplicationsformel  (4)  wird,  wenn  man 
u  =  K  +  v  setzt: 

1  ?;;  sin  am  nu  =  \  x  sin  coam  nv,    x  —  Yxsxn  am  u  =  Yx  siu  coam  v, 

und  es  zeigt  sich  also,  dass  Yx  sin  coam  ^ —  sich  als  rationale  Function  von : 

-  .  4K  j 

1  X  sin  coam  —    und    p 

'  n  ^ 

darstellenlässt,  wenn  man  für  die  primitive  Congruenzwurzel^eine  ungrade  Zahl  wählt. 

Bezeichnet  man  hiernach  eine  ganze  ganzzahlige  cykhsche  Function  der 
-^{n  —  1)  Grössen: 


Vc«-!), 


4gK        ,-  .               4o^it               -  .               4ff2^       'K 
1  X  sin  coam  — ^ — ^    ]  j<  sm  coam  -^ — ,  .  .  .  ]  x  sin  coam 

mit  /(sin  coam— j,  so  ist  das  Product: 

.-/(smcoam ^-^ )) 

k.h'  ^ 

(4  =  0.  l,...n-l;i'=l,2,  ...  4-(n-I)  und  A' =  0. /l  =  1,  2,  .  .  .  -i{n-I)), 

weil  es  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  Gleichimg  Wi x,  Vx)  =  0  ist, 
eine  Grösse  desEationaHtätsbereichs(]/p<,  z).  Je  .^  (n  —  1)  der  Factoren  dieses  Pro- 


L  Kronecker'3  Werke  IV 
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ducts,  bei  welchen  das  Verhältniss  //://  modulo  n  denselben  Wertli  hat,  sind  aber 
identisch,  da  offenbar: 

,/  .               4hK  +  2h'K'i\        ,1  ■               4ghK +  2gh'K'i\ 
/  sincoam 1  =  /  sincoam  — — 1 

ist.  Es  ist  also  schon  das  Product  von  n  +  1  Factoren: 

[z  —  /(sincoam  ^))YJ{z  —  /(sincoam  ^'  ^^^     ')) 


(4  =  0,  I,,..  7!- 1) 


eine  rationale  Function  von  Yx  und  z;  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen 
von  z  sind  aber  zugleich  ganze  algebraische  dem  Bereich  (q)  entstammende  Grössen, 
und  sie  sind  deshalb  gmize  Grössen  des  Bereichs  (q,  yx)  selbst.  Jede  ganze  rationale 
cykhsche  Function  der  -^{n  —  1)  Grössen: 

l';Ksincoam  -   -  ((  =  i.2,...-i-(n-i)) 

mit  ganzzahligen  Coefficienten  ist  hiernach  Wurzel  einer  Gleichung  (n  +  l)ten 
Grades,  in  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  gleich  Eins  ist,  während  die 
übrigen  Coefficienten  sämmtlich  ganze  ganzzahhge  Functionen  von  q  und  Yx  sind. 

Gemäss  der  Gleichung  (55)  im  §  12  wird: 

-)    =  ijy  X  sincoam -^^^-  ((  =  i,2,...|(>.-i)); 


(2  ■,  4 
Wurzel  einer  Gleichung  {n  +  1 )  ten 

Grades  ist,  in  welcher,  wenn  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  gleich  Eins  ge- 
nommen wird,  alle  anderen  Coefficienten  ganze  ganzzahhge  Functionen  von  q  und 

|/ä  sind.  Demgetnäss  ist  (  '  j  in  dem  Gattungi<hereieh  [q,  Yx)  eine  ganze  algebraische 
Grösse  der  (n  +  \)ten  Ordnung. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  {n  +  l)ten  Grades,  welcher  das  Quadrat 

I  

von  C)  ,  also  y—,  genügt.,  sind  rationale  Functionen  von  q  und  x.  Dieses  geht 
schon  aus  den  Entwickelungen  im  §  G  hervor,  wonach  1/  ,  wenn  zur  Abkürzung 
Yx  sin  am  -^-  =  s^  gesetzt  wird,  gleich  dem  Producta : 


t  —  XXi 
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also  eine  rationale  Function  von  ?<,  «i ,  «2  >  •  •  •  und  zwar  in  Beziehung  auf  die  Grössen 
s  cyklisch  ist.  Gemäss  §  12  ist  daher  1/-- rationale  Function  einer  Grösse  der  Gattung 
(o,//|/_^),  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  y.  sind.  Die  Grösse  1/ '''- 
selbst  gehört  hiernach  dem  Gattungsbereiche  (g,  ;<,  ,«1/  ^  )  an  und  sogar  der  Gattung 
selbst,  da  sonst  zwei  conjugirte  Grössen  y-^;,  also  zwei  der  Grössen: 

El(i,„»).     E1({,S),     El(i,-^)....     El(i,ltt^) 

einander  gleich  sein  müssten.  Dies  tritt  aber  nur  für  bestimmte  singulare  Werthe  von 
w  ein. 

Da  ,"  1  7  und  1/  ^  innerhalb  des  Bereichs  {Q,y.)  einer  vind  derselben  Gat- 
tung angehören,  so  gehört  auch  fi  derselben  Gattung  an.  Die  Grössen  ,«  und  |/  — 
sind  also  gegenseitig  durch  einander  rational  ausdrückbar,  und  zwar  so,  dass  die 
Coefficienten  rationale  Functionen  von  q  und  x  d.  h.  also  rationale  Functionen  von 

y.  selbst  werden.  Der  im  §  12  mit  (g,/*!/— j  bezeichnete  Gattungsbereich  kann 

hiernach  auch  durch :  , ,  , 

{Q,y-,fi}  oder  [q,  >«>]/^) 

bezeichnet  w-erden.*) 

§14. 
Gemäss  den  Entwickelungen  im  §  10  wird  iu  dem  hier  behandelten  Falle, 
wo  71  Primzahl  ist,  das  Product  der  sämmthchen  Grössen : 

-    .           4:hK  +  2h'K'i 
1  X  Sm  am ■ {*,»'  =  O,  l, ...  n  -  l  ausser  h  =  h  =0) 

'  n 

genau  gleich  n,  und  diese  Grössen  selbst  sind  daher  die  n'  —  1  conjugirten  algebrai- 
schen PmtUheiler,  ah  deren  Product  sich  die  Primzahl  n  im  Gattungsbereich 
(Q.Yxähiava^  ,yxämsim^-^)darstellen  lässt.  Bei  Anwendung  der  Bezeichnungen, 


*)  Bei  der  Bezeichnung  der  Bereiche  {q,  y),  (o,  x,  //)  ist  die  Grösse  q  nur  deshalb  hinzu- 
genommen worden,  weil  sie  für  die  Feststellung  des  Integritätsbereichs  wesentlich  ist.  Sobald 
es  nur  auf  den  Rationalitütshereioh  ankommt,  kaim  sie  offenbar  weggelassen  werden,  da  q 

gleich  X  -i also  rational  in  x  ist. 
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welche  ich  in  meiner  mehrfach  citirten  Festschrift  eingeführt  habe,  ist  also  die  Norm 
von  Yx  sin  am  -—  gleich  »i,  d.  h.  es  ist : 

JNm  >  ;<  sin  am  —  =  n , 

wenn,  wie  hier  stets  geschehen  ist,  der  Rationalitätsbereich  (q)  als  Stammbereich 
festgehalten  wird.  Jede  der  Grössen : 

,/-    .           4}iK  +  2h'K'i 
yx  sm  am ■ 

ist  innerhalb  des  durch  sie  selber  repraesentirten  Gattungsbereichs  ein  algebraischer 
Primtheiler  von  n,  und  je  n  —  1  dieser  Grössen,  bei  denen  das  Verhältnis  h  :  h'  einen 
und  denselben  von  den  n  +  1  Werthen : 

h:h'  =  1:0,     0:1,     1  :l,...w  —  1:1 

hat,  gehören  einer  und  derselben  Gattung  an.  Die  n  —  1  einer  und  derselben  Gattung 
angehörigen  conjugirten  Primtheiler  sind  einander  absolut  aequivalent.  Da  nun  die 
n  +  1  Producte  der  je  n  —  1  conjugirten  Primtheiler  nach  §  12  die  Wertlie: 

haben,  so  bestehen  die  absoluten  Aequivalenzen : 

(60)  /i  1/  _    cvD   y;< sm  am — I      ,    «,1/    'c\5pj<smam 1        (/.  =  o,i,...n-i). 

Da  ferner  im  §  12  gezeigt  ist,  dass  1/  ,  1/  ''  algebraische  Einheiten  sind,  so  gelten 
auch  die  Aequivalenzen: 

(bO*)  /i  CS5  l}/;>t!smam  -     1      ,    /t.cvhp^smam 1  (;<  =  o,i,...n-i). 

Die  n  +  1  Grössen : 

/'VT.  ".l/t ■".]/!'•  •■•''-.l/¥ 

gehören«  +  1  conjugirten  Gattungen  an,  welche  dem  Rationalitätsbereiche  (q)  ent- 
stammen, und  weim  man  vom  Rationalitätsbereiche  (x)  ausgeht,  so  repraesentireu 
die  n  +  1  iMultiphcatoren  selbst: 
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ebenfalls  n  +  1  conjugirte  Gattungen.  Da  für  den  angegebenen  Rationalitäts- 
bereich : 

(61)  Nm/i]/A  =  n,    Nni^  =  n 

ist,  so  ist  ,"]/ —  ein  algebraischer  Primtheiler  von  n  in  dem  durch  ny  —  reprae- 
sentirten,  dem  Bereiche  (o)  entstammenden  Gattungsbereiche,  und  ebenso  ist  der 
Multiplicator  /<  selbst  ein  algebraischer  Primtheiler  von  n  in  dem  durch  [i  selbst  re- 
praesentirten  Gattungsbereiche . 

Aus  den  Aequivalenzen  (60*)  folgt  genau  in  derselben  Weise,  wie  es  am 
Schlüsse  des  §  10  für  den  allgemeineren  Fall  einer  Primzahlpo/e/iz  n  dargelegt 
worden  ist, 


dass  jede  ganze  Grösse  des  Gattungsbereichs  [q,  /*!/   -j,  welche  durch 
V  a  sin  am  -    theilbar  ist,  auch  durch  [i  selbst  theilbar  sein  muss. 


(62)  ,.-    .  OK 


Doch  soU  dieses  Hauptresultat  hier  noch  besonders  und  unabhängig  von  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Primdi\'isoren  hergeleitet  werden. 

Bedeutet^"  irgend  eine  durch  V  x  sin  am—  theilbare  ganze  Grösse  des  Be- 
reichs in,  fiy—],  so  besteht  für  eine  unbestirrnnte  Grösse  z  die  Congruenz: 

fiy  ^  -  —  ij."  ^  0  (mod.  1  ;<  sin  am  - — ]• 

Erhebt  man  den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  zur  (n  —  l)ten  Potenz  und  benutzt 
die  Aequivalenzen  (60*),  so  resultirt  die  Congruenz: 


aus  welcher  wiederum  bei  Anwendimg  der  Gleichungen  (61)  die  Congruenz: 

Nm  (/*]/  ^-  z  —  /) "    '  =  0  (mod.  n) 

hervorgeht.  Da  nun  Nm  (jLiy—z  —  fj°)  eine  ganze  Grösse  des  natürhchen  Rationah- 
tätsbereichs  (o)  ist,  deren  {n  —  l)te  Potenz  —  wie  sich  hier  gezeigt  hat  —  durch  die 


438  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

Primzahl«  theilbar  ist,  so  muss  diese  Grösse  selbst  schon  durch  n  theilbar  sein,  d.h. 
es  muss  die  Consruenz : 

Nm  Uy~  z  —  ijn=0  (mod.  n) 

bestehen.  Es  muss  also,  da  Nm  fiy      =  n  ist, 

V  //VA/ 

"  1/ 

eine  ganze  ganzzahhge  Function  von  2  und  q  sein,  d.  h.  der  Quotient:  'i_L^  muss 
eine  ganze  algebraische,  dem  Rationahtätsbereiche  {q)  entstammende  Grösse  sein. 
Da  endhch  y  X  und  Y  k  algebraische  Einheiten  sind,  so  besteht  in  der  That  die  Con- 

gruenz:  „      ^  /      1     v 

^  .       /i"  =  0  (mod.  ii) , 

deren  Gültigkeit  nachgewiesen  werden  sollte. 

Die  Coefficienten  von  x,  x^,  .  .  .  a;"~"  in  der  Entwickelung  des  Products: 

Ix — Ip^smara 1  (r  =  o.i,...it-i) 

r 

sind  sämmthch  Grössen  des  Gattimgsbereichs  (q,  ^V  ),  und  sie  sind  offenbar 
durch  )/;(  sin  am  -  theilbar.  Nach  dem,  was  soeben  be'wiesen  worden,  sind  sie  also 
auch  sämmthch  durch  die  (n  —  1/te  Potenz  von  yn  sin  am  "'^  oder,  was  dasselbe 
ist,  durch  /<  theilbar.  Eben  dieses  Product  bildet  den  Zähler  auf  der  rechten  Seite 
der  Transformationsgleichung  (54)  des  §  12,  welche  so  dargestellt  werden  kann: 

(54*)  (-1)""      Vlmi&m{(iu,K)^  l[  ** 


1        1/    •         2rK' 

1  —  X  yx  sin  am 

'  n 


{x—  |^xainam(»,  >r);r  =  0, 1,.  ..n  — l) 

das  vorstehende  Resultat  kann  daher  in  folgender  Weise  formuliit  werden : 

Die  gebrochene  rationale  Function  von  yx  sin  am  («,;<),  durch  welche 
die  transformirte,  elliptische  Function 

( — 1)*         V  Ä  sin  am  (/<  M ,  A) 
ausgedrückt  wird,  hat  in  ihrer  reducirten  Form  als  Zähler  eine  ganze  Func- 
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tion  von  ]'  y.  sin  am  (w,  y.)  vom  Grade  n  und  als  Xenner  eine  solche  vom 
Grade  ;t  —  1.  Die  Coefficienten  des  Zälüers  und  Nemiers  sind  sämmtlich 
ganze  algebraische  Grössen  des  Gattmigsbereichs  (o,  y.,  //);  der  Coeffi- 
cient  der   nten  Potenz  von   |/;<siiiam  {u,y.')   im  Zähler,  sowie  der  von 

(63)  K>i  sin  am  (i/,  ;<)  unabhängige  Term  im  Nenner,  haben  den  absoluten 
Werth  Eins ;  alle  übrigen  Coefficienten  shid  durch  den  Multipli-calor  u  tJieil- 
bar,  und  der  CoefficienL  van  V>s  sin  am  {u,  y.)  im  Zähler,  sowie  der  damit 
identische  Coefficient  der  (ii  —  l)ten  Potenz  von  yy.  sin  am  {u,  y)  im  Nenner, 
sind  mit  dem  Multiflicatm'  n  selbst  absolut  aequivalent. 

Es  besteht  daher  die  für  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  fundamen- 
tale Congruenz: 

(64)  ( —  1)  *         1  Ä  sin  am  (ixu ,  ?.)  ^  (j'x  sin  am  (u ,  x))"  (mod.  n) 
in  dem  Sinne, 

dass  die  Differenz  der  auf  beiden  Seiten  stehenden  Grössen  dividirt  durch 
,w,  nämlich: 

I  ( —  1)  -         \~X  sin  am  (jiu,  })  —  {\'x  sin  am  {u,  x))"  \ 

eine  ganze  algebraische  dem  RationaUtätsbereiche 

(l  Äsinam  (juii,  X),  q) 
entstammende  Grösse  ist. 

Die  Gültigkeit  der  Congruenz  (64)  ist  ebenso  wie  die  Gültigkeit  des  vorher 
formulirten  Resultats  (63)  nur  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  die  Zahl  n,  welche 
die  Ordnimg  der  Transformation  bezeichnet,  eine  ungrade  Primzahl  sei. 

Eben  diese  Congruenz  (64)  bildet  den  Hauptzielpunkt  der  vorstehenden  Ent- 
■«-ickelungen ;  sie  ist  für  die  Theorie  der  Transformation  der  elhptischen  Functionen, 
sowie  für  alle  arithmetischen  Anwendmigen  dieser  Theorie  von  ebenso  fundamentaler 
Bedeutung,  wie  es  die  analogen,  schon  aus  den  Euler'sch.en  Entwickelungen  hervor- 
gehenden Congruenzen:*) 

( —  1)  -         sin  nu  ^  (sin  «)",     ( —  1)  ^         tg  w u  ^  (tg  «)"  (mod.  n) 


*)  Vergl.  Kap.  XIV  in  Euler  s  Introductio  m  analysin  infinitorum^). 

')  Euler,  Opera,  Series  I,  Volumen  VIII,  p.  258.  H 
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für  die  Theorie  der  JMultiplication  der  Kreisfunctionen  und  deren  arithmetische  An- 
wendungen sind. 

Die  Analogie  zwischen  diesen  Congruenzen  und  jener  Congruenz  (64)  tritt 
nocli  deuthcher  hervor,  wenn  man  die  letztere  in  folgender  Weise  darstellt: 

(65)  ( —  1)  ^         V  A  sin  am  (/<m ,  A)  ^  (]  'n  sin  am  (m  ,  x)Y^^'  (mod.  jj), 

und  wenn  man  dabei  bemerkt,  dass  der  Multiplicator  des  Argmnents  u,  welcher  hier 
ebenso  wie  bei  den  Kreisfunctionen  zugleich  den  Modul  der  Congruenzen  bildet,  auch 
in  beiden  Fällen  als  Primtheiler  seiner  Gattung  zu  Charakter isiren  ist. 

In  der  vollkommenen  Analogie,  welche  die  hier  dargelegten  Eigenschaften  der 
Formeln  für  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  mit  denjenigen  der  For- 
meln für  die  Multiphcation  der  Kreisfunctionen  darbietet,  bewährt  sich  offenbar  die 
Jacobtsche  Bezeichnung  der  elhptischen  Functionen.  Auch  zeigte  sich,  dass  Jacobi 
mit  Recht  von  vornherein  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Func- 
tionen die  Probleme  der  Multiphcation  und  Transformation  unter  einen  und  den- 
selben Gesichtspunkt  zusammenfasste*),  und  für  den  bewunderswürdigen  Scharf- 
bhck,  welchen  Jacobi  dabei  bewies,  giebt  jene  Congruenz: 

( —  1 )  *         yl  sin  am  (/tu ,  X)  ^  {]  x  sin  am  (m ,  xj)"  (mod.  jj) 
ein  neues,  glänzendes  Zeugniss. 

Man  kann  nun,  im  Verfolg  der  leitenden  Ideen  von  Jacobi,  bei  der  Frage  der 
Multiphcation  der  elliptischen  Functionen  von  dem  Modul  gänzlich  absehen  und  es  als 
eine  ,,Multiplicationder  elliftischenFunctionen"  im  weiteroi  Sinne  des  Wortes  auffassen, 

wenn  die  elliptische  Function  sin  am  für  das  m  fache  eines  beliebigen  Ai"- 
guments  n  rational  durch  sin  am  m  ausdrückbar  ist,  gleichviel  ob  sinammw 
denselben  oder  irgend  einen  anderen  Modul  hat  als  sin  am«. 

Es  ist  dann  also  nur  erforderhch,  dass  für  jeden  behebigen  Modul  x  Grössen  f,  in  existi- 

ren,  für  welche  ^  .         ,        .,      ,  ■       i  j      t,     -  •         ,       x 

yrsmam  {\\\u,  r)  rational  durch  ~\  xsuiaiii(«,  h) 


*)  JacoWs  Fundamenta  §  2'^). 

')  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  55.  H 
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ausdrückbar  ist.  Setzt  man : 

M  =  47t;,    -iu' = -^,    2tt)  =   ^, 

wo  Ä  und  ä'  die  den  Integralen  A'  und  K'  analogen  Grössen  für  den  Modul  I  be- 
deuten, und:  ^^j.  ^  ^^^^^^^  ,^^^^y^    2g,  ^  ^^^^^^^  ,^^^y.^ 

so  muss  nach  §  4  (21) : 

El  (21^,  lü)  rational  durch  El(e,  w) 

ausdrückbar  sein;  es  müssen  also,  da  E1(C  +  1,  w)  =  E1(C  +  'W,w)  =  E1(C,  w)*)  ist, 
die  Gleichungen  bestehen : 

j,j^mK(|+l)^  tr)  =  El("^(|±^^  t.)  =  El('"f-^,  »), 
und  hieraus  folgt  endlich,  dass  ganze  Zahlen  a,  ß,y,ö  existiren  müssen,  wofür: 

— ^  =  atv  +  ß,    -^  =  ym  +  d 
wird.  Alsdann  ist :  a  lo  -4-  ß 

yw  +  o 

Von  den  beiden  ]\Ioduln  y.  und  f ,  deren  Quadratwurzeln  beziehimgsweise  gleich : 

El(|,.^),    El(l,.ü) 

sind,  ist  hiernach  einer  der  transformirte  des  anderen,  und  es  ist  also  nur  die  soge- 
nannte ,, Transformation"  der  elHptischen  Functionen,  welche  eine 

Multiplication  der  elhptischen  Functionen  in  dem  oben  entwickelten  wei- 
teren Sinne  des  Wortes  darstellt. 

Es  hat  sich  nun  oben  gezeigt,  dass,  wenn  die  Ordnung  der  Transformation 
eine  ungrade  Primzahl  n  ist,  der  Multipücator  u  ein  algebraischer  Primtheiler  des- 
jenigen dem  RationaHtätsbereiche  (o)  entstammenden  Gattungsbereichs  ist,  welcher 
durch  die  Elemente  ii,y.,  n  charakterisu-t  wird,  und  dem  ebensowohl  der  Multiphca- 
tor  fjL  als  auch  der  transformirte  Modul  A  angehört.  Setzt  man  demgemäss 

n  =  njx , 


*)  Vergl.  die  Formel  (22*)  im  §  4. 

L  Kronecker's  "Werke  IV  56 
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SO  ist,  wie  in  einem  folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden  soll,  auch  //'  ein  alge- 
braischer Primtheiler  des  Gattungsbereichs  {q,x,h).  Jede  Primzahl  n  erweist  sich 
also  in  einem  gewassen,  dem  Bereiche  {q,^.)  entstammenden  Gattimgsbereiche  als 
zusammengesetzte  Grösse  und  ist  als  Product  von  zwei  algebraischen,  dem  Gattungs- 
bereiche (q,  H,  fi)  angehörigen  Primdivisoren  darstellbar.  Demgemäss  setzt  sich  auch 
die  Multiplication  mit  einer  Primzahl  n,  welche  zugleich  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
eine  Multiplication  ist,  aus  den  zwei  Multiplicationen  mit  /<  mid  //'  ziisammen,  bei 
denen  die  Multiphcatoren  in  dem  dargelegten  Sinne  prim  sind,  und  es  zeigt  sich  hier 
die  tiefe  Bedeutmig  jener  von  Jacobi  in  den  §§  26  bis  28  der  Fundamental)  entwickel- 
ten Methode,  mittels  deren  alle  Formeln  für  die  Multiplication  der  elhptischen  Func- 
tionen mit  einer  ungraden  Zahl  n  aus  zwei  aufeinanderfolgenden  Transformationen 
der  nten  Ordnung  hergeleitet  werden. 

§15. 
Es  ist  oben  ausgeführt  worden,  dass  es  einzig  imd  allein  die  Transformation 
der  elliptischen  Functionen  ist,  welche  eine  Multiphcation  im  weiteren  Sinne  des 
Wortes  liefert,  d.  h.  eine  Darstellung  von 

El  (^,  v)  als  rationale  Function  von  El  (>/,  «.') 

für  den  Fall,  dass  die  Variable  i  sich  von  der  Variablen  7]  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheidet.  Aber  man  kann  sogar  zeigen*), 

dass  auch  die  allgemeinere  Forderung  ,,es  sollen  zwischen  zwei  elliptischen 
Functionen  El(|,  v)  und  El(>/,  ic)  und  zugleich  zwischen  deren  variabeln 
Argumenten  |  und  >;  algebraische  Relationen  bestehen"  einzig  und  allein 
durch  die  Transformation  erfüllt  wird. 

Setzt  man  nämhch  zur  Abkürzung: 

X  =  El(f,i;),    y  =  m{t],w) 
und  nimmt  nun  an,  dass  zwei  Gleichungen : 
F{x,y)  =  0,    0{^,f,,x)  =  O 

*)  Vergl.  Abel's  ,,Precis  d'une  theorie  des  fonctions  clliptiquos"  (Nr. XXVIII  des  ersten 
Bandes  der  gesammelten  Werke  in  der  Ausgabe  von  1881),  sowie  sein  „Memoire  sur  les  fonc- 
tions transcendantes  de  la  ioimefy  dx,  oü  y  est  une  fonction  algebrique  de  x"  (Nr.  XVII  des 
zweiten  Bandes  in  derselben  Ausgabe). 

1)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  111—122.  H 
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bestehen,  iu  welchen  F{x,  y)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  //  bedeutet, 
0{i,t],x)  aber  eine  ganze  rationale  Function  von  f ,  ?;,  deren  Coefficienten  alge- 
braische Functionen  von  x  sind,  so  erhält  man  durch  Differentiation  von  0{i,r],  x) 
nach  X  eine  fernere  Relation : 

in  welcher  "f  (|, »?,  x)  ebenfalls  eine  ganze  rationale  Function  von  I,  >j  ist,  deren  Coef- 
ficienten algebraische  Functionen  von  x  sind.  Denn,  wenn  man  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  0  nach  I,?;,  x  beziehungsweise  mit  0i,  0^,  0,  bezeichnet,  so  kann 

man :  d^  h,, 

W{£   n   x)  =  0   —  A-  0  ^  4-  0 

nehmen  und  dabei  die  Differentialquotienten  -  ,  ^ß  durch  die  algebraischen  Func- 
tionen  von  x  ersetzen,  welche  sich  aus  der  Differentiation  der  Gleichungen 
X  =  El(4^,  v),  y  =  El(?7,  w),  F{x,  y)  =  0  ergeben. 

Die  Resultante  der  Ehmination  von  >/  aus  den  Gleichimgen  0(1,  »7,  x)  =  0, 
!f  (s^,  ??,  x)  =  0  mirde,  wenn  sie  nicht  identisch  Null  wäre,  die  Variable  |  als  alge- 
braische Function  von  x  bestimmen.  Die  Resultante  nmss  daher  identisch  ver- 
schwinden, und  es  müssen  demgemäss: 

0(5,  \),  x)  und  "Pix,  1),  x), 

als  ganze  Functionen  der  beiden  unbestimmten  Variabehi  j  imd  t),  einen  gemein- 
samen Theiler  haben.  Es  kann  aber  vorausgesetzt  werden,  dass  0{ic,t),x)  keine  ganze 
Function  von  j  und  t)  als  Factor  enthält,  da  man  andersfaUs  einen  solchen  Factor 
oben  an  Stelle  von  0(|, »?,  x)  gleich  NuU  setzen  könnte.  Es  muss  daher  f  (5,  t),  x) 
identisch  gleich  XuU  sein. 

Ist  nun  t)"  die  höchste  in  0(j,  ^,  jc)  vorkommende  Potenz  von  i)  und: 

0{i:,\),x)  =  [g,f  +  ^^f-'  + . .  .)t)''  +  (n'  +  f,r'  +  ■  ■  ■)^'"~'  +  ■  ■  ■' 

so  wird: 

und  es  muss  also:  '^'p  —  n         ^^    1    '^''i  _  n 

dx  '       ^  dx         dx 

56* 
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sein.  Es  zeigt  sich  also,  dass  cp  von  x  unabhängig  ist,  und  dann  ferner,  dass  auch 
r<p^  +  <Pi  von  X  unabhängig  sein  muss.  Hieraus  folgt  aber,  dass  r  =  0  sein  muss; 
denn  sonst  würde  die  Gleichung : 

rq>i  +  "Pi  =  const. , 

in  welcher  9?i  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  auch  |  als  algebraische 
Function  von  x  definiren. 

Setzt  man  nunmehr  den  Coefficienten  von  t/~'  in  W{tc,  l),  x)  gleich  Null,  so 
kommt,  da  r  =  0  ist : 

ncp/^  +  isn       +---)^  +  d^E  +  J^l       +•••  =  (). 
Hieraus  ersieht  man,  dass  s  nicht  grösser  als  1  sein  kann.  Denn  sonst  müsste: 

''^  =  0     sw'^^  +  ^  =  0 

dx  '       ^  dx         dx 

sein,  und  daraus  würde,  genau  so  wie  oben,  folgen,  dass  y)  und  demnach  auch 
sipi  +  Wi  constant  sein  muss.  Das  Letztere  ist  aber  unmögHch,  da  die  Gleichung: 
svf  +  Vi  =  const.  die  Grösse  |  als  algebraische  Function  von  x  definiren  würde. 

Es  kann  aber  auch  nicht  s  =  0  sein,  da  sonst : 

dyi    ,  dl]         „ 

djc  '  dx 

sein  würde  und  folglich,  da  rp  constant  ist,  eine  Gleichung: 

ncpi]  +  V'  =  const. 
bestehen  müsste,  welche  aber  rj  als  algebraische  Function  von  a;  definiren  würde. 


Für  den  allein  übrig  bleibenden  Fall  s  =  1  kommt  nun : 
also: 


dV        n  dri     ,        d^     ,     dVi         „ 


rp  =  const.   und   n(pi]  +  V'f  +  V'i  =  const., 
und  es  zeigt  sich  also, 

dass  ^{^,1],  x)  eine  lineare  Function  von  f  und »?  sein  muss,  in  welcher  die 
Coefficienten  von  <?  und  ?y  constant  sind. 
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Die  C41eichung  ^(c, »;,  x)  =  0  muss  daher  eine  lineare  Function  r]  —  <t|,  in  welcher  a 
eine  Constante  bedeutet,  als  algebraische  Function  von  x  definiren;  diese  Function 
muss  sich  aber  auf  eine  Constante  reduciren,  da  |  und  >?  Integrale  erster  Gattung 
sind  und  also  *?  —  <t|  für  alle  durch  die  Gleichung  F(x,  y)  =■  0  mit  einander  ver- 
bundenen Werthe  von  x  und  y  endhche  Werthe  annimmt. 

Die  Gleichung  0 (I,  ?y,  x)  =  0  kann  hiernach  nur  von  der  Form  sein: 
wo  a  und  t  von  x  unabhängig  sind.  Setzt  man  nun  in  der  Gleichung: 

F(El(|,lO,       El(or|  +   T,    !t'))  =  0 

I  +  mv  +  n  an  die  Stelle  von  |,  so  bleibt,,  wenn  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  der 
Werth  von  El(|,  v)  ungeändert,  und  es  kami  daher: 

E1(ct|  +  amv  -\-  an  +  x ,  ?«) 

nm-  eine  durch  die  Function  F  bestimmte  endliche  ^\jizahl  verschiedener  Werthe  an- 
nehmen, wenn  man  nach  einander  für  m  und  n  beüebig  viele  verschiedene  ganze 
Zahlen  setzt.  Hieraus  folgt,  dass  es  ganze  Zahlen  m,  n,  r,  s  geben  muss,  wofür: 

E1(ct|  +  aniv  +  r,  vf)  =  E1(ct|  -f  <y{>ii  +  ■s)»  +  r,  ir) 
El(fff  -f  an  +  r,  w)  =  E1(<t|  -f-  a{n  +  r)  +  r,  w) 
wird,  und  dass  daher  ganze  Zahlen  a,  b,  c,  d  existiren  müssen,  wofür: 

asv  =  aw  -\-  b,     ar  =  cw  -j-  d, 

^iSO :  r(aw  -i-b)  cw  4-d  ad  —  bc 

V  =  -     —    '  CT  = ■ —  = 

s(cw-{-d)  r  ar  —  csv 

ist.  Nun  besteht  aber  in  der  That,  ^-ie  aus  der  Theorie  der  Transformation  hervor- 
geht, zwischen  den  beiden  Functionen : 

E\{i,v)     und     m{ai,w) 

eine  algebraische  Relation,  wenn  a,  v,  w  durch  die  angegebenen  Gleichungen  mit 
einander  verbunden  sind;  vennöge  des  Additionstheorems  besteht  daher  auch  für 
eine  behebige  von  x  unabhängige  Grösse  r  eine  algebraische  Relation  zwischen : 

E1(|.  i')     und     El{a^  +  T,'w). 

Das  hiermit  erlangte  Resiiltat  kann  folgendermaassen  f ormuhrt  werden : 
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Sollen  sowohl  zwischen  zwei  elliptischen  Functionen  El(|,  v),  El(r?,  w)  als 
auch  zwischen  deren  variabehi  Argumenten  |,  rj  algebraische  Relationen 
bestehen,  so  muss  die  Relation  zwischen  |  und  rj  hnear  und  von  der  Form : 

rj  =  a^  +  t 
sein.  Dabei  ist  t  eine  behebige  von  |  unabhängige  Grösse,  während  der  Zu- 
sammenhang zwischen  a,  v,  w  durch  zwei  Gleichungen : 

asv  =  aw  -\-h,     ar  =  cw  -\-  d 
bestimmt  ist,  in  denen  a,  b,  c,  d,  r,  s  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Nimmt  man  speciell  v  =  w,so  ergiebt  sich  das  CoroUar : 

Wenn  sowohl  zwei  elhptische  Functionen  El(|,  tv),  E1(j/,  w)  als  auch  die 
Argumente  i,  r]  durch  algebraische  Relationen  mit  einander  verbunden 
sein  sollen,  so  müssen  die  Gleichungen: 

r]  =  ai  -\-  r,     asw  =  aw  -\-  b,     ar  =  cxc  -\-  d 
bestehen.  Es  muss  also  entweder  a  eme  ganze  Zahl  sein,  oder  es  müssen  w 
und  a  comflexe  algebraische,  derselben  Gattung  angehörige  Zahlen  sein. 

Im  letzteren  Falle  ist  w  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung : 

A  +  Bw  +  C?«'  =  0, 
in  welcher  A,  B,  C  ganze  Zahlen  sind  und  B^'  <  4:AC  ist.  Dabei  ist  w  diejenige  der 
beiden  Wurzeln,  für  welche  der  reelle  Theil  von  wi  negativ  wird. 

Die  Wurzeln  solcher  quadratischer  Gleichungen:  A  +  Biv  +  Cw^  =  0  be- 
zeichnen offenbar  die  einfachsten  Rationalitätsbereiche,  d.  h.  diejenigen  der  niedrig- 
sten Ordnung,  aus  welchen  überhaupt  Werthe  von  w  für  die  elliptische  Function 
E1(C,  w)  entnommen  werden  können. 

Die  elliptischen  Functionen  mit  solchen  besonderen  Werthen  von  w  zeichnen 
sich  vor  allen  übrigen  durch  ganz  besondere  Eigenschaften  aus,  und  ich  nenne  sie 

deshalb  „singulare  ellif  tische  Functionen".  Die  Werthe  El'^f  ,  ,  w\,  welche  ihre  Moduln 
bilden,  sind  eben  jene,  welche  ich  schon  in  meiner  Mittheilung  vom  Juni  1862*)  als 
„singulare  Moduln"  bezeichnet  habe. 

*)  Monatsbericht  vom  Juni  1862^). 

•)  R(i.  IV,  S.  207  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'»  Werken.  H 
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Soll  zwischen  |  und  t]  eine  algebraische  Relation  bestehen  und  dabei : 

sein,  so  folgt  nach  dem  obigen  Satze,  dass  >;  =  ct|  -f  t  sein  muss.  Alsdann  inuss 
ferner:         ^1(1,  v)  =  El(|  +  1,1')  =  E1((t|  +  a    +  r,  w)  =  El(or|  +  t,  w) 
El(^,  r)  =  El(|  +  V,  v)  =  El(a|  +  av  +  r,  w)  =  El((7|  +  r,  w) 
sein,  und  es  müssen  daher  ganze  Zahlen  a,  b,  c,  d  existiren,  für  welche : 

av  =  aw  -i-  h,  a  =^  cw  ~  d 
wird.  Vertauscht  man  gleichzeitig  f  mit »;,  v  mit  w  und  a  mit     ,  so  folgt  in  derselben 

Weise,  dass  Gleichungen:      i  t         >    \        t  , 

w  =  av  -r  h ,  —  =  c  v  +  d 

bestehen  müssen,  in  welchen  d ,  h' ,  c,  et  ganze  Zahlen  sind. 
Hiernach  muss: 

a'v  -\-h'           dv  —  b       ,  i     i\  /  '      ,    j'\         i 

W  =   -, — ^—r,  = i — ,  (C  ff  +  d)  [cv  +  d)  =  1 

sein ;  es  muss  also  eine  ganze  Zahl  t  geben,  wofür : 

a  =  dt ,  b  =  —  bt,  c  =  —  et,  d  =  at. 
und  zugleich :  (^,^  ^  ^^  („  -  cv)t  =  1 

ist.  Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seit«  dieser  Gleichung  ist  aber  gleich:  {ad  —  bc)t; 
sowohl  t  ah  ad  —  bc  muss  daher  den  absoluten  Werth  Eins  haben,  und  ad  —  bc 
muss  positiv  sein,  damit  der  reelle  Theil  von  v  i  und  der  von  w  i  gleichzeitig  negativ  sei. 

Statuirt  man  zwischen  |,  j;  die  Relation: 

und  setzt  man  zur  Abkürzung: 

so  wird  gemäss  der  Definition  der  Function  El  im  §  4  (21): 

El(-J-,  «)■  sinam(M,  El^(^-,  v))  =  El(|,  v), 
El  (i ,  lij  ■  sin  am (u,  El^(  J ,  m))  =  El (t? ,  w) , 
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wenn  man  zwischen  den  Grössen  v  und  w  die  Relation: 

voraussetzt.  Gemäss  der  obigen  Entwickelung  hat  also  diese  Voraussetzung  als  noth- 
wendige  Folge,  dass  zwischen  den  Grössen  v  und  w  eine  Gleichung: 

aw  4-  b 
cw  -\-  d 

bestehe,  in  welcher  a,  b,  c,  d  ganze  Zahlen  und  dabei  so  beschaffen  sind,  dass 
ad  —bc  =  1  wird. 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aber  schon  aus  dem  obigen  Satze,  dass  nur 
dann  El  ( '^^ ,  in  j  rational  durch  'E\{C,w)  ausdrückbar  ist,  wenn  w  als  lineare  gebrochene 
Function  von  tu  mit  ganzzahligen  Coefficienten  dargestellt  werden  kann.  Denn  unter 

der  Voraussetzung :  / 1       \ 

El  ( j  ,  wj  =  El  (J  ,  \vj    und    m  ~  1 

wird:  ,^K-f     \ 

El("^Sn))  =  El(C,  «')> 

und  es  ist  daim  ähnhch,  wie  oben,  zu  zeigen,  dass  die  Determinante  der  Coefficienten 
jener  linearen  gebrochenen  Function  gleich  Eins  sem  muss.  In  dieser  letzteren  Weise 
habe  ich  das  angegebene  Resultat  gleich  im  Anfange  meiner  Untersuchungen  über 
die  singulärcn  elliptischen  Functionen  abgeleitet. 

§  16- 
Um  nunmehr,  in  Anknüpfung  an  den  Schlusssatz  des  §11,  den  Nachweis  zu 
führen,  dass  die  tf  —  1  Grössen: 

Yx  sin  am (»,;i'  =  0,  l,...n-l  ausser  *  =  S'  =  0) 

'  n 

nicht  sämmthch  einander  absolut  aequivalent  sein  können,  bemerke  ich  zuvörderst, 
dass,  wenn  es  der  Fall  wäre,  auch  die  n  +  1  Grössen : 


/'1/'.''.1/^''.1/1'.  ■■".-.]/'■•; 
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einander  aequivalent  sein  müssten,  da  nach  §  12: 

«1/  ^  =  11  Vy-  sin  am  -'— 

•^r      «  r  "  /  r=l,2,...»l-l    \ 

/'/.K^=ii>^'^^"ia°^ — ^ — 

r 

ist.  Da  ferner  das  Product  aller  n  +  1  MultipHcatoren  fi  gleict  n  ist,  so  wäre  bei  der 
gemachten  Annahme  jede  der  n  +  l  Grössen  /*]/.-  oder  jeder  der  n  +  l  MultipHca- 
toren /<  selbst  absolut  aequivalent  mit  w  ""*"'.  Die  Gleichung  («  +  l)ten  Grades,  wel- 
cher nach  §  12  die  n  -h  1  Grössen: 

genügen,  müsste  also  abgesehen  von  dem  Coefficienteu  der  höchsten  Potenz,  welcher 
gleich  Eins  ist,  lauter  Coefficienteu  haben,  die  ganze  Grössen  des  Rationalitätsbe- 
reichs (q)  und  dabei  durch  n  tlieilhar  sind. 

Nun  ist  aber  gemäss  den  Gleichungen  (57)  mul  (58)  des  §  12: 

(i  =  0,  1  ,2,  ...  n-I) 

und  es  ist  ferner:  _  .  _^  i  _  *:(o. 2"^)  +  Ki^'l 

das  Product:  ,     2,.x  ,  /„    2«,\ 

genügt  also  an  sich,  oder  nach  IMultiphcation  mit  einer  Potenz  des  Products 
dn{0,  •2w)&3{0,  2w),  einer  Gleichung  (n  +  l)ten  Grades,  in  welcher  der  Coefficient 
der  höchsten  Potenz  gleich  Eins  ist,  während  die  übrigen  Coefficienten  ganze  ganz- 
zahlige Functionen  von  ^2(0,  2w)  und  i?3(0,  2w)  sind.  In  diesen  ganzzahUgen  Func- 
tionen müssten  die  C^oefficienten,  bei  der  obigen  Annahme,  diirch  n  theilbar  sein,  und 
es  müssten  daher  alle  Glieder  der  Gleichung  für:  ojo,  "l^^&Jo,  "^)  mit  Ausnahme 
des  ersten  Gliedes  ,     ,     „  <      ,     o  ,  \ "  + 1 

wenn  sie  nach  Potenzen  von  e""'  oder  q  entwickelt  werden,  lauter  durch  71  theilbare 
Coefficienten  haben.  Dies  ist  jedoch  unmöglich,  da  die  Entwickelung  jenes  ersten 

L.  Kronccker'8  Werke  IV  57 
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Gliedes  der  Gleichung  nach  Potenzen  von  q  offenbar  nicht  lauter  durch  n  theilbare 
Coefficieuten  enthält. 

Es  sind  hiernach  nur  die  je  w  —  1  Grössen : 

l/xsinam und    ypisinam (r=i,s,...n-i) 

einander  absolut  aequivalent,  dagegen  je  zwei  Grössen  aus  verschiedenen  der  n  -\-  l 

Gruppen:  .         4^    ,,-  .         4hK  +  2K'i 

yxsm&m    -  ,  J/;<suiam ' (a  =  o,i,..  n-i) 

einander  nicht  aequivalent.  Ebenso  sind  je  zwei  der  n  +  1  Grössen: 

auch  im  Sinne  der  Aequivalenz,  von  einander  verschieden,  und  da  sie  Primdivisoren 
in  derjenigen  Gattmig  sind,  welche  durch  alle  n  +  1  Grössen  repraesentirt  wird,  so 
haben  sie  auch  keinerlei  gemeinschaftlichen  Theiler. 

Die  n  Grössen :  ,^  .__r     ,  .   ,  ,  ,        „ 

,yt  «^-  jrjEif:'^-, ,,)  ( -:;::..r,) 

sind  Wurzeln  einer  Gleichung  «ten  Grades,  deren  Coefficieuten  rationale  Functionen 


,  aiso  von:  ,      n „.1  r        \ 

"'  (;■=  1,3,  ...  n-l) 


von  e  und  /t  1/  -   ,  also  von :  ,     FT  ,n,  /  »•        \ 

Q    und    iiEl^- ,  wj 

r 

sind.  Diese  Gleichung  ist  im  Gattungsbereiche  ix,  ^ly  —)  irreductibel ;  deim  wenn 
irgend  eine  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficieuten  zwischen  den  drei  Grössen: 


(r=l,2,    ..  n-l) 

oder,  was  dasselbe  ist,  zwischen  den  drei  Grössen : 

r  r 

(r=l,2,..-l.  («-!)) 

besteht,  und  man  setzt  darin  w  ^l-  h  an  Stelle  von  w,  wo  h  eine  grade  Zahl  bedeutet, 
so  bleiben  nach  §  4  die  ersten  beiden  Grössen  ungeändert;  die  dritte  Grösse  aber  geht 
in  das  Product:  1 .     ,,  _-_      ,  ,    ,   ,  > 

(- 1) ' '  ' /Jei'!   »  "' '"  ± '')        ^'='''' ■■  ^  '"-"^ 
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über,  welches  wiederum  nach  §  4  gleich : 

(-1)-  j  JEl-(-        J^       -,    Wj  (r=l,S,...^(„-l)) 

wird.  Dieses  Product  repraesentirt  nun  für  h  —  2,  4,  .  .  .  n  —  l  die  sämmtlichen 
n  —  1  Grössen:  r^-  /■  j^- 

jede  zwischen  y.,  /«l/  .'  und  jwl/  '^  bestehende  Gleichung  behält  also  ihre  Gültigkeit, 
wenn  darin  eine  jener  n  —  1  Grössen  /«aV  ^''  an  Stelle  von  //qI  '  --"  gesetzt  wird. 

Da  die  n  ganzen  algebraischen  dem  natürhchen  Rationahtätsbereiche  {q) 
entstammenden  Grössen:  /y 

^,y  ^-  (A=0,l,2,..n-1), 

wie  so  eben  dargethan  worden  ist,  innerhalb  des  Gattungsbereichs  in,  ,"]/—)  mit 
einander  conjugirt  sind,  so  muss  jede  ganze  Grösse  eben  dieses  Gattungsbereichs, 
welche  durch  eine  der  Grössen  ^«^1/  —  theilbar  ist,  zugleich  durch  jede  derselben 
theilbar  sein.  Da  ferner  je  zwei  dieser  Grössen,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  ohne  ge- 
meinschaftlichen Theiler  sind,  so  muss  jede  ganze  Grösse  des  Bereichs  ig,  ny  —), 

welche  eine  der  n  Grössen /< *  V ''.''  als  Divisor  enthält,  zugleich  durch  das  Product  aller 
n  Grössen  theilbar  sein.  Dieses  Product  selbst  kann  daher  keine  ganze  Grösse  des 
Bereichs  (o,  ,"1/ -  )  als  Divisor  enthalten,  d.  h.  das  Product: 

]7^y5  ,=0.,,....-) 

h 

ist  ein  algehraiscJier  Primdivisor  im  Gattungsbereiche  (?>  ,"],  ^),  und  in  eben  die- 
sem Gattungsbereiche  ist  also  die  Primzahl  n  als  Product  der  beiden  algebraischen 
Primdivisoren :  ,j-  ,— 

darstellbar. 

Aus  der  vorstehenden  Entwickehmg  folgt  auch,  dass  die  beiden  algebraischen 

Divisoren  u  und  a '  in  der  Gleichung : 

°       n  =  /Hfl 
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am  Sclilusse  des  §  14  Primtlieiler  von  n  in  dem  Gattungsbereiche  {q,  y.,  /<)  sind.  Da 
nämlich  //  absohit  aequivalent  mit  dem  Primdivisor  -"^^1/^  ist,  welcher  nach  §  13 
ebenfalls  dem  Gattungsbereiche  (p,  ?<,/<)  angehört,  so  würde,  wenn  ^/ einen  algebrai- 
schen, dem  Gattungsbereiche  {q,^,  /<)  angehörigen  Divisor  t  hätte,  durch: 

wo  u  eine  Unbestimmte  bedeutet,  ein  algebraischer,  dem  Gattungsbereiche  (q,  y.,  /.i) 
angehöriger  Primdivisor  von  "  ]/ J  repraesentirt  werden,  wäkrend -1/ ^  selbst,  wie 
oben  dargethan  worden,  im  Bereiche  {g,  y,  fi)  prim  ist. 

§17. 

Um  die  Bedeutung  des  Hauptresultats  (63)  in  §  14  an  einem  Beispiele  zu  er- 
läutern, wähle  ich  w  =  5  und  setze  zur  Abkürzung: 

y  =  yXsm  am  {fiu,  X) ,   x  =  Yx  sin  am  (w ,  y) , 
Alsdann  ist  die  Transformationsformel: 

y  =  ^','^--2-^-4' 

\-\-  arx   -\-  X 

und  die  Coef ficienten  a  r  und  x  sind  beide  durch  (x  theilbar.  Denn  die  Grösse  a  wird 
durch  die  Gleichung: 

a*  —  Aqo'^  +  20ct^  -h  15ß(T'  —  74ö-"  —  Uqg  +  86  —  IG^^  =  0 
als  ganze  algebraische,  dem  Bereiche  {q)  entstammende  Grösse  charakterisirt,  und 
die  Grösse  t  ist  durch  /<  theilbar,  weil  der  Quotient  ^  oder  1/     eine  ganze  alge- 
braische, dem  Bereiche  {q)  entstammende  Einheit  ist. 

Wenn  man  in  der  Congruenz  (64)  des  §  14: 

( —  1 )  °  y  X  sin  am  {[lu,  A)  '^^  (]/  x  sin  am  {u,  y))"  (motl.  fx) 

das  Argument  u  gleich  K  setzt,  so  resultirt,  da  nach  § 24  von  Jacobi's  Fundamental) :     |J  ,. 
f.iu  =  nA  und  also: 

—  -(«-1) 

>  y  sin  am  (m,  y)  =  Yx,     Y X  sin  am  {/xu,  X)  =  ( —  1)  ■  Y ^ 


')  Jacohi,  Werke,  Dil.  I,  S.  108.  H 
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wird,  die  Congruenz : 

(66)  ^'J  =  {yxY  (mod./i), 

welche  für  die  Theorie  der  singulären  Moduln  von  wesentliclier  Bedeutung  ist. 

Um  den  Inhalt  der  Congruenz  (66)  für  den  Fall  n  =  3  näher  darzulegen, 
setze  ich,  wie  im  §  16  von  Jacobi's  Fuudamenta'):  x  =  u*,  /.  =  v*,  und  es  ist  dann 
nach  den  a.  a.  0.  gegebenen  Entwickelungen : 


V  +  '2U  4    _L   0,„3,,3  0.,„  .,1 


fi  =  -^— ,  v"  +  2w='ü='  —  2uü  —  u"  =  0, 


Es  besteht  daher  die  Gleichung: 

i/Ä _y:^^  ^  1^ (yi _ y~? - 2 (i  - y^x) f^, 

in  welcher  der  Factor  von  fi  auf  der  rechten  Seite  offenbar  eine  ganze  algebraische, 
dem  Bereiche  {q)  entstammende  Grösse  ist,  und  welche  daher  jene  Congruenz  (66) 
für  «  =  3  2X\x  Folge  hat. 

Setzt  man,  wie  oben,  für  eine  behebige  ungrade  Primzahl  n: 

Hl-i  =  n, 
so  führt  eine  Transformation  nter  Ordnung  von: 

y  X  sin  am  (^M,  A)    zu    "1  ;<  sin' am  (/<  /lu,  x). 

Es  ist  daher :  ,      .         ,  ,         \      j         —  •         /        x 

I /ismam  (// /<w,  x)     oder   "|  »csmam  (»«,  ;c) 

als  gebrochene  rationale  Function  von  KA  sin  am  (,«?i,  A)  so  darstellbar,  dass  der 
Zähler  vom  nten  und  der  Neimer  vom  (w  —  l)ten  Grade  \vird.  Dabei  ist  im  Zähler 
der  Coefficient  der  nten  Potenz  von  V X  sin  am  (/*«,  X.)  und  im  Nenner  der  davon 
unabhängige  Term  gleich  Eins,  und  die  übrigen  Coefficienten  sind  ganze  algebraische, 
dem  Bereiche  {q)  entstammende  Grössen.  Denkt  man  sich  nun  in  diesem  Ausdrucke 
die  Grösse: 

1  /_ *\  

yXsin  am  {^u,  X)  durch  die  Größe :  (—  1)  -  (/x  sin  am  («,  x)Y 


^)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  80.  H 
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ersetzt,  welche  ihr  gemäss  jener  Congruenz  (64)  vwdulo  fi  congruent  ist,  so  erhellt, 
dass  yy.  sin  am  (««,  >c)  im  Sinne  einer  Congruenz  moduh  fi,  als  gebrochene  rationale 

Function  von:  /  /-  ■         /       N\n 

(J  X  sin  am  (u,  x)) 

darstellbar  ist.  Nun  ist  aber  y  x  sin  am {nu,  x)  gemäss  der  Gleichung  (4)  des  §1 
gleich  dem  Bruche: 

wenn,  wie  dort:  yx  sin  am  {u,  x)  =  x  gesetzt  wird.  Dieser  Bruch  selbst  also  muss 
im  Sinne  einer  Congruenz  modulo  fi  sich  auf  einen  solchen  reduciren,  der  nur  die 
wten  Potenzen  von  x  enthält,  d.  h.  alle  diejenigen  Coefficienten  q?^^^,  wofür  2r  +  1 
nicht  durch  n  theilbar  ist,  müssen  durch  /«  theilbar  sein.  Diese  Coefficienten  q>^^ 
sind  aber  ganze  Grössen  des  natürlichen  Rationalitätsbereichs  (5);  sie  müssen  also, 
wenn  sie  durch  den  mit  p.  bezeichneten  algebraischen  Divisor  von  n  theilbar  sind, 
auch  durch  n  selbst  theilbar  sein.  Dieses  Resultat  kann  in  folgender  Weise  formulirt 
werden : 


(67) 


In  der  rationalen  Function  von  y  x  sin  am  u,  durch  welche  y  x  sin  axanu 
ausgedrückt  wird,  sind  alle  diejenigen  Coefficienten  durch  n  theilbar,  bei 
denen  der  Exponent  von  y  x  sin  am  u  die  Primzahl  71  nicht  als  Divisor 
enthält. 


In  der  Gleichung  vom  Grade  n" : 

[x  —  y;<smam '— 1  =  0  (*,/,'  =  o,i,...n-i) 

oder:  „:  „5-2  „■'-i  ,  ,  5   ,  3  ,  a     /     1  ,      ,\ 

sind  daher  die  Coefficienten  aller  derjenigen  Potenzen  von  x  durch  n  theilbar,  deren 
Exponenten  nicht  Vielfache  von  n  sind. 

So  ist  z.  B.  diese  Gleichung  für  n  =--  Z: 

a;"  — 6x*  +  iQx^  —  3a;  =  0 
und  für  n  =  ö: 

x^  —  50x"  +  UOpa;"  —  (160(?*  +  125)a;"  +  (64^'  +  868)3;"  —  (240?'  +  300)a;'' 
+  360ea;"  —  105a;*  —  SOpa;'  +  (10?''  +  62)3;^*  —  •l'dqx^  +  5x  =  0. 
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Setzt  man  zur  Abkürzung : 

so  ist  vermöge  der  Newton' scheu  Formeln  für  t  =  1,2,  .  .  .  ^  (»"  —  1): 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  ersch  Hessen,  dass  a^  durch  n  theilbar  ist,  wemi  alle  die- 
jenigen Grössen  a,  deren  Index  kleiner  als  t  ist,  durch  n  theilbar  sind.  Denn  unter  der 
angegebenen  Voraussetzung  ist: 

Da  mm  nach  dem  oben  entwickelten  Resultate  q>^  ^_^^^^0  (mod.  n)  ist,  sobald  nicht 

die  Zahl:  ,   i    i\    ,    i     j   •      2       o* 

2{v  —  J  +  1)  +  1 ,  d.  1.    n—  21 

durch  n  theilbar  ist,  so  zeigt  sich,  dass  für  alle  Werthe : 

t  =  1,2,3,  .  .  .-^  (»'  — 1) 
in  der  That  die  Congruenz : 

,„„,  V/    ■"  •  4hK  +  2h'K'i\'^i       „    ,        ,      . 

(68)  _^hy.smam '- j    =0(mod.  n)  (a,;,'  =  o,i,..  n-i) 

ii.h' 

besteht.  Diese  Congruenz  besteht  aber  auch  für  alle  grösseren  Zahlen  t;  denn  für  alle 
diese  Zahlen  t  gilt  die  Relation : 

aus  welcher  unmittelbar  hervorgeht,  dass  tr,  ^  0  (mod.  n)  ist,  wenn  cr,_j,  a^,,  .  .  . 
durch  n  theübar  sind. 

§18. 
Am  Schlüsse  des  §  8  ist  gezeigt  worden,  dass : 

-   .  4hmK  +  2h'mK'i 

i  xsui  am 

'  n 

multipHcirt  mit  einer  gewissen  Potenz  von  16(o-  —4)  sich  als  ganze  ganzzahhge 
Function  von  Vx  sin  am  '^^'^  "*"  ^^J^  und  0  darstellen  lässt.  Bedeutet  nun  g,  wie 
im  §  12,  eine  primitive  Congruenzwurzel  von  n,  und  nimmt  man  die  Grössen: 

-   .           4grK        -  .           4g-rK       /-   .           4o'rK                ■      •           4:g^-^rK 
1«  Sin  am  — — ,  ]  x  sm  am  -^ ,  y  y.  sm  am ,  .  .  .  ]  ä;  sm  am  — , 

TL  Ty  •o  '* 
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in  der  angegebenen  Reilienfolge,  so  ist  jede  ganze  cyklische  Function  derselben,  deren 
Coefficienten  ganze  Grössen  des  Bereichs  [q,  V xj  sind,  durch  einen  Ausdruck: 

^  c,  (^l- ;>«  sm  am -^^  - j  a  =  o,i,5,...) 

darstellbar,  und  die  Coefficienten  Ci ,  Cj ,  Cg ,  .  .  .  müssen  hierbei  Grössen  des  Bereichs 
(q,V x)  sein,  welche  in  ihrer  reducirten  Form  im  Nenner  nur  Potenzen  von  2,  q  —  2, 
e  +  2  enthalten.  Überdies  muss  der  Ausdruck  für  jeden  der  Werthe  r  =  1,  2,  .  .  n  —  1 
einen  und  denselben  Werth  haben,  und  man  kann  also : 

r  t 

dafür  setzen  oder:  i     \r! '•^      /   -.         ArK\i'  ,,_.„    „   ., 

n  —  \  .^J  .^LJ    3' \'  n   I  l  (  =  0,1,2,...     / 

r  / 

da  die  über  alle  Werthe  von  r  erstreckten  Summen  verschwinden,  wenn  der  Exponent 
ungrade  ist.  Die  hiermit  conjugirten  n  Grössen  sind: 

r  I  \(  =  0,1,S,   ..       / 

und  die  Gleichung  (68)  im  vorigen  Paragraphen  zeigt  also,  dass  die  Summe  aller 
n  +  1  conjugirten  Werthe  der  Grösse  ~-j  modulo  n  congruent  ist.  Wenn  Cq  =  0 
(mod.  n)  ist,  so  wird  die  Summe  der  n  +  l  conjugirten  Werthe  durch  n  theilbar,  und 
da  diese  Werthe  gemäss  den  in  den  §§12  und  13  enthaltenen  Entwickelungen  den 
Gattungsbereichen : 

angehören,  so  ergiebt  sich  als  Resultat  die  Congruenz: 

(69)  fix  +  fx^r^  +  y^^r^  -] +  /<„ _ ^ t„ _ ^  =  ü  (inod.  >i) , 

in  welcher  t  irgend  eine  ganze  Grösse  des  Bereichs  ((>,  y  y,  [ij  bedeutet,  und  unter 
i"o  ■^o  j  i"i  •'^1 5  •  •  •  die  mit  n  x  conjugirten  Grössen  zu  verstehen  sind. 

Entwickelt  man  das  Product: 

{z  -  (ir)  [z  -  n^x^)  {z  -  /«,T,)  ...{z-  /«„_iT,_,) 

nach  Potenzen  von  z  und  bezeichnet  die  dabei  resultirende  ganze  Function  von  z 
mit  T{z)  und  setzt: 

T{z)  =  0„-  0,.  -f  0/ 0,/  +  /  +  ', 
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SO  bestehen  die  Congruenzen : 

(70)  e^  =  0,    0„_,  =(),..  .0.,  =  üuud0„  =  ü  (mo(l.M)-     • 

Denn,  wenn  man  in  der  Congrnenz  (69)  die  Grösse  h"'-'^t"'  an  Stelle  von  r  setzt,  so 
zeigt  sich,  dass  alle  Potenzsummen  der  Wurzeln  der  Gleichung  r(z)  =  0  durch  n 
theilbar  sind,  und  die  Congruenzen  (70)  ergeben  sich  also  mit  Hülfe  der  Newton'' sckan 
Formeln. 

Nimmt  man  mm  t  =  1 ,  so  ist  nach  §  14  und  §  15 : 

e„  =  w.,    ö,  ^  n^fi^  .../<„_,=  //  (mocl.  //,) , 

und  da  nach  §  15  die  Grösse /t'  ein  algebraischer  Pr/M(divisor  und  von/«  verschieden 
ist,  so  kann  0i  nicht  durch  n  und  also  nicht  durch  n  theilbar  sein.  In  diesem  Falle 
sind  also  alle  Coefficienten  6,  mit  Ausnahme  von  d^ ,  durch  n  theilbar.  Es  wird  also: 

T{z)  =  z  (."  -  e)  ,     T'  (.)  =  c"  -  0^  (mod.  n)  , 

n  =  fifi ,     jj,  =  Q^  —  Q^IJt  -\-  ■  ■  ■  +  G„IJ^~   —  A*" ; 

die  Primzahl  n  ist  also  Theiler  der  Discriminante  von  T  (z)  und  demioch  als  Produkt 
zweier  von  einander  verschiedener  algebraischer  Primdi^äsoren  des  Gattungsbereichs 
{q,  x,  i.i)  darstellbar.  Dies  bildet  einen  Ausnahmefall  für  jenen  Satz,  dass  bei  der  Dar- 
stellung eines  Factors  der  Discriminante  als  Product  irreductibler  algebraischer  Divi- 
soren wenigstens  einer  derselben  mehrfach  vorkommt.*) 

Um  dies  näher  darzulegen  knüpfe  ich  an  die  Entwickelungen  im  §  25') 
meiner  citirten  Festschrift  an,  welche  die  Begründung  jenes  Satzes  enthalten.  Es  sei 
also,  wie  dort,  i^(.)i)  ==  0  die  Fundamentalgleichung  der  durch  ©  bezeichneten  Gat- 
tung imd  T  eine  irreductible  ganze  Grösse  des  Rationahtätsbereichs  (9i',3fl",3^"', . . .). 
Es  sei  ferner:  ^,^^^^  _  ^^  ^g,^„.  ^^^^^„^       ^^^^^_  ^^^ 

wo  /i  (5R),  /a  (5R),  ...  als  irreductibel,  im  Sinne  der  Congruenz  modulo  P,  vorausgesetzt 
werden.  Ist  nmi  einer  der  Exponenten  n^ ,  tu ,  .  .  .  grösser  als  Eins,  so  haben  offenbar 
F{^\)  und  F'())i)  einen  gemeinsamen  Theiler  modulo  P,  wenn  F'{i)i)  die  nach  3i  ge- 
nommene Ableitung  von  J  (JR)  bedeutet.  Sind  aber  sämmtliche  Exponenten  Wi ,  /tg ,  ... 


*)  Vergl.  §  18  meiner  Festschrift  zu  Hrn.  Kummer's  Doctorjubiläum.-) 

*)  Bd.  II,  S.  370  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  II,  S.  317  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

L  Kroneckei's  "Werke  IV  58 
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gleich  Eins,  so  können  F  (9?)  und  F'  (Si)  nur  dann  einen  gemeinsamen  Theiler  modido  P 
liaben,  wenn  «^ner  der  Factoren  /(9?)  einen  solchen  Theiler  mit  der  Ableitung  /'(9i) 
gemein  hat.  Dies  kann  aber,  da  /(3i)  irreductibel  ist,  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn 
f{m)  =  0  (mod.  P)  ist.*)  Setzt  man  nun: 

/OH)  =  A^m"'+A^m"'-'  +■■■  +  ^„,_,9?  +  -4,„, 

so  wird:  ^>^^^  ^  mJ.,r'-*  +  (m  -  1)  A^m"'-'  +  ■■■  +  A„,^„ 

und,  da  Aq  nicht  durch  P  theilbar  ist,  muss  m  0  (mod.  P)  sein.  Es  muss  also  die 
irreductible  ganze  Grösse  P  eine  gewöhnliche  Primzahl  sein,  welche  nun  mit  p  be- 
zeichnet werden  möge.  Alsdann  muss : 

(w — h)  A ^^  ^  0  {mod.  f)  (;,  =  o,i,2,..  ».-d 

sein,  und  da  m  ^s  0  (mod.  p)  ist,  so  können  nur 'diejenigen  Coefficienten  A,  deren  In- 
dex durch  p  theilbar  ist,  modulo  p  von  Null  verschieden  sein.  Die  Function /(^•If)  muss 
daher  einer  Function  (p  ($R'')  modulo  p  congruent  sein,  wenn  9^  [x)  eine  ganze  Function 
von  X  bedeutet,  deren  Coefficienten  ganze  Grössen  des  Rationahtätsbereichs 
(3?',  $R",  9?'",  .  .  .)  sind.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  wird  in  der  That/'(9f{)  =  0  (mod.  p), 
und  es  ergiebt  sich  also, 

dass  für  einen  irreductibeln  Factor  der  Discriminante  als  Modul  dann  und 
Tiur  dann  die  Darstellung  von  Fi^)  als  Product  von  lauter  verscJiiedenen 
irreductibeln  Factoren  möglich  ist,  wenn  jener  Modul  eine  Primzahl  p  und 
einer  dieser  verscliiedenen  irreductibeln  Factoren  eine  ganze  Function  von 
m"  ist. 

Für  den  Fall  des  absoluten  Rationahtätsbereichs  treten  an  Stelle  der  ganzen  Grössen 
des  mit  (ül',  9J",  9i"',  .  .  .)  bezeichneten  Bereichs  die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen. 
Alsdann  ist  auf  Grund  des  i^ermai sehen  Satzes: 

<pi)r)  =  i<Pm)"   (mo(l.p), 

und  eine  solche  Function  (p  (ß'')  ist  daher  modulo  p  niemals  irreductibel.  Jenes  aus- 
nahmsweise Verhalten  gewisser  Primfactoren  der  Discriminante  tritt  also  für  den  ab- 
soluten Rationalitätsbereich  niemals  ein. 

*)  Dieser  Fall  ist  von  mira.  a.  0.  §  25^)  der  citierten  Festschrift  übersehen  worden.") 

')  Bd.  II,  S.  370  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

*)  Vgl.  Zusatz  110  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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§19. 
Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Eigenschaft  der  Goefficienten  der 
mit  T(z)  bezeichneten  ganzen  Function: 

(2  -  ^)  {Z  -  /*„)  (z-fX,)...  {z  -  /^„_,) 

kann  mit  Hülfe  der  Ausdrücke : 


.:(o,2n.)       ^:(o.^^F) 


U.  =    +  n      \' ',        M,   =    ^^-^^ '-  (»  =  0,I,...n-l) 

direct  hergeleitet  werden.  ]\Ian  sieht  nämhch  zuvörderst,  dass  die  Goefficienten  von 
T{z)  ganze  ganzzahhge  Functionen  von  ^  sind;  denn  sie  sind,  wie  oben  gezeigt  wor- 
den, ganze  Grössen  des  Bereichs  (o,  ;<)  oder  [y.  H — ,  y\  und  sie  behalten  offenbar 

auch  für  e"''"  =  0,  also  für  x  =  0,  endhche  Werthe.  Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  für 
jede  ganze  Zahl  t  die  Entwickehmg  von: 

/^  -r  i«o  +  /'i  + i-  /*„-! 

nach  steigenden  Potenzen  von  e""  lauter  durch  n  theilbare  Goefficienten  hat.  Ist 
nun  der  Werth  dieser  tten  Potenz  der  n  +  1  Grössen  /i  gleich: 

«0  +  «i'*  +  a^H   +  •  •  •  -~  a^H, 

so  müssen  ersichtlich  die  ganzzaliHgen  Goefficienten  a^ ,  «i ,  «a  >  •  •  •  a^  sämmtlich 
durch  die  Primzahl  n  theilbar  sein,  damit  auch  hier  die  Entwäckelung  nach  Potenzen 
von  e"""  lauter  durch  n  theilbare  Goefficienten  habe. 

Aus  den  Gongruenzen : 

/*'  +  i"o  +  ^1  +  ■  ■  ■  +  i"l-i  =^  "  (mod.?;)  «  =  0,1,2,..  ») 

folgt,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  mit  Hülfe  der  A'^ett^ton'schen  Formeln,  dass  dieFunc- 
tionT(z),d.i.:  (.-^)(.-;.,)(.-^.)...  (.-;.„_,), 

sich  modulo  n  auf  eine  Function:        „  +  i      ^ 

z     -  e^z 

reduciren  muss,  in  welcher  6^  eine  ganze  Grösse  des  Bereichs  (y.)  bedeutet.  Dabei  kann 
61  nicht  dui'ch  n  theilbar  sein;  denn  sonst  würde  eine  Gleichung: 

bestehen,  in  welcher  /(,«o,  >'■)  eine  ganze  Grösse  des  Bereichs  («0,  y-)  wäre.  Die  Ent- 
wickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  e"""  würde  also  auf  der  rechten  Seite  lauter 

58* 
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durch  n  theilbare  Coefficienten  ergeben,  während  dies  auf  der  linken  Seite  nicht  der 
Fall  ist,  da  z.  B.  der  erste  Coefficient,  d.  h.  der  Werth  von  //q  für  y.  =  0,  offenbar 
gleich  Eins  ist. 

Bezeichnet  man  jetzt  das  Product:  (z  -- /i)(z  —  /io)(z  — /'i)  .  .  .  (z  — //„_i) 
als  ganze  Grösse  des  Bereichs  (z,  x)  mit: 

und  mit  Ti{z,  x),  T^iz,  x)  resp.  die  beiden  in  Beziehung  auf  z  und  x  genommenen 
partiellen  Ableitungen,  so  wird: 

dx~         T^(/,.,x)' 
^^  ^^^'  -  T^(ji,x)=  0,  (mod. //) 

ist,  so  zeigt,  sich ,  dass  'J"  sich  als  eine  rationale  Fimction  von  fi  und  x  darstellen  lässt, 
deren  Nenner  durch  den  Primdivisor  fi  nicht  theilbar  ist. 

Berücksichtigt  man  ferner  die  Relationen : 

2         nx  (l  —  X  )  dk  I 

H    =  — 7^ 5\^j— '    n  =  ua, 

"^  }(l  ;  2)     d  X  r-r    ' 

aus  denen  sich  für  den  Differentialquotienten  ^    der  Werth : 

A*A(1-A") 


ß'x{l-x^) 

ergiebt,  so  sieht  mau,  dass  auch  dieser  Differentialquotient  sich  als  eine  rationale 
Function  von  fi  und  x  darstellen  lässt,  deren  Nenner  durch  den  Primdivisor  /*  nicht 
theilbar  ist. 

§20. 
Jacobl  stellt  in  dem  oben  in  der  Einleitung  citirfcen  Aufsatze  eine  partielle 
Differentialgleichung  auf,  welcher  Zähler  und  Nenner  der  Transformationsformel 
genügen.  Wenn  nämüch,  wie  an  dem  bezeichneten  Orte : 

X  =  I  «  sin  am  {u,  x),      y  =  y  A  sin  ain  (jiu ,  A) , 

(a=0,I,...  3  ("-!)), 


«.  =  1/^:;'.  «4,.-«=^.''l/^ 
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gesetzt  wird,  so  wird  nach  Jacobi  die  partielle  Differentialgleichung : 

(72)  n  («  -  l)x^'  +  (w  -  1)  (qx  -  2a;*)  ^  +  {\  -  qx- +  x*)  ^~l  =  2»  [n''  -  4)  |^ 

ex  gj.-  (jQ 

sowohl  durch :  "STi        »-<>;  "^^        »/ 

2  =  ^  B^x"   ''  als  auch  durch:   ~  =  ^  ^a^"'  (A=o,i,...|(n-i)) 

h  U 

befriedigt.  Substituirt  man  nun  in  der  partiellen  Differentialgleichung  für  z  die  eine 
oder  die  andere  dieser  beiden  ganzen  Functionen  von  x,  so  ergiebt  sich  eine  und  die- 
selbe Beziehung  zwischen  drei  aufemander  folgenden  Coefficienten  B,  nämlich  die 
Gleichung : 

(73)  (2Ä+l)(2Ä+2)ß,^,+  ih{n-1}i)QB^+{n-^Ji  +  l)(n-2/(  +  2)ß^,_,=  2n(e^-4)B;, 
in  welcher  B\  die  nach  q  genommene  Ableitimg  von  B^  bedeutet,  und  welche  für  die 
,^r.  +  l)Werthe:  ;.  =  o.  1,  2,  .  .  .  |  (n  -  1) 

eilt,  wenn  darin  B.  und  B ,         gleich  Null  gesetzt  werden. 

Diese  Gleichung  genügt  offenbar,  um  —  wie  sich  Jacobi  a.  a.  0.  ausdrückt  — 
die  sämmtlichen  Coefficienten  B  zu  finden,  und  sie  soll  deshalb  als  „die  Jacobi'sche 
Recursionsformel"  zur  Bestimmung  der  bei  der  Transformation  der  elhptischen  Func- 
tionen auftretenden  Coefficienten  bezeichnet  werden.*) 

Eben  diese  Jacobi'sche  Recursionsformel  ist  es  nun,  aus  welcher  ich  jenes, 
im  §  14  entwickelte  und  dort  mit  (63)  bezeichnete  Hauptresultat  zuerst  abgeleitet 
habe,  und  ich  will  die  dabei  benutzte  ]\Iethode  nunmehr  auseinandersetzen. 

In  den  hier  im  Anschluss  an  Jacobi  gewählten  Bezeichnungen  kann  das  ab- 
zuleitende Resultat  dahin  formuhrt  werden, 

dass  der  Quotient  --^ ,  iüx  h  >  0,  eine  ganze  algebraische,  dem  Bereiche 
(o)  entstammende  Grösse  dar.steUt; 


*)  Die  Jocoft'i'sche  Recursionsformel  liefert  offenbar  auch  eine  Darstellung  jeder  Grosse 
Bf,  als  ganze  lineare  homogene  Fmiction  der  Grösse  Bq  und  ihrer  successiven  Differential- 
quotienten: B' ,  B" ,  .  .  .  B"'',  wobei  die  Coefficienten  ganze  Functionen  von  q  werden. 
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dasselbe  Resultat  kann  also  einfach  durch  die  Congruenz : 

(74)  ..  ß,=  0(mod.ß^^_^^)  (.  =  v.,..i(.-..) 

ausgedrückt  werden. 

Um  diese  Congruenz  zuvörderst  iüi  h  =  -^{n  —  3)  zu  erweisen,  setze  ich  in 
der  Jacobi' sehen  Recursionsformel  (73)  h  =  ^(n  —  1).  Dabei  ergiebt  sich  die  Re- 
lation: 2.3.ß.  +p(„_i)ß,  =2n{Q'-A)B\ 

und  hieraus  folgt  mit  Benutzung  der  Gleichung:  n  =  fifi'  die  Congruenz: 

(76)  3ß.  =//./i'((?'-4)ß',  fmod.ß,         \. 

^    '     •  -|-(«-3)      ^^^^  i<«-»l  i("-iV 

Da  nun,  wenn  zur  Abkürzung  "„  1/—  mit  y  bezeichnet  wird,  die  zwischen  ß ,         und 
Bo  bestehende  Relation  durch  die  Gleichung : 

dargestellt  werden  kann,  so  ist : 

i(«-i)  "dQ     '       ^     0   dg 


oder  unter  Benutzung  der  Gleichung:  B^  =  Vi'  ' 


Beide  Differentialquotienten  auf  der  rechten  Seite  sind  als  rationale  Functionen  von 
X,  x',  \/x,  y X,  f.1  so  darstellbar,  dass  der  Nenner  zu/<  prim  wird.  Denn  von  den  Diffe- 
rentialquotienten j~,  ~  ist  dies  oben  gezeigt  worden.  Der  Differentialquotient  ^- 

hat  den  Werth  -p — ,  die  Grössen  y  X  und  yx  sind  ganze  algebraische,  dem  Be- 
X  —  1 

reiche  (ß)  entstammende  Einheiten,  und  au  Stelle  einer  Potenz  von  A'  kann  im  Nenner 
eine  Potenz  von  x  eingeführt  werden,  da: 

1         1  n  ^2       4feK 


A' 


^^Y2  A^  a.m —r^  C/.  =  i,8, 


und  das  Product  auf  der  rechten  Seite  eine  ganze  algebraische,  dem  Bereiche  q  ent- 
stammende Grösse  ist. 
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ilan  ersieht  daher,  dass  «  B\  und  also,  wegen  der  Congruenz  (75),  auch 

3Ü,       _  sich  als  rationale  Function  von  x,  x  ,  Yx,  Y A,  ß  so  darstellen  lässt, 


,  c-s) 


dass  der  Zähler  die  Grösse  fi  B^  oder  die  damit  absolut  aequivalente  Grösse 
B .         als  Factor  enthält  und  der  Nenner  zu  n  prim  wird. 

Bezeichnet  man  diesen  Nenner  mit  N,  so  wird : 

es  wird  ferner,  da  der  Quotient  des  Divisors  von  B^         durch  Bf,  eine  ganze  alge- 
braische Grösse  des  Gattungsbereichs  (o,/^l/ .'-)  ist: 

iiV-B,         =0(mod.B,         ), 

^r  y.    -(„-3)       \^  i.(„_ii;' 

und  aus  diesen  beiden  Congruenzen  folgt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  >  3  ist, 
die  zu  erweisende  Congruenz : 

(76)  B,         =0/mod.  ß,         \. 

Für  Ä  =  g  («  —  3)  liefert  die  Gleichung  (73)  folgende  Relation: 

(77)  10  B ,  =uu  (q-  —  4:)  B\  (mod.  B,  \. 

Da  der  Quotient  der  Division  von  ß,    _    durch  B^   _    gemäss  der  Congruenz  (76) 

eine  ganze  algebraische,  und  zwar  dem  Gattungsbereiche  U,^]/^  j  oder  (p,  x,  /<)*) 
angehörige  Grösse  ist,  so  kann  derselbe  in  der  Form : 

dargestellt  werden,  wo  i?(/<,  o,  x)  eine  ganze  ganzzahlige  Function  von  /<,  q,x  be- 
deutet. Denn,  wenn  man  jenen  Quotienten  mit  Q  und  die  n  übrigen  conjugirten,  den 
Werthen  /<o  >  /'i ,  •  •  •  /'«-i  entsprechenden  Grössen  mit  (^o ,  öi  >  •  •  -Qn-x  bezeichnet,  so 
R     bestimmt  sich  eine  ganze  Function  von  z,  welche  für : 


*)  Vergl.  die  Auseinandersetzungen  am  Schlüsse  des  §  13. 
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beziehungsweise  die  Werthe : 

qT^{^i,x),Q,T^(fi,,K),Q,T^{[i,,x),...Q^^_^T^{n.^_^,x) 

annimmt,  mittels  der  iagrrawj/e'schen  Interpolationsfoimel  als  ganze  Function  »ten 
Grades  von  z,  deren  Coefficienten  ganze  ganzzalilige  Functionen  von  q  und  x  sind. 
Bezeichnet  man  dieselbe  mit  R{z,  q,  x),  so  wird  also: 

und  folglich: 

B'^^^_^^T^{^l,y:)  =  -B^^^_^T[  {fi,x)  +  B',^^_^Ri,^,Q,x)  +  B,^^^^R'{fi,Q,x), 

wo  die  oberen  Striche  durchweg  die  nach  q  genommenen  Ableitungen  bedeuten.  Aus 
diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  bei  Anwendung  der  Congruenzen  (75)  und  (76),  dass 
der  Quotient: 

und  also  wegen  der  Congruenz  (77)  auch  der  Quotient: 

10  ß,  T,{u,x) 


als  rationale  Function  von  /<,  x  dargestellt  werden  kann,  deren  Nenner  zu  n  prim  ist. 
Da  nun  T^  (/<,?<)  nach  §  19  zu  //  prim  ist,  so  muss  auch  der  Quotient: 

5ß, 


(n-l) 


sich  als  ganze  Function  von  /< ,  x  so  darstellen  lassen,  dass  der  Nenner  zu  /t  prim  ist. 
Es  muss  also  eine  Congruenz : 

5ß,         ^  =  0/1110(1.0,         \ 
-!('■- B)  V  v("-')/ 

bestehen,  in  welcher  A^  zu  [i  prim  ist,  und  aber  auch  eine  Congruenz: 

u\/^B,        =0(mod.  ß,         V 
weil  der  Quotient  der  Division  von  Z?,         durch  B^  eine  ganze  algebraische  Grösse 
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des  Gattungsbereichs  (o,/il/  '  )  ist.  Aus  diesen  beiden  Cougruenzen  folgt  nun  un- 
mittelbar, wie  oben,  dass:       ß  ^^  0 /mod  B  \ 

v("-5)"~        \  '        -i-(n-l)j 

sein  muss,  wenn  n  >  5  ist,  und  man  erschliesst  genau  in  derselben  Art  weiter,  dass 

auch  für  alle  Indices :  i  i 

h  =±(n-7),   2(n-9),...l 

die  C'ongruenz  (74)  besteht. 

§21. 
In  den  vorhergehenden  Paragraphen  ist  n  als  Primzahl  vorausgesetzt  worden. 
Bedeutet  aber  uumnehr  /(  eine  beliebige  ungrade  Zahl  und  wird  für  die  Transforma- 
tion nter  Ordnung:  -  .         ,  -  . 

°      a;  =  1  K  sin  am  {Ji ,  y-j ,  y  =  }  /  sin  am  (fiu ,  /.) 

(r  =  0.1,2,...-l-(n-l)) 


Sra:^'^' 


r 

gesetzt,  so  ist  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  t  ,         =1,  und  die  übrigen  Coeffi- 

cienten  t   sind  sämmthch  ganze  algebraische,  dem  Bereiche  {o)  entstammende 
Grössen,  da  sie  ganze  ganzzahüge  Functionen  der  Grössen : 

4hK  +  2h'K'i 

1  ;<smam 

n 

sind.*)  Setzt  man  nun  noch  zur  Abkürzung: 

r  r 

2ji-2r  +  l)rX'=  P',      2(n-2r-r)rX-'-'=Q' 

r  r 

(r  =  0.1,2,...i(n-l)), 

so  wird  einerseits :  ^         p'o—PO' 

andererseits : 


dx        f^Y   y.y    i_ei2+x*         Q^   f     "■    V  l-ox^  +  x" 

und  es  resultirt  daher  die  Gleichung: 

'il(P*  _  oP'Q'+Q')  =  (1  -  ox^+  x*)(P'Q  -  PQ'f. 


*)  Yergl.  die  Formel  (54)  im  §  12. 

li  Kroneckerä  Werke  IV  59 
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Setzt  man  liierin  x  =  0,  so  zeigt  sich,  dass  --—  =  r,^  ist.  Demnach  wird: 
{\  -Qx-  ^  x'){P'Q  -  PQj:^  0  (inod.  T^) , 
und  man  gelangt  somit  zu  der  bemerkenswerthen  Congruenz : 

(78)  P'(?-PQ'=0(mod.  T„). 

Substituirt  man  in  dieser  Congruenz  für  P,  P' ,  Q,  Q'  die  obigen  Ausdrücke,  so  kommt: 
^(■2r  +  2s  +  2  -  /Ot^t^.j;"  +  ''-''^'  =  ü  (luud.  r„)       (.,,  =  o,i,...  i-(n-i)), 

und  endlich,  da  nach  der  Formel  (27)  des  §  4  das  Product  säm.mtlicher  Grössen: 

,/-  .  4hK  +  2h'K'i 

l/;<Sinain O,, l,'=0,\. ... n-l  aamer  h  =  h  =0} 

'  n 

den  absoluten  Werth  m  hat  und  t„  gleich  dem  Product  von  n  —  1  dieser  Grössen,  also 

«  EE  0  (mod.  T„)  ist:  -^i 

^('-  +  «  +  l)T,r,=  0  (mod.  T„), 

wenn  die  Summation  auf  alle  diejenigen  Werthe  r,  s  =  0,  \,  .  .  .  „  («  —  1)  erstreckt 
wird,  wofür  die  Differenz  r  —  s  einen  festen  Werth  hat.  Diese  Congruenz  kann  daher 
in  folgender  Weise  dargestellt  werden : 

(79)  ^C2r  +  h  +  1)T  T,^,=  0  (niod.  r„)  (,=o, i. 2,... l (.-»-/,), 

r 

in  welcher  sie  für  alle  „-  ("■  "H  1 )  Werthe : 

7t  =  ü,  1,2,  ...-2(n-l) 
Geltung  liat. 

Aus  der  Congruenz  (79)  ist  zu  erschhessen,  dass  für  eine  Primzahl  n: 

(80)  r^EE,  0  (mod.  t„)  (r  =  0, 1,  s, . . .  }  („  -  s)) 

ist.  Denn  wenn  man  das  Bestehen  dieser  Congruenz  für: 

r  =  0,1,2,  ..  .  ^-(w  -3)  -/i 

voraussetzt,  so  werden  in  dem  8ummcnausdruck  auf  der  linken  Öeite  der  Congruenz 
(79)  die  sämmtlichen,  den  Werthen : 

r  =  0,1,2,  ..  .  l{n  —  2)  —h 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  467 

entsprechenden  Terme  congruent  Null;  es  bleibt  daher  nur  der  dem  Werthe 
r  =  2  ('*  —  1 )  —  /*  entsprechende  Term  übrig,  und  da  für  diesen  Werth  von  r  der 
Coef ficient  t,  ^  ^  den  Werth  Eins  hat,  so  resultii-t  die  Congruenz : 

Der  Modul  Tq  ist  ein  algebraischer  Divisor  der  Primzahl  n,  und  es  ist  daher 
g{n  ~  h)^  1  (mod.  t^),  wenn  die  ganze  Zahl  g  so  gewählt  wird,  dass  gh  i-  l  ^0 
(mod.  n)  mrd.  Hiernach  wird  endlich : 


q(n  —  }t)r,  ^  T,  ^Ofmod.  tJ, 

und  die  Congruenz  (80)  erweist  sich  also  in  der  That  auch  für  r  =  .,  (/i  —  1)  —  /i  als 
gültig. 

Die  hier  gegebene  Entwickelung  enthält  eine  neue  (dritte)  Herleitung  jenes 
HauptresultatS;  welches  im  §  14  hervorgehoben  und  mit  (63)  bezeichnet  worden  ist; 
denn  eben  dieses  Hauptresultat  ist  vollständig  in  den  ^\n  —  1)  Congruenzen  aus- 
gedrückt, welche  durch  die  Congruenz  (80)  dargestellt  werden,  wenn  man  darin  der 
Reihe  nach  ?•  =  0,  1,  2,  .  .  .  ^{n  —  3)  setzt. 

§  22. 
Um  die  Jacoii'sche  Recursionsformel  (73),  nach  Jacohi?,  eigenem  Vorgange, 
auf  die  Multiplicatton  der  elhptischen  Functionen  anzuwenden,  braucht  man  darin 

n'  statt  n  und  ferner  B.=]n,B,  =  nfn 

zu  setzen.  Gemäss  der  Multiplicationsformel  (4)  im  §  1  wird  dann: 

B    _.  +  X  =    ^nr^o  (r  =  0,l,2,...,..=|(„=-3)), 

und  diese  Relation  gilt  dann  auch  für  r  =  »»  +  1,  wenn  ?'„  ,^,  =  1  genommen  wird. 
Substituirt  man  diese  Werthe  der  Coefficienten  B  in  der  Formel  (73),  so  geht  die- 
selbe in  folgende  über: 

(81)  {n'--2r){n'-2r  -\-  l)<p„^,._,  ^  (»r-  2r  -  l)(2r  +  l)Qcp^^ 

-{-C2r+  2)  (2r  +  3)9>„  ,.^,  =  2/r(e^  -  4),/ , , 

welche  für:  n   i    ->  1/2      ■,\ 

r=  0,  1,2,  .  .  .-2-(«'—  1) 

59* 
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gilt,  wenn  darin:  =  0,    «<    ,  =0 

und  für  alle  Werthe  von  r:  j„ 

'         TUT 

gesetzt  wird.  Da  die  Grössen  cp^^^  und  also  auch  die  Grössen  y/ ^  (janze  Grössen  des 
natürlichen  Rationalitätsbereichs  (g)  sind,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (81)  die  Con- 
gruenz : 

(82)  2j-(2r  -  1)9,,^,^,  -  (2r  +  l)-^9>„^  +  (2r  +  2)  (2r  +  B).;,^^^^,  =  0  (mod.  >r). 

Diese  Congruenz  vereinfacht  sich  in  formaler  Hinsicht,  wenn  an  Stelle  der  Coeffi- 
cienten  9'^^^  selbst  die  Grössen  (2r  +  l)?^,,,.  eingeführt  werden.  Setzt  man  nämhch: 

(2r  -L-  1)9',,,=  V,,,, 
so  geht  die  Congruenz  (82)  in  folgende  über: 

(83)  2ry.,_,._i  -  i^r  +  l)ef^^  +  (2r  +  2)^^_^^,=  0  (mod.  n'). 

und  diese  Formel  bietet  eine  vollkommene  Analogie  mit  einer  Recursionsformel 
dar,  welche  zwischen  drei  aufeinander  folgenden  Kugeljimctionen  besteht. 

Setzt  man  nämlich  in  üblicher  Weise : 

— =r  =  ^  P'''H^q\z"'  (r  =  0,l,2,...ininf.) 

und  dif ferentiirt  die  identische  Gleichung : 

nach  z,  so  kommt : 

2V'(>  ß)(2r/'-^  -  (2r  +  1)^/'-+^  +  (2r  +  2).^^+')  =  0, 

r  =  0 

und  hieraus  geht  unmittelbar  die  Recursionsformel : 

(84)  2rP'^-'\l  g)  -  (2r  +  \)qP%q)  +  (2r  +  2)P'^^"(^  q)  =  0 
hervor,  welche  für  y  =  0,  1,  2,  ...  in  inf.  Geltung  hat. 

Bezeichnet  man  nun  zur  Abkürzung  (—1)"  mit  e  und  die  l^ifferenz 

ewP'''^(  2  Qj  —  ip„,.  mit  A^,,  so  wird  A^  =  0,  da  9?,^^,  -^  en  und  P'^H  ^e)  ^  ^  ^^^-  Wegen 
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der  Congruenz  (83)  und  der  Gleichung  (84)  besteht  ferner  für  die  Grössen  zl^  die 

Relation:  ,,    ,  ,,        ^^    >       ,,        ^,  .  ^  /      ,     "x 

2r/l^_j  -  (:2r  ^  l)oA^  +  {2r  +  '2)A^^^=0  (raod.  n), 

und  zwar  schon  für  den  Werth  /■  =  0,  wenn  J_i  gleich  Null  gesetzt  wird.  Hieraus  er- 
scMiesst  man  unmittelbar,  dass  die  Grössen  Ao,Ai,A2,  ...  sämmtlich  congruent 
Null  sind,  so  lange  der  Index  nicht  mit  n  einen  gemeinsamen  Theiler  hat.  Die  Con- 
gruenz : 

(85)  V„r='>'  ■?"■'(-!?)  oder  {2r  +  l)cp^^  =  snP^'-f^e)  (mod.  »-) 

besteht  daher,  wenn  n  Primzahl  ist,  für  alle  Werthe  von  r,  die  kleiner  als  n  sind. 
So  ist,  um  ein  Beispiel  anzuführen,  für  n  =  5 : 

5<p.^,  =  5  (16,=  -f  62)  =  5P'=>(|,)  =^  5  .  I (f  -  |), 
7^,3=-7.80,^5P<^'(^,)^54(^;-fj), 

und  die  Congruenzen  sind  hier  sämmtlich  modulo  25  zu  nehmen. 

Gemäss  der  Definition  der  Kugelfunction  P''^{  ^  s)  ^^^  Entwickelungscoeffi- 
cient  ist:  „     ,>/i    \       •^n  i       «^ 

wo:  _  (2r  — 2fc)! 

c.  — = 


A        ;!!(r  — fe)!(r  — 2/j)! 

ist.  Da  nun  Ch  als  der  Coefficient  von  x'y'"''z~'''  in  der  Entmckelung  von 
{x  +  y  -\-  z)"""""*  aufgefasst  werden  kann,  so  erhellt,  dass  2'' F'^^i^-^Q^  eine  ganze 
Grösse  des  Bereichs  {q)  ist.  Durch  die  Congruenz  (85)  wird  es  also  in  Evidenz  gesetzt, 
dass,  wie  schon  oben  gezeigt  worden  ist,  die  ersten  ^{n  —  \)  Coefficienten  der  ]\Iulti- 
plicationsformel  (4),  nämlich: 

durch  n  theilbar  sind,  wenn  n  Primzahl  ist.  Aus  derselben  Congruenz  geht  ferner  her- 
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vor,  dass  der  folgende  Coefficient,  nämlich : 

durch  n  nicht  theilbar  ist.  Denn  sonst  müsste  jener  Congruenz  gemäss  P''Tr,  Qj  für 
r  =  -g  (n  —  1)  durch  n  theilbar  sein,  während  doch  für  diesen  Werth  von  r  der  Zähler 
von  cgieich:  ^n  -  ^Ih  -  1)\ 

wird,  also  für  keinen  der  Werthe  von  h  die  Primzahl  n  als  Theiler  enthält. 

Dass,  wie  hier  dargethan  worden,  für  eine  Primzahl  n  der  mit  0    ,  be- 

zeichnete  Coefficient  der  Gleichung  0„{x)  =  0  nicht  congruent  Null  modulo  n  ist, 
lässt  sich  auch  direct  erschliessen,  wenn  man  denselben  durch  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 0  (x)  =  0  ausdrückt.  Alsdann  wird  nämhch  w    ,  gleich  der  Summe  der 

Producte  von  je  n"  —  n  der  Grössen: 

.-   .           4hK  +  2h'K'i 
yx  sin  am 


n 

und  unter  diesen  Producten  ist  offenbar  nur  das  eine : 


(/i, *'  =  (),  l,...n  — 1), 


nn^  'ihK  +  ^h'K'i  //,  =  o,i,2,  -.n-i\ 


h         K 


welches  nicht  eine  der  Grössen :  .         ^j^j^ 

\  H  sin  am 


(/,  =  1,  2,. ..»-!) 


als  Factor  enthält.  Es  besteht  also  die  Congruenz : 

_TTrT-.~-           4;^A'^-2;^'/s:'t  //,  =  o,i,2,...„-i\ 

<?    1  ^     ,,--  I  I  I  11  xsmam ,.    .  ,              I 

^",  ;(n-l)           ±±11'                                            n  \/i'  =  l,3,...n-l     I 


für  den  Modul:  _  ^j^ 

y  X  sin  am  — , 


n 


und  da  für  denselben  Modul  auf  Grund  des  Additionstheorems: 


\hK-\-2h'K'i  .  2h'K'i 

am  am ^  sm  am 

n  n 


und  also:  _  TT/       •         ^VA-'n« 


(*'=!,  2,.    .n-1) 


ist,  so  wird  ersichtlich,  dass  0    ,         nicht  durch  l^x  sin  am  "  ^  und  also  auch  nicht 
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dui-ch  n  theilbar  sein  kann.  Denn  sonst  müsste  für  einen  der  Weithe  von  h': 

1  ><sinam     ^  0  Iraod.  |//isiiiam       1 

sein,  und  da  die  beiden  Grössen  yx  sin  am"  ^  und  l/«  sin  am '  in  der  durch  sie 

repraesentirten  Gattung  P/Zwidivisoren  sind,  so  müssten  sie  einander  absolut  aequi- 
valent  sein.  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  habe  ich  schon  oben  im  §  15  nachgewiesen. 

XII. 

In  meiner  Mittheiluug*)  vom  22.  Januar  1863  ,,über  die  Auflösung  der 
Pe/Z'schen  Gleichung  mittels  elhptischer  Fimctionen"  habe  ich  eine  Formel  an- 
gegeben, welche  —  wie  ich  schon  dort  hervorgehoben  habe  —  die  Grundlage  aller 
meiner  damahgen,  die  Anwendung  der  elhptischen  Functionen  auf  die  Theorie  der 
binären  quadratischen  Formen  betreffenden  Untersuchungen  bildete.  Dieselbe  For- 
mel erweist  sich  aber  als  wichtig  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  selbst, 
da  sie  deren  Darstellung  in  einer  neuen  bemerkenswerthen  Gestalt  ergiebt. 

• 

Um  diese  zu  entwickeln  knüpfe  ich  an  die  im  Sitzungsbericht  vom  26.  April 
1883")  abgedruckte  und  dort  mit  (J)  bezeichnete  Formel: 


(1 )  log  yl  (CT ,  T ,  ii'j ,  w^)  =      ^_^     lim  ^ 


(a  m'  -\-  b  m  n 


an,  welche,  wie  ich  schon  a.  a.  0.  erwähnt  habe,  mit  jener  im  ^lonatsbericht  vom 
Januar  1863  angegebeneu  Formel,  abgesehen  von  den  Bezeichnungen,  überein- 
stimmt. Die  Fimction  A  auf  der  linken  Seite  ist  durch  den  Ausdruck : 

definirt  und  demnach  auch  gleich : 

(t--T+ 4-)("'i  +  "ri)-ii  TT/'  3(71«.,  +  jricj  +  toj.-rA    /  2  (,i  ir.  +  t  r  u7,-(-<r),-n\ 

(3)  e'  ^'  1 1\^  ^^  )  \1  —e  ), 

f   n 

wenn  die  Multiphcation  auf  die  Werthe  e  =  -f-  1,  —  1  und  für  e  =  +  1  auf  die 

*)  Monatsbericht  vom  Januar  1863.^) 

1)  Bd.  IV,  S.  219  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

-)  Bd.  W,  S.  361  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronccker's  Werken.  H 
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Werthe  0,  1 ,  2,  3,  .  .  .,  für  s  =  —  1  aber  nur  auf  die  Werthe  n  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  erstreckt 
wird.  Die  Grössen  a,  r,  a,  b,  c  werden  als  reell  und  den  Bedingungen: 

a  >  ü,  f  >  0,  ine  —  b->0 
genügend  vorausgesetzt;  die  Grössen  Wi,  w.2,  sind  durch  Gleichungen: 

—  b  +  i\yÄ\  b  +  i\yÄ\  .  .  ,2 

gegeben,  und  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (1)  ist  auf  alle  ganz- 
zahligen ,  positiven  und  negativen  Werthe  von  m,  u  mit  alleiniger  Ausnahme  des 
Systems  m  =  0,  ?i  =  0,  auszudehnen. 

Der  Geltungsbereich  der  Formel  (1)  erstreckt  sich  noch  weiter.  Die  Grössen 
a,  h,  c  können  complexe  Werthe  haben,  die  aber  gewissen  im  I.  Abschnitt  meiner 
Mittheilung  vom  19.  April  1883^)  angegebenen  Beschränkungen  zu  unterwerfen  sind. 
Versteht  man,  wie  a.  a.  0.,  unter  w^ ,  w^  irgend  zwei  complexe  Grössen,  für  welche 
die  reellen  Theile  von  u\i  und  to^i  negativ  werden,  und  setzt: 

tt'   «;„                         10,  — •  «)„                          — •  1 
(4)  . =  a.  -i ,     -    - , =  h,.i, , —  =  c„  i , 

so  dass  Wi  und  —  uu  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

werden,  so  besteht  die  Gleichung: 

(•5)  log  A(a,r,  u\ ,  «',)  =  ^-  hm  >    - — ^-— ■ -^-— , , 

welche  mit  der  Formel  (1)  übereinstimmt,  wenn  in  dieser  die  Werthe: 

substituirt  werden. 

Die  Gleichung  (5)  findet  sich  schon  im  IV.  Abschnitte  meiner  oben  erwähnten 
Mittheilung  vom  19.  April  1883^^),  wo  sie  mit  (®o)  bezeichnet  und  an  die  Bedingung 
der  Realität  von  ao,ho,  Co  geknüpft  erscheint.  Indessen  ist  leicht  zu  sehen,  dass  ihr 
Geltungsbereich  sich  auch  auf  complexe  Grössen  ao,ho,Cg  der  oben  angegebenen 


')  13(1.  IV,  S.  351  dieser  Avisgabe  von  L.  Krone.cl-er'a  Werken.  H 

-)  Ikl.  IV,  S.  ;i60  dieser  Ausgabe  von  L.  Krowcker's  Werken.  H 
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Beschaffenheit  erstreckt.  Denn  für  derartige  Grössen  ao,&o,^o  ^^'ar  im  I.  Abschnitt 
jener  Mittheilung  die  Gleichung  (?()  entwickelt  worden,  aus  welcher  dann  mittels 
zweier  verschiedener  Methoden  in  den  Abschnitten  IV  und  V  die  Gleichung  (5)o)  her- 
geleitet worden  ist.  Diese  ^lethoden  bleiben  aber  durchaus  anwendbar,  wenn  die  erst 
im  art.  IV  eingeführten  Beschränkungen  für  ao,bo,  Co  fallen  gelassen  und  nur  die  ur- 
sprünglich für  die  Geltung  der  Gleichung  (9()  im  art.  I  aufgestellten  Bedingungen 
festgehalten  werden. 

§1- 

um  mittels  der  Formeln  (1)  und  (5)  zu  einer  Darstellung  der  eUiptischen 
Functionen  zu  gelangen,  benutze  ich  die  hierfür  besonders  geeignete  im  §  4  des  vori- 
gen Abschnittes*)  eingeführte  Bezeichnung: 

(6)  Ei(-2- c,  -^-wj  =  j-^^-^^  -      i:(-ire'-'"cos2;^     ' 

deren  Beziehung  zu  den  Jacofci'schen  Bezeichnungen  in  den  Gleichungen : 

El  (4  C ,  I  iv]  =  l/>^  sin  am  {2KC,h),     yy.  =  El(\,    l- w] 

(7)  \-        -  ^^ 

•2K  =  n[&^{0,  w)Y,   10  =  -j^i 

enthalten  ist.  Hiernach  wird  nämhch  vermöge  der  durch  den  Ausdruck  (2)  gegebenen 
Definition  von  A  {a,r,  u\ ,  ii'a)  '• 

(8)  El  [l  {a  -f  T  w^) ,  I  ivA  El    ;  (CT  -  r  «g ,    J-  w,)  =  -^ 1  \  ' 


und  es  findet  sich  also  ein  Product  zw^eier  elhp tischer  Functionen  El  durch  einen 
Quotienten  zweier  Functionen  A  ausgedrückt.  Aus  der  Formel  (ö)  resultirt  demnach 
die  Gleichung: 

(9)  \ogEl[-^{a-]-rw^),  -^w^)n{^{a  -  T«g,  ^u',)  =  -  -hm^   — ■ —^. 

(m  =  0,  +  1,  +  2,   +  3,    ..;  i  =  +  1,   +  S,  +  5 ,  .  .) 

und  diese  kann,  wenn         „-._„      ^-t  —  ;>      r  t  —  r 


*)  Sitzungsbericht  vom  29.  .Juli  1886.  i) 

')  Bd.  IV,  S.  401  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronec];er's  Werken.  H 

L.  Kronecker'B  Werke  IV  60 
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gesetzt  wird,  in  folgender  Weise  geschrieben  werden : 

(10)     logElf  J  (a  +  T»-0.   ;  «':)ei(;  (a  -  rw,),    '  lA  =  ~  lim  ^- ^ -,— • 

Die  Summation  ist  liier  auf  alle  ganzen  Zahlen  m  von  —  oo  bis  +  oo  und  auf  alle 
positiven  und  negativen  ungraden  Zahlen  v  zu  erstrecken;  die  Grössen  a  und  r  sind 
als  reell  vorausgesetzt,  die  complexen  Grössen  'ic\  und  «'.,  sind  nur  der  Bedingung 
unterworfen,  dass  die  reellen  Theile  von  w^  i  und  w,  i  negativ  sein  müssen,  und  die 
Grössen  a  ,b  ,  c  sind  dadurch  vollkommen  bestimmt,  dass  erstens  rv,  und  —  Wa 
die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung : 

a    +  h  «■  +  c  iv-  =  0 

werden  sollen,  dass  zweitens :         ,  ,2 

ia  c_  —  0    =71 


n    rt 


und  drittens  der  reelle  Theil  von  c^  positiv  sein  soll.  Denn  vermöge  der  ersten  beiden 
Forderungen  bestimmen  sich  a^ ,  h^ ,  c^  durch  die  Gleichungen : 

—  iw,W7l  —ilw—w)ji  iji 

ea    = ~- ,    eb„=  — !^^-j ?^,    £c„  = , (.  =  ±i), 

«  «)j  +  iOj  «  «'j  +  10.^  "        n\  +  Wg 

und  der  Werth  e  =  +  1  bestimmt  sich  durch  die  dritte  Forderung  und  durch  jene 
Bedingimg,  dass  die  reellen  Theile  von  Wii  und  uyI  negativ  sein  sollen. 

Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  cos  2{ma  +  vr)7i  +  i  sin  2{7na  +  j't).t  an 
Stelle  von  e^(""'  +  -'"',  so  kommt: 


(10*)  logEl(;  (.  +  r.,).   i->l(-;  (.  -  Tug.    :  «J  =  -  Hm  ^ ^^^_^j!!t^±Ul 


cos2(m(T  +  vT)n 


und  wenn  man  nun  von  den  Logarithmen  der  elhptischen  Functionen  El  zu  den 
Functionen  selbst  übergeht,  so  resultirt  die  Gleichung: 


(11)  El(^(a  +  TU,,),  lnAE\(lia-rw,),  J,.,)  =  lim  jTJc -('""'"  ^ ""'"■■  ^^'"^ 

's'  ~~  ^  jn,  \ 


'■\  ^  COS *i  (m  o  +  j'  r)  ;r 


in  welcher  das  Product  zweier  elliptischen  Functionen  El  durch  ein  zweifach  un- 
endhches  Product  dargestellt  erscheint,  und  zwar  so,  dass  darin  sowohl  die  Periodi- 
citätseigenschaften  der  elliptischen  Functionen  als  auch  diejenigen,  welche  sich  auf 
deren  Transformation  beziehen,  unmittelbar  in  Evidenz  treten. 
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Die  Periodicitätseigenschaiteri  der  elliptischen  Functionen  El,  wie  sie  im 
§4  des  vorigen  Abschnittes*)  in  den  Gleichungen  (22)  und  (22*)  angegeben  sind, 
werden  durch  die  Relationen : 

E1(^(<T  +  1  +  rw),    l  w)  =  -  El(^  (er  +  riv),  ^^w) 

El  f-^  (a  +  (t  +  l)w) ,    l  wj  =       El  ( 2  (^  +  T«-) ,    l  w) 

dargelegt.  Das  die  hnke  Seite  der  Gleichungen  (11)  bildende  Product  der  beiden 
eUiptischen  Functionen  muss  also  vermöge  deren  Periodicitätseigenschaften  unge- 
ändert  bleiben,  wenn  a  und  r  um  ii'geud  welche  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  ver- 
mindert werden,  und  dabei  bleibt  in  der  That  jeder  einzelne  Factor  des  Products  auf 
der  rechten  Seite  ungeändert. 

Die  lineare  Transformation  der  eUiptischen  Functionen  EliC,  n  ^)  ^ii'd  ge- 
mäss der  Gleichung  (23^)  im  §4  des  vorigen  Abschnittes**)  durch  die  Relationen: 

,              au-   —2a'             ,           aw   -\-1a'  ,  <.         ^ 

Wj  =  — Y^ ,    w^  =  ^j ,     aß   —  a  ß  =  \ 

a  =  aa  -\-  la  r ,     r  ^  -^  ßa  -{-  ß  r 

El(>  {a  +  t'u/),  -liv\)  =  r-^^'+""'-^El(|(a  +  rw,),  ^w,) 

El(-^(a'-rV,),  l|.:)  =  r^^«'-'"''-'El(A(a-rm,),  ^  w,) 

ausgedi'ückt,  in  denen  «,  «',  .,  /?,  ß'  ganze  Zahlen  bedeuten.  Da  also  ß  grade  ist,  müs- 
sen vermöge  der  Gleichungen  aß'  —  a'ß  die  Zahlen  a  und  ß'  ungrade  sein.  Das  Product : 

El (2  («^  +  ^w-'i) ,    2  "''1) ^^ (2  {'^  —  '^ "'2) '  Y "''2) 

muss  daher  ungeändert  bleiben,  wemi  man  die  Grössen : 

a,  r,  Mj,  w^ 
durch:  >     ,      r      , 


*)  Sitzungsbericht  vom  29.  Juli  1886.  i) 
**)  Sitzungsbericht  vom  29.  Juli  1886. 2) 

')  Bd.  TV,  S.  402  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronwkcr's  Werken.  H 

')  Bd.  R',  S.  402  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' s  Werken.  H 

CO* 
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ersetzt,  d.  h.  wenu  man  das  System  der  Grössen: 

(or,  T,  a^,  b^,  cj 
durch  ein  anderes :  ,  ,     ,     ,    ,t     ,x 

ersetzt,  welches  mit  dem  ersteren  in  einer  solchen  Beziehung  steht,  dass  die  quadra- 
tische Form:  „       ,  „ 

durch  die  Substitutionen: 

X  =  ax  +  -^  ßij ,    II  =  2ux  +  ß' tj 

in  die  Form :  f    ,2      ,t    t  i        ,    i-^ 

a  X    -\-  b  x  II  -\-  f  II 

überseht  und  zugleich :  ,  ,  f        ,  , 

°  °  ax  -\-  Tij  =  a  X  -\-  r  y 

wird.  In  den  beiden  Producten: 

n—(n^in^  +  h^jnr-hc„v-)  ^  C082(7;ia  +  rr);r        "r~T     ~  (a'^m'- +  b\m' r' +  c'^v"'\c092{m' a  +  v' r):T 

i't,  »'  m\  v' 

(m,i;,'=0,  +  1,  +  2,  ...;    v,  .'=  +  1 ,  +  3,  +  5,  ..  ) 

ist  daher  jeder  Factor  des  ersten  mit  demjenigen  des  zweiten  identisch,  welcher  durch 

die  Gleichungen:  ,  \  o        '  ^  '      , 

m   ^  p  m  —  cy  ßv ,     V  =  —  z a  m  +  « )' 

bestimmt  wird. 

§2. 
Um  die  Formeln  (10)  und  (11)  in  den  Joco&i'schen  Bezeichnungen  darzu- 
stellen, setze  ich  gemäss  den  oben  unter  (7)  gegebenen  Bestimmungen: 

El  ( ,^  (o-  +  T  lüj) ,    2  wA  =  ]/kj  sin  am  (^2  (ct  +  t  ii\)  K^  ,>«,), 

El  (  ^-  (ff  —  T  tt'2) ,    ,-,  «'2J  =  Yk^  sin  am  (2 («t  —  t  w.^  K., .  x.,) , 


(12) 


l^l(i.     l^''r)=^yx,'^Hl'    i"'2]  =  V'<.' 


1  /2Ä, 


/2K, 


n     '       ■'^   '      ^'         '       n 


K'  K' 


W^=  J.H,    W^=  j^'i. 
1  i 
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Alsdann  gehen  die  Formeln  (10)  und  (1 1)  in  folgende  über: 

logl/;«^;«jSinam  (2(ctA',  +  rK[  i).  ;<,)  sin  am  (^((t/C  —  tA'1  i),  ;<,) 

(^^)  _  __  ,.      "y         cos2(>»or+ vt).t 

iiiii  ^^^  -       ^  j  i^„' 

;'  =  "  m, .   («,»»"  +  h^mv  +  c^v  ) 

]/j<j?<ä  sin  am  (2(a/!Lj  +  r/t,  i),  ;<,)  sin  am  ('2{(T  A',  —  t  A'l  t) ,  y..\ 

(m  =  0,  +  l,  +  S,...;.  =  +  1,  +  3,  +  ä,...) 

Setzt  man  hierin  ct  =  ^  ,  t  =  0,  so  kommt: 

(15)       \  log  ;.j  y..^_  =  lim  |  2' -. .      ,      \       ".rr?,  -  2 ] 


(16)  |/p<jP<,  =  lim''' 


Cc<,i  =  +  l,  +  3,  +  5,...;y  =  0,  +  2,  +4.  +  6....) 

Die  Grössen  a^,  6^,  c^  sind  hier,  wie  oben,  durch  die  Bedingungsgleichungen: 
".T  +  ^-r"^!  +  '^.7"''i  =  0,    a,  —  t^iüj  +  c^w\  =  0,    4a^c,  —  h\  =  .t" 
mit  den  Grössen  w^ ,  Wa  verbunden.  Setzt  man  nun: 

,         a !(!,  +  /?         ,            au;.,  —  ß 
(17)  W,   =  — ^^. ,    Wo  =  ^ — r^  («(J-/?y  =  i), 

wo  a,  6  ungrade  und  /S,  y  grade  Zahlen  bedeuten,  und  bestimmt  die  Grössen  o!„,b'^,  c'^ 
mittels  der  Gleichungen: 

'       ,      1  '        '      ,         '13  ,-,  '  7  '        '       ,         '        '  i'  /-i       <      '      '  !  '  2  2 

«T    -^    ^«^"l    +    '^^"'l       =    0'     "«    —   ^^'^S    +    ^.■z'^2      =    Ö'     •^".T''.t  —   ^,T     =    =^     ' 

so  wird:  ^  •  »        ,    ,s        ,    ,  ,       ,   ,ä 

'^J  +  ^«9'^  +  c,»-'  =  ö.!,!/"  +  h'Jv\  +  c.^r,'-\ 
wenn  die  Zahlen ,«',  v',  g»',  v\  aus  den  Zahlen /i,  r,  g,  r,  mittels  der  Relationen: 

yv  -\-  ö  jx  =  jx ,   av  -{-  ß /.i  =  v 
y V,  +  dg  =  g',   av^+  ßg  =  v\ 
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bestimmt  werden.  Da  ß,  y  grade  sind,  werden  offenbar/«',  v  ,  v\  ungrade  und  g  wird 
grade.  Die  in  der  Gleichung  (16)  enthaltene  Darstellung  von  l/xi><2  als  Function  der 
beiden  Wurzehi  der  Gleichung: 

ö    +  h  w  +  cw^  =  0 

setzt  demnach  jene  Eigenschaft  der  Unveränderhchkeit  bei  linearen  Transforma- 
tionen (17)  in  Evidenz. 

Um  ganz  bei  den  Jötco&i'schen  Bezeichnungen  zu  bleiben,  muss  man  sich  die 
Grössen  o,,  b^,  c^  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (16)  durch  die  Gleichungen: 

aj^l  +  hKJi[i  -  cji';  =  0,  ajC  -  hKjQ  -  c^K';  =  0,    4fl^c^  -  K  =  ^' 
bestimmt  denken,  in  denen  K^,  K\,  K,,  K[,  die  Integrale: 


/d(p  f dy /  ä(p  I     ^  dq> 

0  0  0  "  0  '  ' 

bedeuten. 

Man  kann  nun  y-i  und  h^  einander  gleich  nehmen.  Die  Grössen  a^,  h^,  c^  be- 
stimmen sich  dann  in  folgender  Weise : 

71 K'      ,  „  nK 

""^  =  2jr'  ^^  =  ^'  '^  =  2i^' 

und  die  Gleichung  (16)  ergiebt  daher  folgende  bemerkenswerthe  Darstellung  von 
Y  y.  als  doppelt  unendliches  Product: 

ATA"  -  ,  _  1  _  o 

/lo\  *  t/~  1-       .",  V  //<,i  =  +  1, +  3, +  6,  ...\ 

j  =  0  ~  (a-'.'j'  +  A-'.')  ^  -        -         - 

in  welcher  mit  K,  K'  wie  bei  Jacobi  die  Integrale: 

/d<f  I  äcp 

0  0 

bezeichnet  sind. 
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§3. 

Um  ein  einfaches  Beispiel  zu  wählen,  setze  ich  y.  =  \  \  und  also  K  =  /v'. 
Alsdann  resultirt  aus  der  Formel  (18),  dass  das  doppelt  unendHche  Product: 

|19\  ?L» /  .7  =  0.+S,  +  4,   ...     \ 

^  ±a^^,.=)-i-f  U,.«.-±..±3,±5,...; 

sich  für  0  =  0  dem  Grenzwerth  2  nähert.  Dies  soll  jetzt  direct  nachgelesen  werden. 

Bedeutet  (/.,,«)  das  Werthsystem  für  irgend  einen  bestimmten  Factor  des 
Nenners,  so  ist  entweder  ^  (/  + ,«)  oder  .5^  (A  —  ,«)  eine  grade  Zahl.  Es  sei  nun  e  =  +  1 
und  ^  (A  +  £/<)  eine  grade  Zahl.  Alsdann  kann  man  setzen: 

jedem  System  (g,  v)  eines  Factors  im  Zähler  des  Productes  (19)  entspricht  demnach 
eines  von  zwei  Systemen  (/.,  ,w)  der  Factoren  im  Xenner,  und  zwar  so,  dass  die  Re- 
lation : 

ö  +  "-  =  .,  (/.-  -  ,«-) 
imd  daher,  wenn  /(x)  irgend  eine  eindeutige  Fimction  von  x  bedeutet,  die  Gleichimg: 

besteht.  Hier  erstreckt  sich  die  Summation  links  auf  alle  graden  Zahlen  g  und  alle 
ungi'aden  Zahlen  v  von  —  00  bis  -1-  co,  rechts  auf  alle  positiven  und  negativen  un- 
graden  Zahlen  /,  aber  nur  auf  alle  positiven  ungraden  Zahlen,«.  Die  Gleichung  kann 
daher  auch  so  geschrieben  werden: 

•20)  2f(g^  +  /)  =2'/ (^(^•' +  .«'))  (       -»•±^-±V-A 

fr  t7  U,u.r=U3,-o.-..  I 

Der  Logarithmus  des  Products  (19)  wird  gleich  der  Differenz  zweier  doppelt  unend- 
lichen Reihen: 

'^ir;f(g'+-y^'     ^^^J^^+i^'y^'         LJ=l?.l':."l' 
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welche  mit  Benutzung  der  Relation  (20)  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  kann : 

(2^-1)-"^ ^ (x.,,  =  l,3.5,...). 

Die  zu  beweisende  Gleichung  karm  daher  in  der  Form : 

geschrieben  werden,  und  diese  Gleichung  geht,  wenn  man  sich  den  Factor  2"  —  1 
rechts  nach  Potenzen  von  q  entwickelt  denkt,  in  folgende  über : 

(22)  .  l=^limpy ^ (;.,,,  =t,3, 5,...). 

Diese  Gleichung  kann  nunmehr  mit  Hülfe  des  von  Dirichlet  aufgestellten  Theorems*), 
oder  auch  mittels  jener  Methode  verificirt  werden,  welche  ich  in  meiner  Mittheilung 
vom  12.  Mai  1864  angewendet  habe.**)  Die  letztere  Methode,  welche  ich  hier  be- 
nutzen will,  beruht  auf  der  üblichen  Art  der  Summation  von  Reihen  mit  Hülfe  von 
Integralen. 

Da  nämhch  offenbar  die  Ungleichheiten : 

,11  +  2 

1 <A    f d_. 1 

1 <    / ^f <^_ 

(Aä  +  i)i  +  ?  ^J  ix'+xy  +  V^X'^'^ 

bestehen,  so  ergeben  sich  für  die  Siimme  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (22) 
die  Ungleichheitsbedingungen : 

-1_    ,     /*_     Al ^o^  1  ^  1  I      r         dx 

(/,  =  I.  3.  5,  .  .  .) 


*)  Eecherches  sur  diverses  applications  de  Fanalyse  infinitesimale  a  la  tlieorie  des 
nombres,  §  1.  Crelle's  Journal,  Bd.  XIX,  S.  326.  i) 
**)  Monatsbericht  vom  Mai  1864.2) 

')  G.  Lejeune-Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  415f.  H 

')  Bd.  IV,  S.  '227  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckcr's  Werken.  H 
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welche,  wenn  x  =  /.z  gesetzt  wird,  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  können: 


-1       ,    _J:       f  dz  y 1 1 _1_  r dz 


Der  Grenzwertli 

(23) 


^'^.^'Slr^J.^v^, 


muss  hiernach  nüt  dem  Grenzwerth : 


(24) 


1  ,.  'Vi/'  dz 


(i,^  =  l,S,5....) 


W  =  l,3,5,...) 


Übereinstimmen.  Nun  resultirt  bei  nochmaliger  Anwendung  obiger  Methode  die  Un- 
gleichheit : 

1  r  dx      y_j^  <  1  +  >-  r  ^-  u=..s,5, ..,, 


aus  welcher  immittelbar  erhellt,  dass: 


|„^^,^2'7^?  =  T 


(i  =  l,3,5,...) 


ist.  Hiernach  wird  der  Grenzwerth  (24)  und  folghch  auch  der  Grenzwerth  (23) 
gleich: 


71 

16' 


und  die  Gleichung  (22)  ist  also  vollständig  verificirt. 

§4. 
Gemäss  den  im  art.  IV  enthaltenen  Ausführungen*)  kann  in  den  obigen 
Formeln  überall  unter  den  Summen-  und  Productzeichen  p  =  0  gesetzt  werden, 
wenn  die  Summation  und  Multiphcation  in  geeigneter  Weise  erfolgt.  Dies  lässt  sich 
an  der  mit  (14)  bezeichneten  Formel  so  darlegen,  dass  das  Product  zweier  eUipti- 
scher  Functionen : 

Vx^x,  sin  am  ['2,{aE^  +  tK'J)  ,  «J  sin  am  (2(ffZj  —  rK'j) ,  j«,) 


*)  Sitzmigsbericht  vom  26.  April  188:3.  i) 

')  Bd.  rV,  S.  357 ff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher's  Werken. 

L.  Kronecker'8  "Werke  IV 
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sich  in  das  doppelt  unendliclie  Product: 


(25) 


lim  lim  /  le 


.  (a^  m'  +  h^  m  (2  7!  +  1)  +  c„  (2  n  +  1)')-  1  cos  'J  (in  n  +  (■_'  tj  +  1)  r) 


r  =  oo,  3  =  CO 


entwickeln  lässt. 


(ni  =  0  +  1,  +  2, . .  .  +  r ;  n  =  0,  +  1,  +  2, .  .  .  +  ») 


Wird  hierbei  a  =  „ ,  t  =  0  gesetzt,  so  resultirt  die  Formel: 

'^  ^  /,  =  ±l,±3,±6....±(2r+l)A 


(26) 

und  wenn  nun,  wie  oben 


71 K'       ,  „  nK 

n         1K  '        -7  '        f        2A' 


genommen  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Modul  y.  die  Productentwickelung : 

^^^^^limlim/T---'"''""^'"""'"'        /.  =  ±^.±3.±^...±(-.i)A 


Hieraus  geht  für  x  =  y  „  die  Gleichung : 

7, 


— -^, 


/m  =  0, +1, +  ä,...  +  r\ 
\7i  =  0,  +  1,  +  2,  . .  .  +  jj 


hervor,  welche  eine  merkwürdige  Zahlenrelation  enthält. 

XIII. 

Im  Verfolg  der  Untersuchungen,  über  welche  ich  in  der  Classensitzung  vom 
31.  Januar  d.  J.^)  vorgetragen  habe,  bin  ich  zu  überraschend  einfachen  Resultaten 
gelangt,  welche  den  Inhalt  meiner  verschiedenen  auf  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  bezügüchen  Mittheilungen")  vom  29.  October  1857,  vom  26.  Juni  1862, 
vom  22.  Januar  1863  und  vom  30.  Juh  1885  in  erwünschtester  Weise  vervollstän- 
digen und  ergänzen.  Es  ist  namentUch  die  für  die  Theorie  der  singulären  Moduln 
wichtige  Aufgabe  der  Ermittelung  des  Grenzwerthes  von : 


1  +  1  y 


m,  71  \a  m  -\-  binii  -f-  cn  ) 


(i/i,  71= +  1,  ±2, +  3,...) 


')  Bd.  IV,  S.  471  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  177,  S.  '207,  S.  219  ii.  S.  :iG3— ;J79  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.        H 
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für  5  =  0,  deren  vollständige  Lösung  mir  jetzt  geglückt  ist,  während  ich  niicli  noch 
in  der  Mittheiluiig  vom  30.  JuH  ISSS'^)  damit  begnügen  musste,  den  Grenzwerth  in 
dem  Falle  zu  bestimmen,  wo  a,  b,  c  reelle  ganze  oder  rationale  Zahlen  sind.  In  der 
That  habe  ich  auch  erst  aus  meinen  neueren  Studien  über  die  eigenthche  Bedeutung 
des  Irrationalen*)  die  Überzeugung  geschöpft,  dass  die  vor  vier  Jahren  bei  Behand- 
lung jener  Frage  noch  festgehaltene  Unterscheidung  sich  bei  genauerer  Untersuchung 
als  unwesentlich  erweisen,  und  \aelmehr  eine  allgemeine  und  vollständige  Bestim- 
mung jenes  Grenzwerthes  möglich  sein  müsste;  dies  hat  sich  vollkommen  bewährt, 
imd  ich  will  im  Folgenden  die  Methode  auseinandersetzen,  mittels  deren  mir  die 
Werthbestirmnung  gelimgen  ist. 

§1- 
Ich  beginne  mit  der  Herleitung  der  Transformationsformel : 

»i,  n  771,  n 

(»l,Jl=0, +1, +  ä,  +  3,    ..), 

welche  weiterhin  gebraucht  wird.  Sie  findet  sich  für  den  besonderen  Fall,  wo  Oo  >  ^o  >  Co 
reell  und  beide  Grössen  a,  t  gleich  Null  sind,  schon  im  art.  VI  meiner  Mittheilung 
vom  30.  Juh  1885  angegeben  und  ist  dort  mit  (%")  bezeichnet.^) 

In  der  Formel  (1)  haben  ao,bo,  Co,  u,  a,  z  folgende  Bedeutung.  Erstens  sind 
«0!  &o>  Co,  wie  im  art.  I  meiner  Mittheilung  vom  19.  April  1883*),  durch  die  Glei- 
chungen: ^        y^^i  _{w^-w^         _^ 

bestimmt,  in  denen:  ^^,  ^^    ^^,  ^ 

als  complexe  Grössen  mit  negativen  reellen  Theilen  vorausgesetzt  sind.  Die  Grössen 
Wi  und  —  W2  sind  demnach  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung : 


*)  Zur  Theorie  der  allgemeinen  komplexen  Zahlen  und  der  Modulsysteme,  Sitzungs- 
bericht vom  26.  Juli  1888. 2) 

•)  Bd.  IV,  S.  376  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher's  Werken.  H 

')  Bd.  HI,,  S.  1  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

=)  Bd.  I\',  S.  363  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' fi  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  350  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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deren  Discriminante:  ,  3. 

den  Wertli  —  1  hat.  Zweitens  ist  ■?*  eine  complexe  Grösse  mit  positivem  reellen  Theil, 
und  es  sind  drittens  a,  t  beliebige  reelle  oder  complexe  Grössen. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  für  die  Wahl  der  Grössen  a^,  bo,  Cq,u  an- 
gegebenen Bedingungen  zur  Convergenz  der  Reihen  in  der  Formel  (1)  nöthig  und 
hinreichend  sind.  Denn,  wenn: 

gesetzt  wird,  so  müssen  gemäss  jenen  Bedingungen  x\  und  ■Wa  positiv  sein.  Nun  wird 
der  reelle  Theil  der  quadratischen  Form  mit  complexen  Coef ficienten : 

gleich  der  quadratischen  Form  mit  reellen  Coefficienten : 

((^I  +  ^D^8  +  ("a  +  'o^v^^'  —  2(m^^3  —  'u-„yi)xy  +  jv,  +  P3V 

und  diese  ist,  wenn  Vi  und  v^  positiv  sind,  eine  positive  Form. 

Zur  Herleitung  der  Formel  (1)  benutze  ich  die  Relation: 

(2)  ^e    ^^  ^      ={y-,oi)^e^     '> 

n  I 

(';  =  0,  +  ),  +  S,  +  3, . . . ;  r  =  +  1,  +  3,  +  5, . . .) , 

welche  die  Transformation  der  einfachen  i?-Reihen  enthält,  und  welche  ich  genau  in 
dieser  Form  im  art.  III  meiner  Mittheilung  vom  19.  April  1883  angegeben  habe.*) 

Nimmt  man  zuvörderst: 

"'  =  2^'    V  =  ni\ui  +  r  +  ^. 
so  gellt  die  Reihe  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  in  folgende  über: 

Ik2p„mJ^^ 

(m=0,+  l,  +  2,  +  3,...;  >•=+!, +  3,  +  . '.,...), 


')  Bd.  IV,  S.  355  (lieser  Ausgabe  von  I,.  Krojieclcer's  Werken.  H 
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welche,  wenn  darin  .,  (1  —  »•)  =  n  gesetzt  und  von  der  Relation: 

•ia^Oo  —  fco  =  1 
Gebrauch  gemacht  wird,  auch  in  der  Form : 

/t  /      1       \    •^n     --^ +  (2(l-  — (r  +  it)    m.Ti-- (r  +  n' 

(3)  (1/2^)2«  "         ^  "•  '  ""  (-,.n  =  0,±,,±..±3,.., 

0  m,n 

dargestellt  werden  kann. 

Nimmt  man  ferner  in  der  Relation : 

(2*)  2j^  ={}    -Wi)2j«  (m  =  0,+  ,,+  S,+  3,.  .). 


welche  mit  der  obigen  Gleichung  (2),  abgesehen  von  der  Bezeichnung,  vöUig  überein- 
stimmt: 2c  J  6„  1 


SO  geht  die  Reihe  (3)  in  die  folgende  über : 


3h 


(«0  (*  +  n?  -  »0  («  +  ")  (0  +  "■)  +  Co  (n  +  m)') 


(m,n  =  0,+l,  +  2,+  3,-..), 


welche  die  rechte  Seite  der  Transformationsformel  (1)  bildet;  die  beabsichtigte  Her- 
leitung dieser  Formel  ist  also  in  der  That,  und  zwar  nur  durch  zweimahge  Anwendung 
der  Relation  (2),  erfolgt. 

Um  die  Transformationsformel  (1)  in  derjenigen  Gestalt  zu  haben,  in  welcher 
sie  im  Folgenden  gebraucht  wird,  setze  ich : 

"  2.-t 

und  sondere  auf  jeder  der  beiden  Seiten  der  Gleichung  (1)  dasjenige  Güed  ab,  für 
welches  m  =  n  =  0  ist.  Ich  bezeichne  ferner  die  beiden  zu  einander  „reciproken" 
quadratischen  Formen: 

beziehungsweise  mit:  ,,      ,      ,'/  -  '\ 

Alsdann  erscheint  die  Formel  (1)  in  folgender  Gestalt: 


IA\  Sri     f(m,n)  Hmn  +  nT)Hi  _  ^    _    2jl      log/  ^"''■'   _    2.T:     "^  ^logj 


i  n-  „.  i"- 

logz 


e 
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die  Summationen  sind  hier  auf  alle  ganze  Zalilen  m,  n  von  —  cxj  bis  +  oo  mit  allei- 
niger Ausnahme  des  Werthsystems  m  =  0,  w  =  0  zu  erstrecken,  und  z  bedeutet  eine 
Grösse,  deren  absoluter  Werth  kleiner  als  Eins  ist. 

§2. 
Nunmehr  soll  der  Grenzwerth  ermittelt  werden,  welchen  der  zur  Abkürzung 
mit:  -r/„   ^  ^\ 

ZU  bezeichnende  Ausdruck^): 

annimmt,  wenn  die  Grössen  q,  a,  r  sich  der  Null  nähern.  Dabei  werden  Q,a,  r  als  reell 
vorausgesetzt,  und  q  überdies  als  positiv. 

Zu  dem  angegebenen  Zwecke  führe  ich  zuvörderst  für  die  beiden  zweifach 
unendlichen  Reihen,  in  welchen  die  Summationen,  wie  durchweg  im  Folgenden  auf 
alle  ganzen  Zahlen  m,  n  von  —  c»  bis  +  oo  mit  Ausschluss  des  Werthsystems 
m  =  0,  n  =  0  zu  erstrecken  sind,  in  Dirichlet'schev  Weise  Integral-Ausdrucke  ein, 
und  zwar  mittels  der  Gleichlingen : 

1 

%-— t  „2(771  a -hnr)  ;T[  /*  m    ■ 

"I-  »  Q         VI,  n 

Alsdann  zerlege  ich  jedes  dieser  beiden  Integrale  in  zwei,  von  denen  das  eine  sich  nur 
von  0  bis  zu  irgend  einem  echten  Bruche     ,  das  andere  von  —  bis  1  erstreckt.  End- 

S  S 

lieh  wende  ich  auf  die  beiden  Reihen : 

771,  n  771,77 

welche  unter  den  von  bis  1  erstreckten  Integralen  vorkommen,  die  obige  mit  (4) 
bezeichnete  Transformationsformel  an. 


')  Vgl.  Zusatz  111  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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Nach  Ausfülirung  der  angegebeneu  Operationen  erscheint  die  Function 
T{o,  a,  t)  als  ein  Aggregat  folgender  sieben  Ausdrücke: 


2 


5 


0        "'•" 
4«= 


1        '">" 
1 


r{\  +  Q)J  Zj^  l'°g.j  logz' 


l        7«,  n 
1 


^'^/K^) 


1  "■ 


l0g/'(<7,r)    +   y 


Setzt  man  also  zur  Abkürzung : 

0       '">« 

1 

0       '"> " 
1 


I  <J  log  2 
log2    ' 
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«.-^ä\-v>/2«*'''"'"'(n.+.)-K-:-r) 


dlogz 
logz  ' 


7[i 


diogi 


so  wird: 


1 
T{e,  a,  r)  =  F  +  P^  +  Q  +  Q^  +  R  -  B^  +  log/' (a,  t)  +  -i 


§3. 
Der  reelle  Theil  von  f(m,  n)  ist,  wie  schon  im  §  1  hervorgehoben  worden, 
für  alle  Werthsysteme  m,  n,  über  welche  sich  die  Summationen  erstrecken,  positiv; 
man  kann  also  eine  reelle  positive  Grösse  p  so  wählen,  dass  auch  die  Differenz : 

—  p+  /(w,n) 

in  ihrem  reellen  Theile  positiv  ist.  Dann  kann,  da : 

z        dlosz  =  —  z   '^  ■'^  '    dz 
o  p 

ist,  der  mit  P  bezeichnete  Intfgi-alausdruck  in  folgender  Form  dargestellt  werden: 

i 

s 
1  /    ^r    2(mo  +  l.r);I^  1  1  ,- P +/('".«),;  J 


3  {7n  a  +  n  r) ;!  t 


Hierin  kann  ferner,  da  /(m,  n)  =  /( —  w,  —  n)  ist,  der  Exponentialausdruck  e 
durch  cos  2  (mff  +  nr)7i  ersetzt  und  die  Differenz: 

cos2(«io-  +  nr)ji  —  1 
auf  die  Form:  ^^ ^^^^  ^^^  ^^  ^^  ^  ^^  ^.^^^  ^^^  ^^  ^^ 

gebracht  werden,  in  welcher : 


■  2 


9?  =         sinmcTTrcosMTTrsin  (ma  +  117)71, 

2 

y  =  —     cos  man  sin  n  tti  sin  (//t  a  -\-  n  r)  n 
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ist,  so  dass  97  und  rp  für  alle  Wertlic  von  a  und  r  endlich  bleiben.^)  Der  mit  P  bezeich- 
nete Ausdruck  wird  hiernach  gleich : 

i.  .  ■  ^ 

und  da  offenbar  sowohl  der  mit  a  als  auch  der  mit  r  multiplicirte  Integralausdruck 
für  alle  Werthe  von  a  und  r  endlich  bleibt,  so  nähert  sich  der  eine  der  beiden  Theile, 
in  welche  P  hier  zerlegt  ist,  mit  absolut  zunehmendem  a,  der  andere  mit  absolut  ab- 
nehmendem T  dem  Grenzwerthe  Null,  und  es  ist  daher : 

(5)  lim  P  =  ü. 

0=0 
'  =  0 

Um  den  Grenzwerth  von  Pi  für  q  =  0  z\i  ermitteln,  benutze  ich  die  Glei- 
chungen: 


r{l+Q)  =  l+g  r'(l  +  Öq),     (log  I)-  =1+5  (log^    ''log log 


in  welchen  P'  die  Ableitung  von  F  bedeutet  und  d,d[  positive  echte  Brüche  sind. 
Dann  wird  Pj  gleich : 

und  da  jeder  der  beiden  mit  o  mulitiplicirten  Theile  für  beliebig  kleine  positive  Werthe 
von  Q  offenbar  endlich  bleibt,  so  ergiebt  sich  das  Resultat: 
(6)  limPi  =  0. 


,j  =  0 


Zur  Bestimmung  des  Grenzwerthes,  welchen  ^  für  ct  =  0,  t  =  0  annimmt, 
mache  ich  von  der  Gleichung: 

F{x  +  a,y  +  t)  —F{x,  y)  =  aF^{x  +  d^a,  y  +  s^r)  +  rF^{x  -f-  8„(7,  y  +  £^t) 

Gebrauch,  in  welcher  Fi,Fi  die  beziehungsweise  nach  x  imd  y  genommenen  Ab- 
leitungen von  P(a-,  ?/)  und  ^i ,  £1,^2.  £2  positive  echte  Brüche  bedeuten.  Benutzt  man 
nämhch  diese  Darstellung  der  Differenz  F{x  +  a,y  +  t)  -~F{x,7j)  für  die  der 
Differenz:  4„=  ,  t^t^ 


')  Vgl.  Zusatz  112  am  Ende  dieses  Bandes. 
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welche  unter  dem  Integral  Q  vorkommt,  so  wird  Q  gleich  dem  Aggregat  der  beiden 
Ausdrücke:  1 


1  7/i,  n 

1 


log«' 


-  r  /  ^  (2a„(n  +  .,t)  -  /,„(,«,  +  d,a))  c'°«  ^  d         - 

j^  7/1,  n 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  ö^,  £1,^2,  f 2  >  clie  als  Bezeichnungen  positiver  echter 
Brüche  eingeführt  worden  sind,  hier  Functionen  von  m,  n,  a,  r,  z  bezeichnen,  deren 
Werthe  stets  in  dem  Intervalle  von  0  bis  1  bleiben. 

Bedeutet  nun  p'  eine  positive  Grösse,  für  welche  der  reelle  Theil  der  Differenz : 

—  p'  +  f'{m  +  a,n  +  r) 
bei  allen  in  Q  vorkommenden  Werthsystemen  m,  n,  und  wenn  a,  t  in  beliebig  klein 
anzunehmenden,  die  Null  einschliessenden  Grenzen  bleiben,  positive  Werthe  hat, 
so  lassen  sich  die  beiden  Ausdrücke  in  folgender  Form  darstellen : 


1 

1      "*»" 
1 


\  7»,  71 


und  es  zeigt  sich  hierbei,  dass  sowohl  der  mit  a  als  auch  der  mit  t  multiplicirte  Aus- 
druck für  beliebig  kleine  Werthe  von  a  und  t  endlich  bleibt.  Es  wird  hiernach: 
(7)  Umg  =  0. 


0  =  0 

T=0 


Um  endHch  noch  die  Gleichung: 

(8)  lim  Qj  =  0 

(,=0 

in  Evidenz  zu  setzen,  braucht  man  nur,  wie  oben,  die  Differenz : 

r{\  +e)-(iog|f, 

welche  unter  dem  Integral  von  ^1  vorkommt,  in  der  Form : 

gr'{\^dQ)-Qi\og\f'\0g\0g\ 
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und  demgemäss  Qi  als  Aggi-egat  der  folgenden  beiden  Ausdrücke  darzustellen : 


491 


12 


,'og 


'-  (-P'+/('",n)) 


logzde  ^°^' , 


,   ^   ,  3  log  loglog   -de         , 


denn  in  beiden  Ausdrücken  ist  n  mit  Functionen  von  q  raulitplicirt,  welche  offenbar 
für  Q  =  0  endliche  Werthe  haben. 

§4. 
Nach  den  im  vorigen  Paragi-aphen  erlangten,  mit  (5),  (6),  (7),  (8)  bezeich- 
neten Grenz werth-Besti m m imgen  füi-  P,  P^ ,  Q,  Qi  ist  der  Grenzwerth,  welchen : 

für  e  =  0,  0  =  0,  T  =  0  annimmt,  gleich  Null.  Da  nun  gemäss  der  Formel  am 
Schlüsse  von  §  2 : 

T{o,a,z)  =  P  +  P^  +  Q  +  Q^  +  R  -  B^  +  log/'((T,T)  +  | 
war,  so  ist: 
(9)  lim  T{Q,a,  x)  =  lim  (e  —  ß^  +  ~  +  log/' (ff,  t))  . 

0=0  0  =  0  '^  S 


11  =  0  0=0 

r=0  «=0 


Nun  war  im  §  2 : 


B 


-m 


plog 


-/io,f) 


iTl     """  log  2 


d\ogz. 


s 


gesetzt  worden ;  es  ist  daher : 


1 


4,1' 


B 


—  1  /'-i-  -/("f)  1 

1 


^^  =  T(lVi)[2^^('°^^)"^  +  7(^«^^)^' 
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also :  1 

'     In'' 

lim  (B-K,+   l)  =  -  log  log  6-  +  r'{\)  +  fc '"«''''"''"  d  log  log  |. 
Setzt  man  in  dem  letzteren  Integral: 

—  log» 

z  =  e    '    , 
so  geht  dasselbe  in  folgendes  über : 


Je      '°'"     ^d\ogx, 


welches  nichts  Anderes  als  der  negativ  genommene  Integrallogarithmus  von  < 
lind  also  in  übhcher  Weise  mit :  /    4  a^/  ( o,  r)  \ 

-  li.  (e"    '"«'    j 

zu  bezeichnen  ist.  Hiernach  wird: 


logs 


lim( 

e  = 


i(B-i?,  + j)  =  -loglog«  +  r'(l)-li.ie      ""'    ) 
und  folglich: 

_log/'(a,T)  -  log  logs  +  r'(l)  -  li.  Ve 


(10)  lim  T{Q,a,r)  =  lim 

f  =  0  n  =  0 

0  =  0  r=  0 

T=0 


.  [e      '°^' 


Es  ist  also  nur  noch  der  Grenzwerth  zu  bestimmen,  den  der  Integrallogarith- 
mus für  CT  =  0,  T  =  0  aimimmt. 

§5. 
Bedeutet  p  +  qi  eine  complexe  Grösse,  deren  reeller  Theil  p  positiv  ist,  so 
besteht  bekanntUch  die  Gleichung : 

00 

(11)  log(p  +  qi)  =/(e"-  -  e-^'^''')dlogz. 

1 

Dabei  ist  auf  der  linken  Seite  derjenige  Werth  des  Logarithmus  zu  nehmen,  dessen 
absoluter  Betrag  möglichst  klein  ist.  Ferner  ist  gemäss  der  Formel  (77)  in  Gauss'  Ab- 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  493 

handlung  über  die  lijrpergeometrisclie  Reihe  *) : 


V(0) 


^'a)-/(iob  +  r^)^-.A.^e--5>-^^- 


und  es  kann  daher  v'(0)  oder  F' {!)  als  Aggregat  von  Integralen  in  folgender  Weise 
dargestellt  werden: 

1  flo  ae  1 

/  (e~'  —  l)dlogz  +  I  e~'dlogz  —  /  dlog(l  —  e~'")  —  /  dlog-^^-^  • 

0  11  0 

Da  aber  die  beiden  letzten  Theile  dieses  Ausdrucks  sich  gegenseitig  aufheben,  so 
wird: 

1  CO 

(12)  r'(l)  =  C{e-'—l)d\ogz  +  Ce-'dhgz. 

0  1 

Benutzt  man  nun  die  beiden  mit  (11)  und  (12)  bezeichneten  Darstellungen  von 
log  {p  +  qi)  und /■'(!)  sowie  die  Definitionsgleichung: 

X 

11.(6-*  +  "*')  =  -fe-^'^'*^'d\ogz, 
so  erhält  man  das  (übrigens  bekannte)  Resultat: 

(13)  -  li.  (e-''-^"'^)  =  r'{\)  -  log(p  +  qi)  +/(l  -  e-^'^"'^')dlogz, 

0 

mit  Hülfe  dessen  der  Ausdruck  unter  dem  Zeichen  „Hm"  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichimg  (10)  in  folgenden  übergeht: 

2r'(l)  -21og2.^+  /  U-e       '"*'     )o 

0 

Da  nun  offenbar  der  Grenzwerth  des  Integrals : 


Idlogi 


/(. 


,1-e        ""'      Jdlogz, 
für  <T  =  0,  T  =  0,  gleich  Null  ist,  so  ergiebt  sich  schliessMch  für  den  gesuchten  Gren^;- 


*)  Gauss'  Werke,  Bd.  III,  Art.  35,  S.  159. 
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werth  von  T{q,  a,  t)  die  einfache  Bestimmung: 

(14)  limT(e,  (T,  t)  =  2r'(l)  —  21og27r. 

0  =  0 

T  =  0 

§  6- 
Aus  der  Gleichung  (14)  folgt  gemäss  der  Bedeutung  von  T{q,  a,  x),  dass  der 
Grenzwerth,  welchem  sich  der  Ausdruck: 

für  ß  =  0  nähert,  gleich: 

21og2^  -  2r  (1)  +  lim   log/  {a,  r)  +  2.,2^K«)") 

ist.  Wendet  man  auf  dieses  Kesultat  die  mit  (3t)  bezeichnete,,  Hauptgleichung  "an, 
welche  ich  im  Art.  I  meiner  Mittheilung  vom  19.  April  1883^)  hergeleitet  habe,  so  er- 
giebt  sich  die  Gleichung: 

(15)  \\m(-  ^   +  V-  y, -^^\  =  -  2r'(l)  -  lim  log     ^\,    ^     ^^  • 

Nun  ist:  „'-,-,     ^,  s„-^(<}  +  rw.,w.\^ia  —  TW.,wA 

A{a,  T,  Wj,  W2)  =  {^n-ye  ~ j 

(*'(0,M;j)»r(0,'!r,))3 

Bei  Anwendung  der  Gleichimg: 

wird  also:  a  1 

„f',4;r''(cy-6,aT  +  a,T^)         c„  V      2;r      j     V      2.t     V    ' 

und  folghch: 

Führt  man  an  Stelle  der  Coefficienteu  «o ,  &„ ,  c^  der  quadratischen  Form : 

j{x,  y)  =  n,a;-  +  h^xy  +  r^o?/" 

')  Vgl.  Zusatz  113  am  Ende  dieses  Bandes. 
")  Bd.  IV,  S.  351  dieser  Ausgabe. 
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die  Quotienten:  o  6  c 


und  an  Stelle  der  i? -Reihen  mittels  der  Gleichung: 

die  unendlichen  Producte  ein,  so  gelangt  man  zu  dem  Hauftresultat,  dass  der  Grenz- 


werth  von .  ,     _ , 5     ,^  1  +  „ 


_  1  4.  J_  y/       AUae  —  ^-       y 

Q         2  .T  ^'  \a  ,„2  j^  6  ,„  „  _^  c  ,^2/ 

für  ß  =  0,  d.  h.  also: 

der  Coefficient  des  von  q  unabhängigen  Gliedes  in  der  Entwickelung  von : 

2.T^  Vam^+bjnrt  +  cre*/ 

nach  steigenden  Potenzen  von  q 
durch  den  Ausdruck : 

(17)   -  2r'(l)  +  log         '^         +  -:LLi|«_=A'  -  21og  JJd  -  e-^"-"")(l  -  e'"""") 
)'4ac  —  i"  II 

(71=1,8,3,..  .) 

dargestellt  wird,  in  welchem  w^  und  —  w^  als  die  beiden  Wurzehi  der  quadratischen 

Gleichung:  ,   i.      ,       2      n 

°  a  -\-  hw  -\-  cic  =  ü 

definirt  sind,  und  dessen  merkwüi"dige  Eigenschaft, 

eine  Invariante  der  im  ffawss'schen  Sinne  einander  aequivalenten  quadra- 
tischen Formen  (a,  h,  c)  zu  sein, 

durch  seine  hier  dargelegte  Bedeutung  vollkommen  in  Evidenz  tritt.  Dabei  sind 

a,  h,  c 

irgend  welche  reelle  oder  complexe  Grössen,  welche  nur  der  Bedingung  genügen 
'müssen,  dass  der  reelle  Theil  von  ax"  +  bxy  +  cy-  eine  positive  quadratische 
Form  ist. 


ZUSÄTZE  ZUM  VIERTEN  BANDE. 

1.  S.  3.  Diese  Abhandlung  ist  von  Serret  übersetzt  und  unter  dem  Titel  „Sur  les 
iquations  risolubks  algebriquement"  als  Anhang  in  seinem  „Cours  d'Algän-e  sufirieure'''  ab- 
gedruckt worden. 

2.  S.  4.  Unter  der  allgemeinsten  algebraischen  Funktion  ist  hier  eine  solche  zu  ver- 
stehen, die  sich  diurch  Wurzelzeichen  ausdrücken  läßt. 

3.  S.  6.  Die  Bezugnahme  auf  Abel  ist  insofern  nicht  ganz  genau,  als  Abel  in  der 
zitierten  Abhandlung  neben  den  zyklischen,  die  hier  ausschließlich  angeführt  werden,  auch 
die  allgemeineren  nach  seinem  Namen  benaimten  Gleichungen  behandelt  hat.  Vgl.  auch  die 
späteren  Äußerungen  Kronecker's  zu  der  Bezeichnungsweise  bei  zyklischen  und  Abel'schen 
Gleichungen,  dieser  Band  S.  65 — 66  und  S.  118. 

4.  S.  6  u.  7.  Für  einen  Beweis  von  III.  imd  IV.  vgl.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra, 
Bd.  I,  S.  680—698  (2.  Auflage)  und  Wiman,  Acta  Mathematica  27  (1903)  S.  163.  Vgl.  aber 
außerdem  Abel,  Oeuvres,  T.  II,  S.  286—240  (Nouvelle  edition)  und  die  Anmerkungen  Stjlow's, 
S.  335,  aus  denen  hervorgeht,  daß  schon  Abel  den  Zusammenhang  mit  den  zyklischen  Glei- 
chungen kannte. 

5.  S.  7.  fj  bedeutet  hier  nicht  dieselbe  Größe,  die  in  III.  auftritt,  da  sonst  die 
Einheitswurzel  w  dem  Eationalitätsbereich  adjungiert  werden  müßte;  vgl.  hierzu  auch  die 
Bemerkung  von  Kronecker,  dieser  Band,  S.  29,  Fußnote. 

6.  S.  10.  Für  den  hier  ausgesprochenen  berühmten  Kronecker' sehen  Satz,  der  als  das 
Hauptergebnis  der  AbhandUmg  zu  bewerten  ist,  sind  zahlreiche  Beweise  gegeben  worden: 
Weber,  Acta  Math.  8  oder  Algebra  11,  S.762u.f.,  Journal  für  Math.  132  und  Math.  Ann.  67, 
Hubert,  Zahlbericht  Kap.  23,  Mertens,  Journal  für  Math.  131,  Speiser,  ibid.  149.  Für  die 
Einordnung  in  die  allgemeine  Klassenkörpertheorie  vgl,  Hasse ,  Jahresber.  der  deutsch. 
Math.-Verein.  85  (1926),  S.  89. 

7.  S.  11.  Vgl.  hierzu  die  spätere  Abhandlung  von  Kronecker,  dieser  Band,  S.  25. 

8.  S.  28.  Vgl.  hierzu  die  spätere  Abhandlung  von  Kronecker,  dieser  Band,   S.  73. 

9.  S.  32.  Für  die  hier  folgende  Bestimmung  der  Wurzelform  von  zykUschen  Gleichmigen 
vgl.  die  ausführhche  Darstellung  bei  Mertens,  Wiener  Sitzungsber.  128  (1919),  S.  315—338 
und  Weber,  Algebra  II,  S.  86  u.  f. 

L.  Kroneikcr'ä  Werke  IV  63 
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10.  S.  41.  Zur  Bildung  der  von  ihm  entdeckten  Untergruppe  Pjeg  der  symmetrischen 
Permutationsgruppe  aus  7  Elementen,  die  für  die  Theorie  der  Gleichungen  7.  Grades  von 
besonderer  Wichtigkeit  ist,  hat  Kronecker,  wie  Weher,  Algebra  II,  S.  539,  nach  mündlicher  Mit- 
teilung angibt,  die  Darstellung  von  Pjgg  als  Kongruenzgruppe  ternärer  linearer  Substitutionen 
für  den  Modul  2  benutzt. 

11.  S.  42.  Die  Vermutung  von  Kronecker  über  den  Zusammenhang  der  Gleichungen, 
deren  Galois'sche  Gruppe  zu  Pjgg  isomorph  ist,  mit  den  Modulargleichungen  für  den  Trans- 
fonnationsgrad  7  ist  durch  Klem  (Math.  Ann.  15,  Werke  II,  S.  420 — 423)  miter  Zuhilfenahme 
einer  durch  eine  Gleichung  4.  Grades  gegebenen  akzessorischen  Irrationalität  als  richtig  er- 
wiesen worden,  vgl.  auch  Gordan,  Math.  Ann.  20,  S.  515  und  25,  S.  459. 

12.  S.  45.  Vgl.  zu  dieser  Abhandlung  Zusatz  16. 

13.  S.  45.  Gemeint  ist  die  in  demselben  Band  der  Comptes  Eendus  unter  demselben 
Titel  erschienene  Note  von  Hermite,  vgl.  Oeuvres,  T.  II,  p.  5. 

14.  S.  55.  Die  Abhandlung  wurde  von  Hoiiel  übersetzt  und  ist  unter  dem  Titel  ,,Kote 
de M. Kronecker  sur  sestravaux  alcßhriques"  in  Ann.  de  l'Ecole  Norm.  (18G6),  T.IIIp.  279 — 286 
abgedruckt  worden. 

15.  S.  55.  Vgl.  hierzu  die  Ausführungen  von  Kronecker  in  der  Abhandlung  „Zur 
Theorie  der  Gattungen  rationaler  Funktionen  von  mehreren  Variabein'  Bd.  IIIj,  S.  277  dieser 
Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 

16.  S.  50.  Die  Bildung  der  Eesolvente  I,  die  als  rationale  Resolvente  eine  allgemeine 
Jacobi'  sehe  Gleichung  (für  /^)  ist  und  wesentlich  von  zwei  Parametern  abhängt,  und  das 
besondere  Hervorheben  der  Forderung  nach  einer  rationalen  Eesolvente,  geschieht  hier  im 
Gegensatz  zur  Abhandlung  VI  dieses  Bandes  (S.  48),  wo  die  Adjimktion  einer  akzessorischen 
IrrationaUtät  (Quadratwurzel)  auf  eine  spezielle  Jacobi'sche  Gleichung  als  Eesolvente  führt, 
die  nur  von  einem  Parameter  abhängt  (vgl.  auch  die  Ausführimgen  von  Klein,  Werke,  Bd.  II, 
S.  503 — 504).  Für  die  Kronecker' sehe  Auflösungsmethode  vgl.  auch  die  Arbeiten  von  Brioschi 
(zusammengefaßt  in  Math.  Ann.,  Bd.  13,  S.  109)  und  die  zusammenfassende  Abhandlimg  von 
Hermite,  Oeuvres,  T.  II,  p.  347.  Vgl.  auch  die  Ausführungen  von  Klein  über  das  Verhältnis 
zu  anderen  Methoden,  insbesondere  der /fermite' sehen  in  den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder. 

17.  S.  58.  Der  hier  von  JiTronec/cer  aufgestellte  Satz  wurde  von  Klein,  Math.  Ann.  12 
(1877),  Werke,  Bd.  II,  S.  379  und  Ikosaeder,  S.  258  bewiesen,  vgl.  auch  Gordan,  Math.  Ann.  29 
und  die  Darstellung  bei  Weber,  Algebra  II,  S.  470 — 481.  Vgl.  hierüber  auch  die  Ausführungen 
von  Klein,  Werke,  Bd.  II,  S.  491  und  503. 

18.  S.  60.  Vgl.  hierzu  dieser  Band,  S.  88—96. 

19.  S.  65.  Diese  Arbeit  stellt  einen  Auszug  aus  einer  größeren  der  Akademie  vor- 
gelegten Abhandlung  dar. 
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20.  S.  65.  Die  Entwicklungen  der  Absätze  I— VII  sind  in  der  Lehrbücher-Literatur 
oft  reproduziert  worden,  vgl.  Netto,  Svbstitutioneniheorie  und  Algebra,  Vogt,  Bisolution  akß- 
brique  des  iquntions. 

21.  S.  69.  Zu  IX  und  X  vgl.  Zusatz  6. 

22.  S.  69.  Vgl.  auch  Formel  VIII,  dieser  Band,  S.  10. 

23.  S.  70.  Die  hier  ausgesprochene  Vermutung,  der  sogenaimte  Kronecker' sehe  Jugend- 
traum (vgl.  auch  den  Brief  von  Kronecker  an  Dedekind  vom  Jahre  1880,  Bd.  V  dieser  Ausgabe 
von  L.  /ironec/rer 's  Werken),  wurde  durch  die  Arbeiten  vonTT^efcer,  Math.  Aim.  48,  49,  50  und 
Algebra  III,  Fueter,  Math.  Ann.  75,  und  Takagi,  Journ.  Coli,  of  Science,  Tokyo  41  (1920)  als 
(im  wesentlichen)  richtig  erwiesen.  Vgl.  auch  die  Anmerkung  zu  dem  oben  zitierten  Briefe 
Kroneckers  in  Bd.  V  dieser  Ausgabe,  sowie  Hasse,  Jahresb.  D.  Math.-Ver.  35  (1926),  S.  41, 
Journal  für  Math.,  Bd.  157  imd  das  Buch  von  Fueter,  Vorlesungen  über  die  singulären  Mo- 
duln und  die  komplexe  Multipükation  der  elliptischen  Funktionen. 

24.  S.  75.  Der  Abdruck  dieser  Abhandlung  ist  mit  folgenden  Worten  eingeleitet 
worden:  ,,Hr.  Kronecker  gab  einige  Entwickelungen  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen, wie  er  dieselben  mehrfach  in  seinen  Universitätsvorlesungen  und  namentUch  in  den- 
jenigen der  Jahre  1874  imd  1875  vorgetragen  hat,  welche  zur  Zeit  von  Hm.  Dr.  Hettner  aus- 
gearbeitet worden  sind  (vgl.  Monatsbericht  vom  Februar  1878,  p.  96 1)). 

35.  S.  75  u.  80.  Der  Teil  I  u.  II  ist  in  einzelnen  Lehrbüchern  etwas  ausführlicher 
reproduziert  worden,  vgl.  die  im  Zusatz  20  zitierten  Bücher  von  Netto  und  Vogt,  vgl.  auch 
Seiivanoff,  Acta  Math.  19. 

26.  S.80.  Für  die  Begriffsbildungen  des  Teiles  II  vgl.  die  Festschrift,  Bd.  II,  S.248  u.  f. 
dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 

27.  S.  86  u.  92.  Die  Bezeichnung  metazyklisch  wird  von  Weber  (Algebra)  und  anderen 
in  allgemeinerer  Bedeutung  gebraucht,  während  die  hier  auftretende  Gruppe  dort  lineare 
Gruppe  heißt. 

28.  S.  115.  Für  einen  Beweis  in  diesem  speziellen  Fall  vgl.  Weber,  Algebrall,  §27 
(2.  Auflage). 

29.  S.  115.  Vgl.  hierzu  auch  Weber,  Algebra  I,  §  180,  II,  §  25. 

30.  S.  117.  Für  die  Komposition  zykUscher  Gleichungen  und  Körper  in  dem  hier 
gebrauchten  Sinn  vgl.  auch  Weber,  Journ.  f.  Math.  132,  S.  168  und  Math.  Ann.  67,  S.  42. 

31.  S.  121.  Für  die  biquadratischen  Gleichimgen  vgl.  auch  Weber,  Algebra  I,  §  180, 
II,  §  26  und  §  28. 

32.  S.  133.  Die  Vorbemerkung  ist  im  Journal  nicht  abgedruckt  und  findet  sich  nur 
in  den  Separatabzügen  dieser  Abhandlung. 

')  Bd.  II  S.  39  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

6S« 
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33.  S.  134.  Einfache  AbeVsche  =  zyklische  Gleichung,  vgl.  S.  66. 

34.  S.  142.  Gemeint  ist  die  Gleichung  y>^  ,,  =  Za"'"  ""  '^'"  "'  ,  vgl.  die  Vorbe- 
merkung S.  133. 

35.  S.  157.  Vgl.  hierzu  Schwering,  Beitrag  zur  Theorie  gewisser  komplexer  Zahlen, 
Journ.  f.  Math.  102,  S.  56  u.  f.,  insb.  S.  72—74. 

36.  8. 167.  Dem  hier  von  Kronecker  gemachten  Vorschlag  trat  Weierstrass  als  Heraus- 
geber der  Werke  Jacobi's  bei  imd  ließ  die  betreffende  Stelle  nochmals  abdrucken. 

37.  S.  178.  Für  die  hier  gegebene  Methode  zur  Vorzeichenbestimmung  für  die  Gauss' sehe 
Reihe  vgl.  auch  Teege,  Dissertation,  Kiel  (1900). 

38.  S.  179.  Die  Abhandlung  wurde  von  Hoüel  übersetzt  und  unter  dem  Titel,  Sur 
Ics  fo7ictions  elliftiques  et  sur  la  thiorie  des  nombres  im  Journ.  d.  math.  pur.  et  appliq.  1858 
(2)  III,  p.  265—270  abgedruckt. 

39.  S.  180.  Für  die  liier  dargelegte  Zerlegung  sowie  für  die  Andeutungen  eines  Be- 
weises vgl.  die  spätere  Mitteilung  von  Kronecker,  dieser  Band,  S.  207  und  die  Zusätze  56  u.  57. 
Es  sind  hier  noch  zu  vergleichen  die  Darstellung  von/?..?  mr</(.,  Re'port  on  the  theory  of  Numbers, 
Art.  137,  CoUected  papers.  Vol.  I,  p.  350,  Her  mite,  Sur  la  theorie  des  equations  modulaires, 
Oeuvres,  T.  II,  p.  39  und  Syloiv,  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques,  Liou- 
villes  Journ.  (4)  3  (1887).  In  diesen  x\rbeiten  werden,  wie  auch  bei  Kronecker,  die  Jacofci' sehen 
Bezeichnungen,  insbesondere  die  Jacobi' sehen  Modulargleichungen  zugrunde  gelegt. 

40.  S.  180.  Auf  den  Beweis  der  Gleichung  ^(^(fc))  =  f((p{k))  ist  Kronecker  in  einer 
späteren  Mitteilung,  dieser  Band,  S.  70 — 71  noch  einmal  eingegangen. 

41.  S.  180.  Vgl.  für  diese  Bezeichnung  Gauß,  Disq.  arithm.  Sect.  V. 

42.  S.  180.  Zu  dieser  Angabe  vgl.  die  spätere  Mitteilung  von  Kronecker,  dieser  Band 
S.  207. 

43.  S.  181.  Für  die  hier  aufgestellten  Klassenzahlrelationen  vgl.  die  späteren  Abhand- 
lungen von  Kronecker,  dieser  Band,  S.  185,  Ö.  197  und  Zusatz  45. 

44.  S.  187.  Die  Abhandlung  wurde  von  Hoüel  übersetzt  und  in  Liouville'ü  Journal 
(2)  V,  ]).  289 — 299  unter  dem  Titel  Sur  le  nombre  de  classes  diffirentes  de  formes  quadratiques  ä 
determinants  nigatifs  abgedruckt. 

45.  H.  188.  Für  die  Ableitung  der  Formeln  I — VIII  aus  der  Theorie  der  komplexen 
MultipHkation  vgl.  den  im  Zusatz  39  zitierten  Report  von  Smith,  Art.  130 — 133  (ausführlicher 
Beweis  von  V  und  VII  und  Angabe  der  Quellen  für  die  anderen  Formeln)  und  die  in  demselben 
Zusatz  zitierte  Abhandlung  von  Sylow  (Beweis  für  die  Formeln  I  bis  VI),  vgl.  auch  Joubert, 
Comptes  Rendus  50  (1860),  p.  1040  u.  1095.  In  einer  späteren  Abhandlung,  dieser  Band,  S.  197, 
ha,i  Kronecker  gezeigt,  wie  man  diese  Formeln  auch  direkt  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  gewirmen  kann,  ein  Weg,  den  kurz  vorher  auch  Hermite  (vgl.  Hermite  Oeuvres, 
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T.  II,  p.  109)  beschritten  hat.  Die  Formeln  I— VI  sind  später  von  Kronecker  auf  einem  rein 
arithmetischen  Wege  aus  der  Theorie  der  bilinearen  Formen  von  vier  VerändorUchen  abgeleitet 
worden,  vgl.  Bd.  II,  S.  428  u.  f.,  insbesondere  S.  481—490.  ßein  arithmetische  }5o\veismethoden 
für  Klassenzahlrelationen  sind  auch  von  Liouvilk  (Liouvilles  Journal  (2)  7  (1862),  12  (1867), 
13  (1868),  14(1869),  gegeben  worden.  Die  arithmetischen  Methoden  von  Liüuville,  die  in  einer 
engen  Beziehung  zu  der  rein  analytischen  Hermife' sehen  Methode  stehen,  sind  später  weit- 
gehend ausgebaut  worden.  Insbesondere  ist  es  ÜSfensky  gelungen,  auf  diesem  Wege  sämtliche 
Kronecker' sehen  Formehi  I— VIII  zu  beweisen,  vgl.  die  neueste  Darstellung  Bulletin,  Acad.  Sc. 
d.  rU.  R.  S.  19  (1925)  mid  20  (1926).  In  der  Abhandlung  „Über  quadratische  Formen  von  ne- 
gativer Determinante",  dieser  Band,  S.  245,  hat  Kronecker  noch  andere  analoge  Klassenzahl- 
relationen aufgestellt,  die  von  den  Formeln  I— VIII  unabhängig  sind,  dafür  aber  komplizier- 
tere zahlentheoretische  Fimktionen  enthalten.  Eine  allgemeine  Theorie  der  Klassenzahl- 
relationen ist  miter  Einwirkimg  von  Kleines  Ideen  zur  Theorie  der  Modulfunktionen  und 
Verwendung  von  Modulargleichungen  höherer  Stufe  durch  Gierster  und  Hurwitz  entwickelt 
worden  (vgl.  insh.  Huruntz,  Math.  Ann.  25).  Eine  Darstellimg  findet  sich  in  Klein-Fricke,YoT- 
lesungen  über  die  Theorie  der  elhptischen  Modulfunktionen  Bd.  II,  S.  202  u.  f.  8.  635  u.  f.  Für 
die  Hermite'sche  Methode  vgl.  die  newe  Darstellung  von  Mordeil,  On  class  relations  formulae, 
Messeng.  of  Math.  46  (1916)  S.  113— 135.  Für  die  geschichthehe  Entwicklmig  der  Lehre  von  den 
Klassenzahlrelationen  und  die  Arbeiten  von  Peir  imd  Humhert  vgl.  Chapelon,  These,  1914, 
Jom-n.  de  l'Ecole  Polyt.  1915  und  Dickson,  History  of  tlie  theory  of  numbers  Vol.  III. 

46.  S.  188.  Wenn  7n  eine  Quadratzahl  ist,  hat  man  in  der  Formel  IV  nach  Sylow 
loc.  cit.  Zus.  32,  auf  der  rechten  Seite  —  -f-  hinzuzufügen. 

47.  S.  191.  Vgl.  hierzu  Bd.  II,  S.  444 — 445  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 

48.  S.  194.  Vgl.  liierzu  Hermite,  Sur  les  tMoremes  de  M.  Kronecker,  Oeuvres,  T.  II, 
p.  248 — 254,  wo  auch  ein  Beweis  mit  Hilfe  der  elliptischen  Funktionen  gegeben  wird,  der 
aber  auf  anderer  Grundlage  beruht  und  die  komplexe  Multiphkation  nicht  benutzt. 

49.  S.  199.  Die  Abhandlung  wurde  von  Hoüel  übersetzt  und  unter  dem  Titel  Sur 
une  nouvelle  propriäi  des  formes  quadratiques  de  determinajit  nitjatif  in  den  Ann.  de  l'Ec. 
Norm.  T.  3,  p.  287—294  abgedruckt. 

50.  S.  204.  Für  die  hier  auseinandergesetzte  Methode  vgl.  Hermite,  Oeuvres,  T.  II, 
p.  109  und  241,  vgl.  auch  die  Darstellung  im  Report  von  Smiili  (vgl.  Zusatz  32  und  45),  Art.  134. 
Über  die  Hermite'schen  Formeln  vgl.  die  Ausführungen  von  Kronecker,  dieser  Band,  S.  258 — 259. 

51.  S.  204.  Zu  diesen  drei  Formehi  vgl.  S.  248. 

52.  S.  206.  Vgl.  hierzu  S.  245—259. 

53.  S.  209.  Die  Abhandlung  wurde  von  Hoüel  übersetzt  und  unter  dem  Titel:  Sur  la 
multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques  in  den  Annales  de  l'Ec.  Norm.  (1866)  T.  3, 
p.  295 — 302  abgedruckt. 
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64.  S.  210.  Gattimg  =  Geschlecht. 

56.  S.  210.  Zu  den  folgenden  Ausführungen  vgl.  man  außer  den  schon  im  Zusatz  39 
zitierten  Abhandlungen  (insbesondere  derjenigen  von  Syloio)  noch  die  Arbeiten  von  Pick, 
Math.  Ann.  25,  26  und  Weber,  Acta  Math.  6,11  oder  Algebra  III.  In  den  Arbeiten  von  Pick 
und  Weber  ■«'ird  aber  gemäß  der  neueren  Entwicklung  der  Theorie  vorwiegend  die  Weier- 
sfross' sehe  absolute  Invariante  statt  des  Jocobi'schen  Moduls  benutzt. 

56.  S.  210.  Für  die  Zerfällung  nach  Geschlechtern  vgl.  Weber,  Algebra  III,  S.  513, 
Syloio,  loc.  cit.  S.  236. 

57.  S.  211.  Darüber  hinausgehend  hat  Weher  gezeigt  (Algebra  III,  S.  617—619),  daß 
diese  Zerfällung  nach  Geschlechtem  die  weitestgehende  ist,  wenn  man  sich  auf  Adjunktion 
von  Größen  aus  absolut  .4ter sehen  Körpern  beschränkt. 

68.  S.  214.  Einen  Beweis  für  die  Irreduktibihtät  der  sogenannten  Klassengleichung 
hat  auch  Pick,  Math.  Ann.  26  gegeben. 

59.  S.  214.  Vgl.  hierzu  auch  die  Angaben  von  Kronecker  in  der  Abhandlung  „Über 
die  Irreduktibilität  von  Gleichungen,  Bd.  II,  S.  85  u.  f.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's 
Werken. 

60.  S.  215.  Vgl.  hierzu  auch  die  Darstellung  bei  Sijloic,  loc.  cit.  S.  223  und  insb. 
S.  236  u.  f. 

61.  S.  221.  Die  Abhandlung  wurde  von  Hoüel  übersetzt  und  unter  dem  Titel:  Sur  la 
resolution  de  l'iquaiion  de  Pell  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  in  den  Annales  de  l'Ec. 
Norm.  (1866)  T.  3,  p.  303—308  abgedruckt. 

62.  S.  221.  Vgl.  die  Formel  CSl)  S.  374. 

63.  S.  222.  Vgl.  die  Formel  (2))  S.  361. 

64.  S.  223.  Vgl.  die  Formel  (S)  S.  370  und  die  Ausführungen  in  Bd.  V  dieser  Ausgabe 
von  L.  Kronecker's  Werken,  die  an  die  Formel  (16)  S.  494  dieses  Bandes,  anknüpfen. 

65.  S.  223.  Vgl.  auch  die  Formel  (^0  dieser  Band  S.  375. 

66.  S.  224.  ÄhnUche  Approximationen  kommen  auch  bei  Hermite  vor,  vgl.  Theorie 
des  equations  modulaires,  Oeuvres,  T.  II,  p.  39  und  p.  60 — 68. 

67.  S.  225.  Vgl.  hierzu  auch  die  im  Zusatz  59  zitierte  Abhandlung  von  Kronecker. 

68.  S.  229.  Diese  Abhandlung  ist  in  etwas  ausführUcherer  Darstellung  bei  Bachmann, 
Analytische  Zahlentheorie  5.  6.  u.  9.  Abschnitt  (insb.  S.  108— 112, 131,  241— 246  u.  259—269) 
reproduziert. 

69.  S.  229.  Gattung  =  Genus  =  Geschlecht. 

70.  S.  247.  Vgl.  zu  dieser  Abhandlung  die  Zusätze  45  und  50. 
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71.  S.  253.  Für  die  Formeln  (91),  (33),  (ß)  vgl.  auch  eine  spätere  Darstellung  von  Her- 
mite,  Sur  quelques  consequences  arithmetiques  des  formules  de  la  thiorie  des  jonctions  elliptiques, 
Oeuvres,  T.  IV,  p.  138. 

72.  S.  263.  Zur  Teilungstheorie  vgl.  die  eingehende  Darstellung  von  Kronecker,  dieser 
Band,  S.  390  u.  f.  Vgl.  auch  die  rein  algebraische  Behandlung  auf  S.  88  u.  f. 

73.  S.  271.  Für  einen  Beweis  der  Gleichung  vgl.  man  die  spätere  Stelle,  S. 415— 417. 

74.  S.  272.  Für  einen  Beweis  vgl.  die  Entwicklungen  auf  S.  418 — 419. 

75.  S.  279.  In  der  Aussage  des  Satzes  muß  die  Voraussetzung  der  Eindeutigkeit  der 
Funktion  f{x,y)  fallen  gelassen,  dafür  aber  die  Eindeutigkeit  der  Ableitungen  aufgenommen 

werden.    /  df{x,  y)  bedeutet  also  /  L  -  dx  +  -    dy)  mit  eindeutigen  --  und  ^'  .  Vgl.  auch 

die  spätere  Notiz,  Über  den  CaucJn/schen  Satz,  Bd.  V.  S.  291  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a 
Werken  (und  die  Anmerkimg  hierzu)  sowie  Kronecker,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ein- 
fachen und  mehrfachen  Integrale,  S.  37 — 54. 

76.  S.  281.  Eine  etwas  ausführlichere  Reproduktion  der  folgenden  Entwickhmgen 
findet  sich  in  Bachmann,  Analytische  Zahlentheorie,  S.  172 — 183.  Vgl.  außerdem  Landsberg,  Zur 
Theorie  der  Gau;6'schen  Summen  und  der  linearen  Transformation  der  Thetafunktionen,  Joum. 
f.  Math.  111  und  die  späteren  Abhandlungen  von  Kroyiecker,  die  sich  auf  Gauß'sche  Summen 
beziehen,  dieser  Band,  S.  295  und  S.  301. 

77.  S.  286.  Für  die  Ableitung  der  Produktentwicklung  vgl.  S.  291  dieser  Abhandlung. 

78.  S.  286.  Um  die  hier  aufgestellte  Gleichung: 

{*)■  0(|)-1  =hm.^2'Um.;K(r,4)-re'%' 

wirkUch  zu  begründen,  müßte  nachgewiesen  werden 

(1)  0{x)  ist  eindeutig, 

(2)  Die  beiden  Grenzübergänge  in  (*)  r  — >- 1  und  /<  — >-  oo  dürfen  vertauscht  werden. 

Für  (1)  gab  Kronecker  in  der  Oktobermitteilung  (vgl.  S.  289)  eine  nicht  ganz  ausreichende 
Begründung.  Diese  Lücke  ist  aber  für  das  Folgende  nicht  so  wesentüch,  wie  die  Vertauschung 
der  Grenzübergänge  in  (*),  die  schon  früher  bei  der  Ableitung  der  Formel  (II)  ohne  nähere  An- 
gaben über  das  Verhalten  von  ;»;  (r ,  s)  für  r  ->  1  vorgenommen  wurde.  In  der  Tat  hegt  der 
Vertauschung  implizite  die  Voraussetzung  zugrunde,  daß  eine  im  Einheitskreis  (eindeutige) 
analytische  Funktion  durch  das  Cauchy'sche  Integral  (erstreckt  über  den  Einheitskreis)  dar- 
stellbar ist,  wobei  die  Kenntnis  der  Randfunktion  in  einer  (abzählbaren)  überall  dichten  Teil- 
menge als  ausreichend  angesehen  wird,  da  die  Integration  doch  im  Riemann' sehen  Sinn  erfolgt. 
Somit  scheint  der  hier  eingeschlagene  Weg,  aus  der  Reziprozitätsbeziehung  zwischen  den 
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GaM^'schen  Summen  auf  die  Transformation  der  Thetafunktion  zu  schließen,  nicht  gut  gang- 
bar.^) Kronecker  ist  später  selbst  auf  diese  Stelle  zurückgekommen  (vgl.  dieser  Band,  S.  352)  mit 
der  Bemerkung,  daß  der  Beweis  einer  Vervollständigung  bedarf.  Die  dort  in  Aussicht  ge- 
stellte detaillierte  Bearbeitung  für  das  Journal  für  Mathematik  ist  aber  nicht  erschienen,  und 
der  Hinweis  auf  die  Entwicklungen  auf  S.  292  kann  kaum  als  Ersatz  gelten,  da  dies  ja  doch 
auf  den  Beweis  der  Transformationsformel  für  die  Thetafunktion  hinauslaufen  würde. 

79.  S.  290.  Diese  Entwicklungen  enthalten  denselben  Fehlschluß,  auf  den  im  Zusatz 
78  hingewiesen  wurde. 

80.  S.  297.  Für  eine  etwas  ausführhchere  Darstellung  vgl.  die  im  Zusatz  75  zitierten 
Vorlesungen  von  Kronecker,  S.  162 — 165.  Die  Ausgestaltung  dieser  Methode  zum  Nachweis 
der  Eeziprozitätsbeziehung  zwischen  den  Gaußschen  Summen  findet  sich  in  der  im  Zusatz  76 
zitierten  Abhandlung  von  Landsherg. 

81.  S.  311.  Diese  Abhandlung  ist  etwas  ausführlicher  reproduziert  in  den  im  Zusatz  75 
zitierten  Vorlesungen  von  Kronecker,  Elfte  Vorlesung,  S.  182  u.  f. 

82.  S.  347.  Ein  großer  Teil  der  hier  folgenden  Untersuchungen  ist  im  engsten  Anschluß 
an  Kronecker  von  Seguier  in  seiner  These,  Formes  quadratiques  et  multiiMcatmi  com-plexe, 
1894  (im  folgenden  zitiert  voii  Seguier),  in  teilweise  ausführhcherer  Darstellung  wiedergegeben 
worden. 

83.  S.  347.  Diese  Untersuchungen  sind  nicht  abgedruckt  worden,  dafür  ist  aber 
Kronecker  im  Abschnitt  XX  der  vorhegenden  Abhandlung,  Bd.  V,  S.  58  f.  dieser  Ausgabe  von 
L.  Kronecker's  Werken,  näher  darauf  eingegangen. 

84.  S.  347.  &iC,  co)  =  &i{C,  w),  vgL  S.  314. 

86.  S.  350.  Zu  dieser  Formel  vgl.  die  Ausführungen  von  Kronecker  in  den  beiden 
Arbeiten:  ,,Uber  eine  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration  nützhche  Formel"  Bd.  V, 
S.  263  und  ,, Bemerkungen  über  die  Darstellung  der  Eeihen  durch  Integrale",  Bd.  V,  S.  323  dieser 
Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 

86.  S.  859.  Die  Einführung  von  A  wirkt  hier  komphzierend.  Einfacher  schreibt  man: 

I   "VI    inrni/lc  ,     t,        \2     ,         2\-1-(j  I     ,   „'      -S(1  +  h„) 

l^e  [y^c^n  ±h^m)   +m)       '|<pm         '-''  („,=^=0). 

I       n  I 

und  die  Summation  über  m  ergibt  darm  für  Qq>  —  ^  das  Gewünschte. 

87.  S.  362.  Für  die  hier  erwähnte  Transformationsformel  vgl.  S.  483. 


')  Die  Hardy-Littlewood'sche  Methode  zur  additiven  Zahlentheorie  scheint  hier  prinzipiell 
eine  Möglichkeit  zur  Bewältigung  der  Aufgabe  von  dieser  Seite  aus  (allerdings  auf  sehr  umständlichem 
Wege)  zu  geben,  jedoch  verwenden  Hardy  und  Mordell  im  entsprechenden  Fall  die  Transformation  der 
Thetafunktion. 


ZUSÄTZE  505 

88.  S.  362.  Die  hier  auseinandergesetzte  Methode  liefert  direkt  die  Existenz  des 
Grenzwertes  um   > — — .  Zum  Nachweis,  daß  dieser  Grenzwert  mit  dem  iterierten 

Limes  in  der  Gleichung  (91)  übereinstimmt,  wird  man  wohl  wieder  Betrachtungen  von  der  Art 
wie  in  IV  benötigen. 

89.  S.  363.  Einen  ausführUchen  Beweis  einer  allgemeineren.  Transformationsforrael  hat 
Kronecker  in  einer  späteren  Mitteilung  gegeben,  vgl.  S.  483. 

90.  S.  366.  Der  Nachweis  der  Existenz  von  2(oo,Co)  findet  sich  kurz  vorher  bei 
Weber,  Math.  Ann.  20,  S.  323,  aber  es  ist  wohl  anzunehmen,  daß  dies  Kronecker  schon  bei  der 
Abfassung  der  Abhandlung  Über  die  Auflösung  der  Pell'schen  Gleichung  mittels  elliptischer 
Funktionen  (1863)  bekannt  war,  wo  (vgl.  S.  222 — 223)  eine  in  gewisser  Beziehung  viel  tiefer 
liegende  Formel  angegeben  wird. 

91.  S.  366.  Die  Darstellung  von  2(o.g,Co)  durch  Thetafunktionen  (die  sogenannte 
Kronecker' sehe  Grenzformel),  die  in  den  Artikeln  VII  und  X  erfolgt,  ist  später  durch  Kro- 
necker in  einfacherer  und  zugleich  befriedigender  Weise  erledigt  worden,  vgl.  Art.  XIII, 
S.  486  u.  f. 

92.  S.  371.  Für  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  in  der  Krmiecker' sehen  Bezeich- 
nungsweise vgl.  Seguier,  loe.  cit.  und  Weber,  Gottinger  Nachrichten  1893,  S.  55 — 62. 

93.  S.  372.  Während  vorhin  wie  auch  später  unter  (a,  b,  c)  nur  die  primitiven  Formen 
verstanden  werden,  sind  in  der  Gleichung  (©)  auch  die  nicht  primitiven  inbegriffen.  Will  man 
sich  auch  hier  auf  die  primitiven  beschränken,  so  hat  man  A  und  aa^  +  bay  -}-  cy^  beide 
prim  zu  Q  vorauszusetzen;  vgl.  Weber,  Göttinger  Nachrichten  1893,  S.  138 — 140.  Die  Isolie- 
rungsbedingung im  Fall  der  positiven  Determinante  ist  außerdem  zu  verschärfen,  etwa: 

Y>0,    'j'  +  b^-^- 

94.  S.  373.  Für  den  Beweis  der  Gleichung  (9JJ")  in  den  Kronecker' sehen  Bezeichnungen 
vgl.  Seguier,  S.  66  und  S.  111,  Weber,  loc.  cit.  Zus.  93,  S.  140—141. 

95.  S.  374.  In  den  Gleichungeo  {m") .  {^V) ,  (W)  ist  für  D>  0  m  und  n  noch  die 

Bedingung 

T 

n  >  0,   2am  +  6n  ^  -jjn 

aufzuerlegen. 

96.  S.  374.  Für  den  Nachweis  von  (92)  vgl.  man  auch  S.  235—236. 

97.  S.  375.  Für  die  Ableitung  von  (D)  und  der  späteren  Formeln  (^)  und  (^i)  in  den 
ifronecfcer'schen  Bezeichnungen  vgl.  Seguier,  S.  125 — 126.  Nach  Seguier  gilt  (^i)  auch  für 
Do  <  0,  wenn  man  rechts  (mit  Ausnahme  des  Le^e^idre'schen  Symboles)  Do  durch  |  D  oj  ersetzt. 

L.  Kronecker'a  Werke  IV  64 
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98.  S.  380.  Später  scheint  Kronecker  noch  vorauszusetzen,  daß  auch  c  durch  D 
teilbar  gewählt  werden  kann.  Dies  trifft  auch  im  Fall  D^l  mod.  4  zu,  ist  aber  offenbar  un- 
möghch,  wenn  ^  D  0  mod.  4.  Hier  läßt  sich  nur  erreichen: 


b  :^0{mod.D),    c  =  0  (mod.  ^) , 


infolgedessen  ist  im  Falle  eines  geraden  D ,  Di  als  Divisor  von    .   vorauszusetzen.  Beide  Fälle 

körmen  in  folgender  Weise  zusammengefaßt  werden:  In  der  Zerlegung  D  =  T^D^  sollen 
üj  und  D2  beide  die  Diskriminanten-Form  haben,  und  zwar  sind  im  Falle  eines  geraden  D 
die  Bezeichnungen  so  zu  wählen,  daß  mindestens  D^,  gerade  ist. 

99.  S.  381.  Der  Definition  der  Zahlen  wj.  ist  noch  hinzuzufügen,  daß  sie  sämtlich 
positiv  sind. 

100.  S.  381.  Hier  ist  im  Falle  D  =  0  (mod.  4)  c  =  0  (mod.  D)  durch  c  =  0  (mod.  ^) 
zu  ersetzen,  vgl.  Zusatz  98. 

101.  S.  382.  Für  die  Formel  (U)  vgl.  einen  besonders  einfachen  Beweis  bei  Weber, 
Göttinger  Nachrichten,  1893,  S.  141. 

102.  S.  385.  Nach  Weber  (Göttinger  Nachr.  1893,  S.  51,  auch  Algebra  III,  S.  328) 
ist  in  dieser  Formel  die  Summation  über  fc  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  [  Do  I  z;u  erstrecken,  was  nur  für 
ungerades  Do  ^uf  dasselbe  hinauskommt.  Um  also  auch  weiterhin  gemeinsame  Formeln  zu  er- 
halten, ersetze  man  in  den  späteren  Entwicklungen  die  Summation  fe=l,3,5...2|Do|  —  1 
durch  A;=l,2,3...|Do|,  was  übrigens  die  Eechnimg  noch  etwas  symmetrischer  gestaltet. 

103.  S.  385.  Die  Summationen  sind  gemäß  dem  Zusatz  102  in 

/h=1,2,3...1Di|;    fei,  =  1,2,3...  I  DJ 
abzuändern. 

104.  S.  386.  —  2Di  — fej,  bzw.  2D2  —  ^2  durch  —  D^  —  k^  bzw.  D2  —  ^2  zu  ersetzen. 

105.  S.  386.  Die  hier  angegebenen  Eelationen  durch 
iD{\  _        l      Dl       \        (Dr,\  _  (      Dg 

zu  ersetzen. 


\kj  \—Di  —  kJ'      \kj        \Di~kJ 


106.  S.  387.  In  3.  ist  die   Summationsangabe  entsprechend  abzuändern,  d.  h.   fej 
soll  die  Zahlen  1,2...  —  D^,  feg  die  Zahlen  1 ,  2,  3  ...  Da  durchlaufen. 

107.  S.  388.  Die  Summationsangabe  ist  hier  wieder  zu  ersetzen  durch: 

fei=  1,2,3... -Di;    fe2=  1,2,3...  D2. 

108.  S.  389.  Zu  diesen  Absatz  vgl.  man  Seguier,  S.  167 — 168. 
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109.  S.  423.  Es  ist   hier  von  vornherein  die  Annahme  n=^l,  ß    -  0,y-—  0,(5  =  1 
(med.  4)  gemacht  worden,  was  aber,  keine  Einschränkung  bedeutet,  da  n  eine  ungerade  Zahl  ist. 

110.  S.  458.  Vgl.  hierzu  Ostrowski,  Göttinger  Nachrichten,  S.  279  u.  f.,  insbesondere 

S.  285. 

111.  S.486.  Die  in  dem  Ausdruck  T(o,a,T)  auttretende  Fourierreihe „     >      ,-. r — 

^'-  '  27ij^      f(m,n) 

konvergiert  nicht  absolut,  trotzdem  ist  in  §  2  bei  den  weiteren  Umformungen  keine  Vorschrift 
angegeben,  in  welcher  Weise  die  Summation  erfolgen  soll.  Dadurch  bekommt  zunächst  die 
gleich  darauf  folgende  Dirichlet'sche  Umformung  eine  unbestimmte  Geltung.  Nun  ist  hier 
offenbar  diese  Eeihe  (vgl.  §  6,  S. 494)  für  —  log  A{a,r,  w^ ,  Wa)  gesetzt  worden,  und  es  ist  somit 
nur  zu  zeigen,  daß  bei  dieser  Annahme  T{o,a,r)  so  umgeformt  werden  kami,  wie  es  die 
Schlußformel  des  §  2  angibt.  Dies  ist  leicht  einzusehen,  wenn  man  von  der  Formel  (S)o)  S-  360 


ausgeht : 


—  log  J{a,  T,  w^,  w^)  =  lim  ^  V- 


,2  (m  o  +  n  r)  ;T  > 


die  rechtsstehende  Eeihe  auf  die  Dinc/iZefscho  Weise  umformt  und  hierauf  die  in  §  2  angegebene 
Zerlegimg  und  Transformation  vermittels  der  Transformationsformel  (4)  anwendet  (vgl. 
auch  S.  362).  Macht  man  dann  den  Grenzübergang  o->0,  so  erhält  man  gerade  diejenigen 

3  Integrale,  die  die  Reihe  s-  >  — jt r —  in  §2  zu  T(q,  a,  r)  beisteuert,  womit  also  der 

Ausdruck  für  T{o,a,r)  als  gültig  erwiesen  ist.  Dieser  vorzeitige  Grenzübergang  o— >-0  und 
die  damit  verbundene  direkte  Einführung  von  —  log  /l (a,  t,  Wi,  xo^  bringen  es  mit  sich,  daß 
die  späteren  Abschätzimgen  schwerfälliger  und  komplizierter  erscheinen,  als  es  in  W^irkhchkeit 
der  Kronecker'sche  Gedankengang  erfordert.  Aus  diesem  Grund  soll  hier  angedeutet  werden, 

wie  sich  die  Rechnung  gestaltet,  wenn  man  in  r(o,  ff,  t)    ^T^  — U S — ~  — log/l  (ff,  t,  w^,  w^) 

m,n 

durch  ^~  y ; —   ersetzt.    Wir    bezeichnen    den    so  sich   ergebenden  Ausdruck   mit 

T{q,o,x)  und  verfahren  mit  ihm  wie  in  §2  mit  T{o,  a,x).  Formt  man  also  die  beiden  Reihen 

1  j  a 

in  Ihric/ikt'scher  Weise  um,  schreibt  dann  die  Integrale  in   der  Form:  j  =  j  —  j    und 

0  Ö  1 

wendet  auf  das  zweite  Integral  rechts  die  Transformationsformel  (4)  an,  so  kommt: 
T{q,  a,x)^P  +  Q  +  E  +  j  +  log /'(ff,  t), 


wo 


^  =  .i^7^/(2^"'"'(e^""^""^'-  -  i)l(iog  i-yä  log. 


64* 
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1 

r    *n» 


1  , 


dlogz 

log  2 


Hier  ist  uun:  lim  p  =  P,  lim  Q  =Q,  v/o  P  und  (J  dieselbe  Bedeutung  wie  im  Text  haben, 

_  »Ogl 

während  man  £ür  R  erhält,  indem  man  noch  z  =  e      "    setzt : 

(log«)''      ?e        '"«'     ",  (logs)"    /'dl 


(log*)"      /'f li  _^r  _  (•°8*)''    f-^ 


iJ  = 


■'^'    /"*       '""       dx-  ^'"S*^'    ^ 


0./ 


ni  +  e)./         x'  +  <-'  -ra+e)  e 


ond  also  ««'/'C",'-) 


lim  (e  +  4)  =   f-       T       dx  +  r'(l)  -  log  log  s 
1 


dx 

X 
0 


(dieser  Teil  kann  nnwesentlicb  vereinfacht  werden,  indem  man  von  vornherein  s  =  e  wählt). 
Es  ist  somit: 

hm  T  (Q,a.  T)  =  P  +  Q +  21^  {l)-2\og27t  +  j[l-e         'o«'       j^- 

0 

Daß  lim  P  =  0  bzw.  lim  Q  =  0,  wenn  a  — >•  0 , t  — >■  0 ,  kann  auf  etwas  einfacherem  Wege  als 
im  Text  gezeigt  werden,  indem  man  die  unter  dem  Integral  auftretenden  Summen  beidemale 
in  endlich  viele  Glieder  und  den  Eest  spaltet  und  hierbei  leicht  die  Abschätzung  ^  z"-  K{a,r) 

(für  P)  bzw.  ^  e  iSgi"  X{a,  r)  (für  Q)  gewinnt,  wo  K{a,  t)  und  K(a,T)  füra->0,T^-0 
gegen  0  konvergieren. 

Andere  Beweise  für  die  Kronecker' »ehe  Grenzformel  (16)  geben  Weber,  Math.  Ann., 
Bd.  33  oder  Algebra  III,  S.526,  Lerch,  Bull,  de  lasociete  royale  des  sciences  de  Boheme,  1893, 
Franel,  Math.  Ann.,  Bd.  48.  In  etwas  anderer  Weise  tun  das  auch  Mertens,  Wiener  Sitzungs- 
berichte, Bd.  106,  S.411— 421  und  Landau,  Journ.  f.  Math.  Bd.  125,  S.  169  u.  f.,  indem  sie 

das   asymptotische  Verhalten   für  großes  x   des   Ausdrucks  ^,  ,-. r  bestimmen,  wo  sich 


;& 


1 
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die  Summation  auf  diejenigen  m,  7i  bezieht,  für  die  f{m,  n)  ^  x  ist  (das  Wertsystem 
m  =  o,n=o  bleibt  dabei  ausgeschlossen).  Das  Analogon  der  Kronecker'schen  Grenzforrael 
bei  reellen  quadratischen  Körpern  wurde  von  Hecke,  Verh.  Naturf.  Ges.  Basel  28  (1917)  auf- 
gestellt, vgl.  auch  Herglotz,  Leipz.  Ber.  75  (1923). 

112.  S.  489.  Für  die  Funktionen  q>  und  ip  gilt:  |  95 1  <  Km;  \y)\  <  Kn,  wo  K 
unabhängig  von  a,r,  m  und  n  ist,  und  die  Multiplikation  mit  diesen  Faktoren  ändert,  wegen 
der  starken  Konvergenz  der  Reihen,  nichts  an  dem  Ergebnis. 

1    ■^-^    ?  (in  o  +  71  r)  s  < 

113.  S.494.  Indem  Ausdruck  steht  die  Reihe  (TZ  >  -—7-, ^  für—  \o"  A(a,r,w,,w^, 

^^jLu      f{m,n)  "      \  >    I    i>    2/» 

vgl.  Zusatz  111. 


DRUCKFEHLERVERZEICHNIS  ZVM  VIERTEN  BANDE. 

S.221,  Z.  15  V.  o.  statt  (log  T+U\/P)  Hes  log(r+  U\/P). 
S.264,  Formel  (»}l)  statt  Xt„,  /*,„  lies   f.i,,ft^^- 
S  280,  Formel  (II)  statt  lim  lies  lim. 

r  =  0  r=  I 

S.316,  Formel  (X)  statt  q*      lies  g*     . 
S.  353,  Z.4.  V.  u.  statt  S"  lies  58„. 
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